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Анотацiя. Розвивається аналiз для функцiй кватернiонної змiнної з використан-

ням матричного подання алгебри кватернiонiв. Знайдено вирази похiдної для функ-

цiй введеного типу (показникової, логарифмiчної, степеневої, тригонометричних то-

що).

Abstract. We develop an analysis for functions of quaternion variable using the matrix

representation for quaternion algebra. The expressions of derivative for some class of

functions (exponent, logarithmic, power, trigonometric functions, et al.) are found.

1. Вступ

Багатство теорiї функцiї комплексної змiнної, ефективнiсть її методiв завжди

слугували стимулом i джерелом iдей при побудовi теорiї функцiї гiперкомплексної

змiнної, зокрема теорiї кватернiонних функцiй.

Достатньо повний виклад результатiв кватернiонного аналiзу подається в [1].

Нестандартнi версiї умов Кошi-Рiмана можна знайти в [2].

Новизна нашого пiдхода у тому, що множина H розглядається як алгебра рангу

4 над полем R i для неї будується матричне подання ”кватернiона”, а через нього

можна подати n-й степень кватернiона, а отже, суми певних степеневих рядiв, в

алгебраїчнiй формi.

У видiленному класi аналiтичних функцiй виконується версiя умов Кошi-Рiиана,

запропонована в [4], що дає змогу побудувати фрагмент диференцiального числення

числення на основi поняття похiдної, запропонованої там же.
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2. Алгебра кватернiонiв

Нехай маємо 2-матричне подання алгебри кватернiонiв над полем R, базовою

множиною якої є лiнiйний простiр

H = {x0 + x1i + x2j + x3k | x0, x1, x2, x3 ∈ R},

а множення елементiв цього простору здiйснюється згiдно таблички

1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j

j j −k −1 i

k k j i −1
Цю алгебру називають алгеброю кватернiонiв, а її елементи кватернiонами.

Така алгебра мономорфно вкладається в повну матричну алгебру M4, а саме

вiдображення алгебри H в матричну пiдалгебру алгебри M4

Mq =








x0 −x1 x2 x3

x1 x0 x3 −x2

−x2 −x3 x0 −x1

−x3 x2 x1 x0




: x0, x1, x2, x3 ∈ R





за правилом

q = x0 + x1i + x2j + x3k 7→




x0 −x1 x2 x3

x1 x0 x3 −x2

−x2 −x3 x0 −x1

−x3 x2 x1 x0




(1)

є iзоморфiзмом. Отже, алгебра H має матричне подання, скориставшись яким, пе-

ренесемо на кватернiони деякi матричнi характеристики.

Назвемо алгебраїчною нормою кватернiона q визначник його матричного його

матричного подання (1), тобто

Nrq := detQ(x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3)
2. (2)

(Зазначимо, що, як правило, за алгебраїчну норму приймають число x2
0 +x2

1 +x2
2 +x2

3.

Ми ж слiдуємо прийнятим "правилом гри"надiлення кватернiонiв певними характе-

ристиками. Звичайно основна властивiсть алгебраїчної норми зберiгається, а саме:

для будь-яких q1, q2 ∈ HNr(q1, q2) = Nrq1Nrq2.
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Власними значеннями кватернiона q = x0+x1i+x2j+x3k назвемо власнi значення

його матричного подання (1), тобто кореня, характеристичного многочлена матрицi

Q, який в даному випадку має вигляд

det(λE −Q) = ((λ− x0)
2 + x2

1 + x2
2 + x2

3)
2.

Отже кожен вiдмiнний вiд нуля кватернiон має два власнi значення

λ1,2 = x0 ± i
√
x2

1 + x2
2 + x2

3,

взагалi кажучи, кратностi 2, якi у подальшому позначаються

λq = x0 + ir, λq. (3)

Побудуємо резольвенту матрицi Q, яка є поданням кватернiона q:

R(λ) =
1

(λ− x0)2 + x2
1 + x2

2 + x2
3




λ− x0 −x1 x2 x3

x1 λ− x0 x3 −x2

−x2 −x3 λ− x0 −x1

−x3 x2 x1 λ− x0




= . (4)

= (λE −Q)−1.

Знайдемо власнi проектори лiнiйного оператора [3, с.56-58], що подається в базисi

<1,i,j,k>, якi вiдповiдають власним значенням λq, λq:

Pλq
=

1

2πi

∫

Cλq

R(λ)dλ =
1

2πi




ir −x1 x2 x3

x1 ir x3 −x2

−x2 −x3 ir −x1

−x3 x2 x1 ir



, (5)

Pλq
=

1

2πi

∫

C
λq

R(λ)dλ =
1

2πi




ir x1 −x2 −x3

−x1 ir −x3 x2

x2 x3 ir x1

x3 −x2 −x1 ir



, (6)

де Cλq
– коло з центром у точцi λq, радiуса меньшого d(λq, λq), Cλq

– коло з центром

у точцi λq, радiуса меньшого d(λq, λq). Тодi матричний квартенiона q матриця Q

подається у канонiчному виглядi

Q = λqPλq
+ λqPλq

. (7)
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А оскiльки прообразами матриць Pλq
, Pλq

при вiдображенi (1) є псевдокватернiони

qλq
=

1

2
+
x1

2ir
i +

x2

2ir
j +

x3

2ir
k, qλq

=
1

2
−
x1

2ir
i−

x2

2ir
j−

x3

2ir
k = qλq

,

то квартенiон q можна подати у виглядi

q = λqqλq
+ λqqλq

(8)

або в розширеному виглядi

q = x0 + x1i + x2j + x3k =

= (x0 + ir)

(
1

2
+
x1

2ir
i +

x2

2ir
j +

x3

2ir
k

)
+ (x0 − ir)

(
1

2
−

x1

2ir
i−

x2

2ir
j−

x3

2ir
k

)

звертаємо увагу на те, що qλq
, qλq

не є кватернiонами. Тут λq, λq, qλq
, qλq

i – елемент

з поля C, i - видiлений елемент алгебри H (множити i на i,j,k не можна).

Теорема

Теорема 1. n − ий степiнь вiдмiнного вiд нуля кватернiона q, подається у

виглядi

qn = λn
q
qλq

+ λ
n

q
qλq

(9)

Доведення. Насамперед переконаємось, що характеристичнi властивостi про-

екторiв (5) i (6), а саме:

PλqPλq = Pλq , Pλq
Pλq

= Pλq
, PλqPλq

= Pλq
Pλq = 0,

переносяться на псевдокватернiони qλq
, qλq

.

Справдi,

q2
λq

=

(
1

2
+
x1

2ir
i +

x2

2ir
j +

x3

2ir
k

)2

=

=
1

4
+

1

4r2
(x2

1 + x2
2 + x2

3) +
x1

2ir
i +

x2

2ir
j +

x3

2ir
k = qλq

.

Аналогiчно

q2
λq

= qλq
.

Крiм того,

qλq
qλq

=
1

2
+

(
x1

2ir

)2

+

(
x2

2ir

)2

+

(
x3

2ir

)2

= 0.

Отже,

q2 = (λqqλq
+ λqqλq

)2 = λ2
q
q2
λq

+ λqλqqλq
qλq

+ λqλqqλq
qλq

+ λ
2

q
q2
λq

= λ2
q
qλq

+ λ
2

q
qλq

I для кожного n з того, що

qn = λn
q
qλq

+ λ
n

q
qλq



70 М. В. Працьовитий, А. А. Томусяк

випливає

qn+1 = qnq = (λn
q
qλq

+ λ
n

q
qλq

)(λqqλq
+ λqqλq

) =

= λn+1
q

q2
λq

+ λnqλqqλq
qλq

+ λqλ
n

q
qλq

qλq
+ λ

n+1

q q2
λq

= λn+1
q

qλq
+ λ

n+1

q qλq

I рiвнiсть (9) доведена. �

3. Алгебра H-повний нормований простiр

Надiлимо алгебру H нормою, а саме, скориставшись матричною нормою Гiльберта-

Шмiдта, означимо

‖q‖ := ‖Q‖ = 2
√
x2

0 + x2
1 + x2

2 + x2
3. (10)

Очевидно, що норма 10 породжується скалярним добутком

(q1, q2) = 4
3∑

k=0

xkyk.

Таким чином алгебра H евклiдiв простiр.

В подальшому не будемо вiдходити вiд класики i приймемо ‖q‖ = |q|, (q1, q2) =
3∑

k=0

xkyk, тодi набiр кватернiонiв (1, i,j,k) є ортонормованим базисом простору H.

Нехай маємо послiдовностi кватернiонiв

(qn) = x0n + x1ni + x2nj + x3nk.

В стандартний спосiб кватернiон (q0) = (x00 + x10i + x20j + x30k) назвемо границею

послiдовностi (qn), якщо для будь якого ε > 0 iснує номер n0 такий, що для всiх

n > n0 виконується нерiвнiсть

||qn − q0|| < ε

А оскiльки послiдовнiсть кватернiонiв qn породжує чотири послiдовностi дiйсних

чисел (x0n), (x1n), (x2n), (x3n), неважко переконатися, що послiдовнiсть (qn) збiгається

тодi i лише тодi, коли збiгаються послiдовностi (x0n), (x1n), (x2n), (x3n) причому

lim
n→∞

qn = lim
n→∞

x0n + lim
n→∞

x1ni + lim
n→∞

x2nj + lim
n→∞

x3nk. (11)

Приклад. Покажемо, що для кожного q ∈ H iснує

lim
n→∞

(
1 +

q

n

)n

.

Справдi, оскiльки
(

1 +
q

n

)n

=

(
1 +

x0

n
+
x1

n
i +

x2

n
j +

x3

n
k

)n

=

=

(
1 +

x0

n
+ i

r

n

)n(
1

2
+
x1

2ir
i +

x2

2ir
j +

x3

2ir
k

)
+

(
1 +

x0

n
− i

r

n

)n(
1

2
−

x1

2ir
i−

x2

2ir
j−

x3

2ir
k

)
,
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то

lim
n→∞

(
1 +

q

n

)n

=
1

2
lim
n→∞

((
1 +

x0 + ir

n

)n

+

(
1 +

x0 − ir

n

)n)
+

+
x1

2ir
lim
n→∞

((
1 +

x0 + ir

n

)n

−
(

1 +
x0 − ir

n

)n)
i+

+
x2

2ir
lim
n→∞

((
1 +

x0 + ir

n

)n

−
(

1 +
x0 − ir

n

)n)
j+

+
x3

2ir
lim
n→∞

((
1 +

x0 + ir

n

)n

−
(

1 +
x0 − ir

n

)n)
k =

=
1

2
(ex0+ir + ex0−ir) +

x1

2ir
(ex0+ir − ex0−ir)i+

x2

2ir
(ex0+ir− ex0−ir)j+

x3

2ir
(ex0+ir − ex0−ir)k =

= ex0 cos r +
x1

r
ex0 sin ri +

x2

r
ex0 sin rj +

x3

r
ex0 sin rk.

Зазначимо, що алгебра H є повним нормованим простором.

4. Кватернiоннi степеневi ряди

Вираз вигляду q1 + q2 + q3 + ... =
∞∑
n=1

qn називається кватернiонним рядом. Вiн

породжує чотири ряди з дiйсними членами
∞∑

n=1

x0n,
∞∑

n=1

x1n,
∞∑

n=1

x2n,
∞∑

n=1

x3n.

Очевидно, що кватерiорний ряд збiгається тодi i лише тодi, коли збiгаються пород-

женi ним чотири ряди, причому у випадку збiжностi
∞∑

n=1

qn =

∞∑

n=1

x0n +

∞∑

n=1

x1ni +

∞∑

n=1

x2nj +

∞∑

n=1

x3nk

Для прикладу розглянемо ряд
∞∑

n=1

qn,

який можна подати у виглядi
∞∑

n=1

(x0 + ir)n

(
1

2
+
x1

2ir
i +

x2

2ir
j +

x3

2ir
k

)
+

∞∑

n=1

(x0 − ir)n

(
1

2
−

x1

2ir
i−

x2

2ir
j−

x3

2ir
k

)
.

Якщо |x0 + ir| < 1, то

∞∑

n=0

x0,n =
1

2

(
1

1 − x0 − ir
+

1

1 − x0 + ir

)
=

1 − x0

(1 − x0)2 + r2
,
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∞∑

n=0

x1,n =
x1

2ir

(
1

1 − x0 − ir
+

1

1 − x0 + ir

)
=

x1

(1 − x0)2 + r2
,

∞∑

n=0

x2,n =
x2

2ir

(
1

1 − x0 − ir
+

1

1 − x0 + ir

)
=

x2

(1 − x0)2 + r2
,

∞∑

n=0

x3,n =
x3

2ir

(
1

1 − x0 − ir
+

1

1 − x0 + ir

)
=

x3

(1 − x0)2 + r2
.

Отже, якщо |x0 − ir| < 1, то

∞∑

n=1

qn =
1

(1 − x0)2 + r2
(1 − x0 + x1i + x2j + x3k) =

1

1 − q
.

Вираз виду
∞∑

n=1

anq
n, (12)

де an ∈ R, q ∈ H, називається кватернiонним степеневим рядом з дiйсними коефi-

цiєнтами(Далi "кватернiонний степеневий ряд").

Теорема 2. Якщо степеневий ряд
∞∑

n=1

anx
n (13)

збiгається на iнтервалi (−R;R), то кватернiорний степеневий ряд ( 26) збiгається

для всiх кватернiонiв, власнi значення яких за модулем меншi R, причому коли S(x)

- сума ряду ( 31) то

∞∑

n=1

anq
n =

1

2
(S(x0 + ir) + S(x0 − ir)) +

x1

2ir
(S(x0 + ir) + S(x0 − ir))i+

+
x2

2ir
(S(x0 + ir) + S(x0 − ir))j +

x3

2ir
(S(x0 + ir) + S(x0 − ir))k. (14)

Доведення. За рядом (31) побудуємо вiдповiднi чотири дiйснозначнi ряди. А

саме, врахувавши (9), маємо:

a0 +

∞∑

n=1

an(λ
n
q
qλq + λ

n

q qλq
) =

= a0

(
1

2
+
x1

2ir
i +

x2

2ir
j +

x3

2ir
k

)
+

∞∑

n=1

anλ
n
q

(
1

2
+
x1

2ir
i +

x2

2ir
j +

x3

2ir
k

)
+

+a0

(
1

2
−

x1

2ir
i −

x2

2ir
j −

x3

2ir
k

)
+

∞∑

n=1

anλ
n
q

(
1

2
−
x1

2ir
i −

x2

2ir
j −

x3

2ir
k

)
=
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=
1

2

( ∞∑

n=1

anλ
n
q +

∞∑

n=1

anλ
n

q

)
+
x1

2ir

∞∑

n=1

an(λ
n
q − λ

n

q )i+

+
x2

2ir

∞∑

n=1

an(λ
n
q − λ

n

q )j +
x3

2ir

∞∑

n=1

an(λ
n
q − λ

n

q )k .

Отже, ввiдповiднi чотири ряди

1

2

( ∞∑

n=1

anλ
n
q +

∞∑

n=1

anλ
n

q

)
,
x1

2ir

( ∞∑

n=1

anλ
n
q +

∞∑

n=1

anλ
n

q

)
,

x2

2ir

( ∞∑

n=1

anλ
n
q +

∞∑

n=1

anλ
n

q

)
,
x3

2ir

( ∞∑

n=1

anλ
n
q +

∞∑

n=1

anλ
n

q

)

при |λq| < R, їх суми дорiвнюють вiдповiдно

1

2

(
S(λq) + S(λq)

)
,
x1

2ir

(
S(λq) − S(λq)

)
,

x2

2ir

(
S(λq) − S(λq)

)
,
x3

2ir

(
S(λq) − S(λq)

)
.

I рiвнiсть (32) доведена �

5. Елементарнi функцiї кватернiонної змiнної

Якраз теорема 2 дає iнструментарiй для побудови основних елементарних функ-

цiй кватернiонної змiнної. Точнiше, дiємо за правилом: аналiтичну функцiю дiйсної

f(x) подаємо у виглядi ряду, який збiгається на iнтервалi (−R;R) (R може рiвнятись

+∞), тобто

f(x) =

∞∑

n=0

anx
n, де an =

f (n)(0)

n!
.

Будуємо формальний ряд виду (26), який збiгається для всiх кватернiонiв, модуль

власних значень яких меньший R.

Вiдповiднiсть, яка кожному кватернiону, власне значення якого меньше R, вiд-

носить суму побудованого ряду, i будемо називати аналiтичною функцiєю кватер-

нiонної змiнної, визначеною в областi G = {q : |λq| < R}, де λq - власне значення

кватернiона q . Позначення збережемо, тобто коли функцiя кватернiонної змiнної бу-

дувалась за функцiєю f(x), то її будемо позначати f(q) i записувати в алгебраїчнiй

формi

f(q) = f(x0 + x1i + x2j + x3k) =

=
1

2
(f(x0 + ir) + f(x0 − ir)) +

x1

2ir
(f(x0 + ir) − f(x0 − ir))i+
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+
x2

2ir
(f(x0 + ir) − f(x0 − ir))j +

x3

2ir
(f(x0 + ir) − f(x0 − ir))k , (15)

де f(x0+ir), f(x0−ir) - значення аналiтичної функцiї f(z) комплексної змiнної. Якщо

f(z) = u(x, y) + iv(x, y), то (15) можна записати у виглядi

f(q) = u(x0, r) +
x1

r
v(x0, r)i +

x2

r
v(x0, r)j +

x3

r
v(x0, r)k .

(1) Показникова функцiя. Для кожного q ∈ H, означимо

eq =
1

2
(ex0+ir + ex0−ir) +

x1

2ir
(ex0+ir − ex0−ir)i +

x2

2ir
(ex0+ir − ex0−ir)j+

+
x3

2ir
(ex0+ir − ex0−ir)k = ex0(cos r +

x1

r
sin ri +

x2

r
sin rj +

x3

r
sin rk).

(2) Тригонометричнi функцiї. Для кожного q ∈ H, означимо

cos q =
1

2
(cos(x0 + ir) + (cos(x0 − ir)) +

x1

2ir
(cos(x0 + ir) − (cos(x0 − ir))i+

+
x2

2ir
(cos(x0 + ir) − (cos(x0 − ir))j +

x3

2ir
(cos(x0 + ir) − (cos(x0 − ir))k =

= cosx0chr − sin x0

shr

r
(x1i + x2j + x3k),

sin q =
1

2
(sin(x0 + ir) + (sin(x0 − ir)) +

x1

2ir
(sin(x0 + ir) − (sin(x0 − ir))i+

+
x2

2ir
(sin(x0 + ir) − (sin(x0 − ir))j +

x3

2ir
(sin(x0 + ir) − (sin(x0 − ir))k =

= sin x0shr − cos x0

chr

r
(x1i + x2j + x3k).

Очевидно, що

cos2 q + sin2 q = cos2 x0ch
2r − sin2 x0sh

2r + sin2 x0ch
2r − cos2 x0sh

2r =

= ch2r − sh2r = 1.

Бiльше того, для прикладу

2 sin2 q = 1 − cos 2q , 2 cos2 q = 1 + cos 2q ,

sin 2q = 2 sin q cos q , cos 2q = cos2 q − sin2 q .
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(3) Логарифмiчна функцiя. Для кожного q ∈ H , для яких |λq| < 1(1 + x0 > 0),

означимо

ln(1 + q) =
1

2
(ln(1 + x0 + ir) + ln(1 + x0 − ir))+

+
x1

2ir
(ln(1 + x0 + ir) − ln(1 + x0 − ir))i +

x2

2ir
(ln(1 + x0 + ir) − ln(1 + x0 − ir))j+

+
x3

2ir
(ln(1 + x0 + ir) − ln(1 + x0 − ir))k =

= ln |1 + q | +
1

r
arctg

r

1 + x0
(x1i + x2j + x3k).

Зазначимо, що тут будуються однозначнi функцiї. Покажемо, що

eln (1+q) = 1 + q .

Справдi, оскiльки для ln (1 + q) дiйсна частина рiвняється ln |1 + q |, а уявна

arctg
r

1 + x0

, то

eln(1+q) = |1 + q| cos arctg
r

1 + x0
+

1

r
|1 + q | sin arqtg

r

1 + x0
(x1i + x2j + x3k),

i врахувавши, що

cos arctg
r

1 + x0

=
1 + x0

|1 + q |,

sin arctg
r

1 + x0

=
r

|1 + q |,

дiстаємо, що

eln (1+q ) = 1 + x0 + x1i + x2j + x3k .

(4) Степенева функцiя. Для кожного q ∈ H , для яких |λq| < 1(1 + x0 > 0),

означимо

(1 + q)α := eα ln (1+q).

В алгебраїчнiй формi

(1 + q)α = |1 + q |α cos

(
|α|arctg

r

1 + x0

)
+

+
α|1 + q |α

|α|r sin

(
|α|arctg

r

1 + x0

)
(x1i + x2j + x3k)
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6. Узагальнення функцiї кватернiонної змiнної

Нехай функцiя f(x) визначена на iнтервалi (a, b), f(z) її продовження з (a, b) на

комплексну площину таке, що f(z) = f(z). Тодi

f(q) :=
1

2
(f(λq ) + f(λq )) +

x1

2ir
(f(λq) − f(λq ))i +

x2

2ir
(f(λq) − f(λq ))j+

+
x3

2ir
(f(λq) − f(λq ))k = u(x0, r) +

1

r
v(x0, r)(x1i + x2j + x3k), (16)

де u(x0, r) = Ref(λq), v(x0, r) = Imf(λq), λq = x0 + ir, r =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3. Зазна-

чимо, що для такого типу функцiй мають мiсце рiвностi

qf(q) = f(q)q , f(q)g(q) = g(q)f(q).

Як приклад, вiзьмемо функцiю f(x) =
1

x
визначену на (0; +∞), продовжимо

її на праву пiвплощину функцiєю f(z) =
1

z
. Тодi, врахувавши, що Re

1

x0 + ir
=

x0

|q |, Im
1

x0 + ir
=

− r

|q | , згiдно з формули (16) дiстанемо

f(q) =
1

q
=
x0

|q | −
1

r

r

|q |(x1i + x2j + x3k) =
1

|q |q =
1

q
.

У такому виглядi можна записати многочлен кватернiонної змiнної з дiйсними

коефiцiєнтами, дробово-рацiональнi функцiї q з дiйсними коефiцiєнтами, означити

ln q , qα на областi G = {q |Req > 0}. Зрозумiло, що арифметичнi операцiї над функ-

цiями, означеними формулою (16), дають функцiї такого ж типу.

Бiльше того, для такого типу кватернiонних функцiй можна виконувати операцiю

композицiї.

Справдi, якщо маємо функцiї f(q) i g(q) типу (16), то

f(q) = u(x0, r) +
1

r
v(x0, r)(x1i + x2j + x3k),

де u(x, y) = Ref(z), v(x, y) = Imf(z),

g(q) = P (x0, r) +
1

r
Q(x0, r)(x1i + x2j + x3k),

де P (x, y) = Reg(z), Q(x, y) = Img(z). Щоб побудувати g(f(q)) у подальшому g(q)

покладемо u(x0, r) замiсть x0, v(x0, r) замiсть r. Тодi

g(f(q)) = P (u(x0, r), |v(x0, r)|) +
v(x0, r)

r|v(x0, r)|
Q(u(x0, r), |v(x0, r)|)(x1i + x2j + x3k).
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Як приклад, функцiю sin2 q будемо трактувати як композицiю функцiй f(q) = sin q

i g(q) = q2. У цьому випадку

u(x, y) = sin xchy, v(x, y) = cosxshy,

P (x, y) = x2 − y2, Q(x, y) = 2xy.

Отже, згiдно нашої конструкцiї

sin2 q = sin2 x0ch
2r − cos2 x0sh

2r +
2

r
cos x0 sin x0shrchr(x1i + x2j + x3k),

що збiгається з результатом отриманим безпосередньо.

7. Диференцiювання функцiї кватернiонної змiнної

При побудовi елементiв диференцiального числення функцiй кватернiонної змiн-

ної введеного типу будемо виходити з природної рiвностi

(qn)′ := nqn−1. (17)

Теорема 3. Похiдна функцiї qn означена рiвнiстю ( 17) обчислюється за фор-

мулою

(qn)′ =
∂

∂x0
(qn) (18)

Доведення. Подамо qn в алгебраїчнiй формi i знайдемо частинну похiдну по x0

(мова йде про координатнi функцiї). Маємо:

∂

∂x0

(
1

2

(
n∑

k=0

Ck
nx

n−k
0 (ir)k +

n∑

k=0

Ck
nx

n−k
0 (−ir)k

)
+

+
1

2ir

(
n∑

k=0

Ck
nx

n−k
0 (ir)k +

n∑

k=0

Ck
nx

n−k
0 (−ir)k

)
(x1i + x2j + x3k)

)
=

=
1

2

(
n−1∑

k=0

Ck
n(n− k)xn−1−k

0 (ir)k +
n−1∑

k=0

Ck
n(n− k)xn−1−k

0 (−ir)k
)

+

+
1

2ir

(
n−1∑

k=0

Ck
n(n− k)xn−1−k

0 (ir)k −
n−1∑

k=0

Ck
n(n− k)xn−1−k

0 (−ir)k
)

(x1i + x2j + x3k) =

= n

(
1

2

(
n−1∑

k=0

Ck
n−1x

n−1−k
0 (ir)k +

n−1∑

k=0

Ck
n−1x

n−1−k
0 (−ir)k

)
+

+
1

2ir

(
n−1∑

k=0

Ck
n−1x

n−1−k
0 (ir)k −

n−1∑

k=0

Ck
n−1x

n−1−k
0 (−ir)k

)
(x1i + x2j + x3k)

)
= nqn−1.

�
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Теорема 4. Якщо степеневий ряд ( 31) збiгається на iнтервалi (−R;R) i має

суму S(x), то кватернiонний ряд ( 26) можна почленно диференцiювати в розумiннi

(17), причому область збiжностi ряду
∞∑

n=1

annqn−1 (19)

не змiнюється, а його сума дорiвнює

S ′(q) =

∞∑

n=1

annqn−1 =
∂

∂x0
S(q).

Доведення. Нехай степеневий ряд (31) збiгаються на iнтервалi (−R;R) i його

сума рiвняється S ′(x). Тодi за теоремою 2 кватернiонний степеневий ряд (26) збi-

гається для всiх кватернiонiв, власнi значення яких за модулем меншi R, причому

сума цього ряду подається у виглядi (13).

Степеневий ряд
∞∑

n=1

annx
n−1

також збiгається на iнтервалi (−R;R) i його сума рiвняється S ′(x). Тодi знову за тео-

ремою 2 кватернiонний степеневий ряд (19) збiгається для всiх кватернiонiв, власнi

значення яких за модулем меншi R, причому сума цього ряду подається у виглядi

1

2
(S ′(x0 + ir) + S ′(x0 − ir)) +

1

2ir
(S ′(x0 + ir) − S ′(x0 − ir))(x1i + x2j + x3k)

Оскiльки S ′(x0 + ir), S ′(x0 − ir) – значення похiдної функцiї комплексної змiнної

S(z) = u(x, y) + iv(x, y), то дiстанемо

S ′(x0 + ir) + S ′(x0 − ir) =
∂

∂x0
u(x0, r) + i

∂

∂x0
v(x0, r)+

+
∂

∂x0
u(x0, r) − i

∂

∂x0
v(x0, r) = 2

∂

∂x0
u(x0, r),

S ′(x0 + ir) − S ′(x0 − ir) = 2i
∂

∂x0

v(x0, r).

Отже,
∞∑

n=0

annq
n−1 =

∂

∂x0
u(x0, r) +

1

r

∂

∂x0
v(x0, r)(x1i + x2j + x3k) =

=
∂

∂x0
(u(x0, r) +

1

r
v(x0, r)(x1i + x2j + x3k)) =

∂

∂x0
S(q).

Згiдно з формулою (19) маємо:

(eq )′ = (eq ), (cosq)′ = −sinq , (sinq)′ = cosq,

(ln(1 + q))′ =
∂

∂x0

(
ln|1 + q | + 1

r
arctg

r

1 + x0
(x1i + x2j + x3k)

)
=
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=
1 + x0

|1 + q |2 − 1

|1 + q |2 (x1i + x2j + x3k) =
1

1 + q
.

�

Якщо функцiя кватернiонної змiнної означається за формулою (16), причому f(x)

диференцiйована на iнтервалi (a, b), то

f ′(q) =
∂

∂x0

f(q).

Очевидно, що

(f(q) + g(q))′ = f ′(q) + g′(q).

Якщо

f(q) = u(x0, r) +
1

r
v(x0, r)(x1i + x2j + x3k),

g(q) = P (x0, r) +
1

r
Q(x0, r)(x1i + x2j + x3k),

то

f ′(q) = u′x0
(x0, r) +

1

r
v′x0

(x0, r)(x1i + x2j + x3k),

g′(q) = P ′
x0

(x0, r) +
1

r
Q′
x0

(x0, r)(x1i + x2j + x3k).

Тодi, з одного боку,

(f(q)g(q))′ = (u(x0, r)P (x0, r) − v(x0, r)Q(x0, r))+

+(u(x0, r)Q(x0, r) + v(x0, r)P (x0, r))
(x1

r
i +

x2

r
j +

x3

r
k
)′

=

= u′x0
(x0, r)P (x0, r) + u(x0, r)P

′
x0

(x0, r)−
−v′x0

(x0, r)Q(x0, r) − v(x0, r)Q
′
x0

(x0, r)+

+(u′x0
(x0, r)Q(x0, r) + u(x0, r)Q

′
x0

(x0, r)+

+v′x0
(x0, r)P (x0, r) + v(x0, r)R

′
x0

(x0, r))
(x1

r
i +

x2

r
j +

x3

r
k
)
,

а з другого боку,

f ′(q)g(q) + f(q)g′(q) = (u′x0
(x0, r) +

1

r
v′x0

(x0, r)Q(x0, r)(x1i + x2j + x3k))×

×(P (x0, r) +
1

r
Q(x0, r)(x1i + x2j + x3k)) + (u(x0, r) +

1

r
v(x0, r)(x1i + x2j + x3k))×

×(P ′
x0

(x0, r) +
1

r
Q′
x0

(x0, r)(x1i + x2j + x3k)) = (f(q)g(q))′.

Таким чином, маємо:

(f(q)g(q))′ = f ′(q)g(q) + f(q)g′(q).

Оскiльки

f(q)g(q) = g(q)f(q),
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то (
f(q)

g(q)

)′

визначається однозначно. Неважко перевiрити, що
(
f(q)

g(q)

)′
=

(
f(q)g(q)

|g(q)|2
)′

=

=
(f ′(q)g(q) − f(q)g′(q))g2(q)

|g2(q)|2 =
f ′(q)g(q) − f(q)g′(q)

g2(q)
.

I якщо функцiї f(q) i g(q) є функцiї типу (16), для яких можна побудувати складну

функцiю g(f(q)), то

(g(f(q)))′ = g′(f ′(q))f ′(q).

Таким чином, основнi правила диференцiювання функцiї дiйсної змiнної (i зви-

чайно функцiї комплексної змiнної) переносяться на функцiї кватернiонної змiнної

типу (16).

I насамкiнець, якщо f(z) аналiтична, f(z) = f(z), u(x, y) = Ref(z), v(x, y) =

Imf(z), то похiдну функцiї кватернiонної змiнної

f(q) = u(x0, r) +
1

r
v(x0, r)(x1i + x2j + x3k)

можна подати у виглядi

f ′(q) =
∂u

∂x0
− ∂u

∂x1
i − ∂u

∂x2
j − ∂u

∂x3
k .
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