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Побудова перiодичних розв’язкiв сингулярно збурених

систем диференцiальних рiвнянь iз змiнним

запiзненням аргументу та виродженням

К. В. Шатковська

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова)

Анотацiя. Для лiнiйної сингулярно збуреної системи диференцiальних рiвнянь з

тотожно виродженою матрицею при похiдних та малим змiнним запiзненням ар-

гументу побудовано асимптотику перiодичного розв’язку. Дослiджено "нерезонанс-

ний"i "резонансний"випадки.

Abstract. The asymptotic of the periodic solution for the linear singularly perturbed

system of the differential equations with degenerated matrix near the derivatives and

the small variable delay of the argument is constructed. The ”nonresonance” and ”res-

onance” cases are investigated.

Розглянемо систему рiвнянь вигляду

εB (t)
dx

dt
= A (t) x (t, ε) + C (t)x (t− ε∆ (t), ε) + f (t) exp



1

ε

t∫

0

λ (τ) dτ



, (1)

де x(t, ε), f(t) — вiдповiдно шуканий i заданий n-вимiрнi вектори, (0 < ε ≤ ε0 � 1) —

малий параметр, A(t),B(t), C(t) — квадратнi матрицi n-го порядку, причому матриця

B(t) тотожно вироджена на R.

Системи рiвнянь даного типу з тотожно виродженою матрицею при похiдних роз-

глядались в роботi [3], де по аналогiї з [4] будується асимптотика основної початкової

задачi.

У данiй статтi, виходячи з теорiї асимптотичного iнтегрування сингулярно збуре-

них систем диференцiальних рiвнянь з виродженням, розробленiй в [2], вивчається

питання про побудову перiодичних розв’язкiв системи (1).

Будемо передбачати, що виконуються такi умови:

1◦. Елементи матриць A(t), B(t), C(t), вектор-функцiя f(t) i функцiї λ(t),

∆(t) T— перiодичнi та нескiнченно диференцiйовнi на R;
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2◦. В’язка матриць A (t) − ωB (t) регулярна на R i має n− 1 простих скiнченних

елементарних дiльникiв ω − λi (t), i = 1, n− 1 та один — нескiнченний;

3◦. Функцiя λ(t) задовольняє умову

T∫

0

λ (τ) dτ = 0, (2)

яка забезпечує T— перiодичнiсть по t експоненцiальної функцiї exp

(
1
ε

t∫
0

λ (τ) dτ

)
.

Розглянемо два принципово вiдмiннi випадки: "нерезонансний", коли функцiя

λ(t) не є коренем характеристичного рiвняння системи (1)

det ‖A (t) − λ (t)B (t) + C (t) exp (−∆ (t)λ)‖ = 0, (3)

i "резонансний", коли функцiя λ(t) задовольняє рiвняння (3) при всiх t ∈ R i є його

простим коренем.

У першому випадку перiодичний розв’язок системи (1) будемо шукати у виглядi

x (t, ε) = u (t, ε) exp


1

ε

t∫

0

λ (τ) dτ


 , (4)

де u(t, ε) — n - вимiрний вектор, який зображається формальним розвиненням

u (t, ε) =

∞∑

s=0

εsu(s) (t) . (5)

Покажемо, що коефiцiєнти розвинення (5) можна визначити так, щоб вони були

T— перiодичними i вектор-функцiя (4) формально задовольняла систему (1).

Пiдставивши вираз (4) в систему (1), маємо

εB (t) u′ (t, ε) = (A (t) − λ (t)B (t)) u (t, ε)+

+C (t) u (t− ε∆ (t) , ε) exp


1

ε

t−ε∆(t)∫

t

λ (τ) dτ


+ f (t) . (6)

Враховуючи (5) i вважаючи вектори u(s) (t), s = 0, 1, . . ., нескiнченно диференцiй-

овними на R, як i в [4, c.119], розкладемо в ряд за стенями ε вектор u (t− ε∆ (t) , ε) i

функцiю exp

(
1
ε

t−ε∆(t)∫
t

λ (τ) dτ

)
:

u (t− ε∆ (t) , ε) = u(0) (t) +
ε

1!

(
u(1) (t) − ∆ (t)

du(0) (t)

dt

)
+

+
ε2

2!

(
2u(2) (t) − 2∆ (t)

du(1) (t)

dt
+ ∆2 (t)

d2u(0) (t)

dt2

)
+ . . . ; (7)
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exp



1

ε

t−ε∆(t)∫

t

λ (τ) dτ



 = exp (−∆ (t)λ (t))
[
1 + ε∆2 (t)λ′ (t) +

+
ε2∆3 (t)

2

(
1

4
∆ (t)λ′2 (t) − 1

3
λ′′ (t)

)
+ . . .

]
. (8)

Для визначення коефiцiєнтiв ряду (5) прирiвняємо в (6) члени при однакових

степенях параметра ε з урахуванням (7), (8). Матимемо:

G (λ (t) , t) u(0) (t) = f(t); (9)

G (λ (t) , t)u(1) (t) = −G′
λ (λ (t) , t)

du(0) (t)

dt
−

−C (t) exp (−∆ (t)λ (t)) ∆2 (t)λ′ (t) u(0) (t) + f(t); (10)

G (λ (t) , t) u(k) (t) = −G′
λ (λ (t) , t)

du(k−1) (t)

dt
−

−C (t) exp (−∆ (t)λ (t)) ∆2 (t)λ′ (t) u(k−1) (t) + Fk (t) , k = 2, 3, . . . , (11)

де

G (λ (t) , t) = A (t) − λ (t)B (t) + C (t) exp (−∆ (t)λ (t)) ,

а вираз Fk (t) мiстить тiльки тi вектор-функцiї u(i)(t), iндекси яких i < k − 1.

Оскiльки в даному випадку detG (λ (t) , t) 6= 0, t ∈ R, то з цих рiвнянь однозначно

визначаються коефiцiєнти розвинення (5):

u(0) (t) = G−1 (λ (t) , t) f (t) ;

u(k) (t) = G−1 (λ (t) , t) [Fk (t)− G′
λ (λ (t) , t)

du(k−1) (t)

dt
−

−C (t) exp (−λ (t) ∆ (t))∆2 (t)λ′ (t) u(k−1) (t)
]
, k = 1, 2, . . . ,

причому всi вони будуть T — перiодичними по змiннiй t.

У "резонансному"випадку перiодичний розв’язок даної системи також шукатиме-

мо у виглядi (4), але вектор-функцiю u(t, ε) будемо будувати у виглядi розвинення,

яке розпочиняється з вiд’ємного степеня:

u (t, ε) =
∞∑

s=−1

εsu(s) (t) . (12)

Пiдставивши (4) в систему (1) i прирiвнявши коефiцiєнти при однакових степенях

ε iз врахуванням розвинень (12), (7), (8), дiстанемо

G (λ (t) , t)u(−1) (t) = 0; (13)

G (λ (t) , t) u(0) (t) = −G′
λ (λ (t) , t)

du(−1) (t)

dt
−

−C (t) exp (−∆ (t)λ (t)) ∆2 (t)λ′ (t) u(−1) (t) + f(t); (14)
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G (λ (t) , t) u(k) (t) = −G′
λ (λ (t) , t)

du(k−1) (t)

dt
−

−C (t) exp (−∆ (t)λ (t)) ∆2 (t)λ′ (t)u(k−1) (t) + Φk (t) , k = 1, 2, . . . , (15)

де вираз Φk (t) мiстить тiльки тi вектор-функцiї u(i)(t), iндекси яких i < k − 1.

Оскiльки за припущенням функцiя λ(t) є простим коренем рiвняння (3), то ранг

матрицi G (λ (t) , t) дорiвнює n− 1 при всiх t ∈ R. Тому рiвняння (13) має вiдмiнний

вiд нуля розв’язок, який визначається з точнiстю до довiльного скалярного множ-

ника. Оскiльки матрицi A(t), B(t), функцiї ∆(t), λ(t) T— перiодичнi та нескiнченно

диференцiйовнi, то матриця G (λ (t) , t) також є

T— перiодичною i нескiнченно диференцiйовною. Отже, згiдно з [1, 6] iснує T— перiо-

дичний,нескiнченно диференцiйовний розв’язок рiвняння (13), який позначимо ϕ(t).

Аналогiчно встано-влюємо iснування T— перiодичного та нескiнченно диференцiй-

овного розв’язку союзної системи G∗ (λ (t) , t) y = 0, який позначимо ψ(t).

Отже, з рiвняння (13) знайдемо

u(−1) (t) = c−1 (t)ϕ (t) , (16)

де ϕ(t) — T — перiодична нескiнченно диференцiйовна функцiя, а c0 (t)— скалярний

множник, який визначимо далi.

Рiвняння (14) буде розв’язним вiдносно u(1) (t) тодi i тiльки тодi, коли його права

частина буде ортогональна до вектора ψ(t). Iз врахуванням (16) 4◦ умова запишеться

у виглядi

(
G (t)′λ (λ (t) , t)ϕ (t) , ψ (t)

) dc−1 (t)

dt
+
[(
G (t)′λ (λ (t) , t)ϕ′ (t) , ψ (t)

)
+

+ (C (t)ϕ (t) , ψ (t)) exp (−∆ (t)λ (t)) ∆2 (t)λ′ (t)
]
c−1 (t) + (f (t) , ψ (t)) = 0, (17)

де (
G (t)′λ (λ (t) , t)ϕ (t) , ψ (t)

)
6= 0, ∀, t ∈ R.

Якщо

4◦.
T∫
0

(G′
λ (λ (t) , t)ϕ (t) , ψ (t))−1 ×

×
[
(G′

λ (λ (t) , t)ϕ′ (t) , ψ (t)) + (C (t)ϕ (t) , ψ (t)) exp (−∆ (t)λ (t))∆2 (t)λ′ (t)
]
dt 6= 0,

то рiвняння (17) матиме єдиний T— перiодичний розв’язок c−1 (t), пiдставивши який

у (16), дiстанемо T— перiодичний вектор u(−1) (t).

Забезпечивши розв’язнiсть рiвняння (14) , знайдемо

u(0) (t) = G+ (λ (t) , t) b0 (t) + c0 (t)ϕ (t) ,
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де G+ (λ (t) , t)—напiвобернена матриця [2, c.25] до матрицi G (λ (t) , t) , b0 (t)—вектор

у правiй частинi (14), а c0 (t)—скалярна функцiя, яка визначається аналогiчно на

наступному кроцi. Згiдно з [2] матрицю G+ (λ (t) , t) можна визначити так, щоб вона

була T— перiодичною i нескiнченно диференцiйовною; такою ж властивiстю володi-

ють i вектори b0(t) та ϕ (t). Виконання умови 4◦ забезпечує iснування єдиної T—

перiодичної функцiї c0(t), яка визначатиметься з диференцiального рiвняння, анало-

гiчного (17).

Таким чином, нескiнченна система алгебраїчних рiвнянь (13) − (15) сумiсна i

вектор-функцiї u(k) (t) , k = −1, 0, 1, . . . , якi визначаються з неї за описаним ал-

горитмом, T— перiодичнi.

Покажемо, що побудований описаним способом T— перiодичний вiдносно t фор-

мальний частинний розв’язок (4) має асимптотичний характер.

Для цього в системi (1) зробимо замiну

y (t, ε) = xm (t, ε) − x (t, ε) , (18)

де xm (t, ε) =
m∑
s=α

εsu(s) (t) exp

(
1
ε

t∫
0

λ (τ) dτ

)
, α = 0 в "нерезонансному"випадку i α =

−1 — у "резонансному", x (t, ε)- точний розв’язок системи (1), який на початковiй

множинi E4 задовольняє умову

xm (t, ε) − x (t, ε) = O
(
εm+1

)
exp


1

ε

t∫

0

λ (τ) dτ


 .

Взявши до уваги алгоритм визначення коефiцiєнтiв u(k), k = α,m, дiстанемо:

εB (t)
dy (t, ε)

dt
= A (t) y (t, ε) + C (t) y (t− ε∆ (t) , ε) + O

(
εm+1

)
exp



1

ε

t∫

0

λ (τ) dτ



 .

(19)

Доведемо, що рiвняння (19) при досить малих ε має розв’язок y (t, ε) такий, що

y (t, ε) = O (εm) exp

(
1
ε

t∫
0

λ (τ) dτ

)
.

Оскiльки згiдно з умовою 2◦ в’язка матриць A (t) − ωB (t) має простий спектр,

то вiдповiднi жордановi ланцюжки матрицi A(t) вiдносно B(t) i B(t) вiдносно A(t)

мають довжину 1 i складаються лише з власних векторiв [2].

Нехай ϕi(t), i = 1, n− 1,—власнi вектори матрицi A(t) вiдносно B(t), ϕ̃(t)—

власний вектор матрицi B(t), який вiдповiдає її нульовому власному значенню;

ψi(t), i = 1, n− 1, та ψ̃(t)—елементи нуль-простору матриць (A (t) − λi(t)B (t))∗ та

B∗ (t) вiдповiдно. Вектори ψi(t), i = 1, n− 1, та ψ̃(t) визначимо так, щоб виконували-

ся рiвностi:

(B(t)ϕi(t), ψj(t)) = δij , i, j = 1, n− 1,



44 К. В. Шатковська

(
A (t) ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
= 1, (20)

δij—символ Кронекера.

Зауважимо, що вектори ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t), . . . , ϕn−1(t), ϕ̃(t) та ψ1(t), ψ2(t), ψ3(t), . . . , ψn−1(t), ψ̃(t)

лiнiйно незалежнi на вiдрiзку [0;T ].

Як показано в [2, c.93] , однорiдна система

εB (t)
dy (t, ε)

dt
= A (t) y (t, ε) (21)

має n− 1 формальних лiнiйно незалежних розв’язкiв вигляду

yi (t, ε) = vi (t, ε) exp


1

ε

t∫

0

λi (t, ε) dt


 , i = 1, n− 1, (22)

де

vi (t, ε) = ϕi(t) +

∞∑

k=1

εkv
(i)
k (t) , λi (t, ε) = λi (t) +

∞∑

k=1

εkλ
(i)
k (t) , i = 1, n− 1. (23)

Аналогiчно [5], складемо квадратнi матрицi n-го порядку

Q (t, ε) = [Vm (t, ε) , ϕ̃(t)] , P (t) =
[
Ψ(t), ψ̃(t)

]∗
,

де

Vm (t, ε) =
[
v(1)
m (t, ε) , v(2)

m (t, ε) , ..., v(n−1)
m (t, ε)

]
,Ψ(t) = [ψ1(t), ψ2(t), ..., ψn−1(t)] ,

v(i)
m (t, ε) = ϕi(t) +

m∑

k=1

εkv
(i)
k (t) , i = 1, n− 1.

Виконавши в системi (19) замiну

y (t, ε) = Q (t, ε) z (t, ε) (24)

i домноживши обидвi її частини злiва на P (t), дiстанемо

εP (t)B (t)Q (t, ε)
dz (t, ε)

dt
= P (t)L (t, ε)Q (t, ε) z (t, ε) +D (t, ε) z (t− ε∆ (t) , ε) +

+O
(
εm+1

)
exp


1

ε

t∫

0

λ (τ) dτ


 , (25)

де L (t, ε) = A (t) − εB (t) d
dt
, D (t, ε) = P (t)C (t)Q (t− ε∆ (t) , ε).

Враховуючи структуру матриць P (t), Q(t, ε), систему (25) запишемо у виглядi

ε

(
Ψ∗BVm Ψ∗Bϕ̃

ψ̃∗BVm ψ̃∗Bϕ̃

)
dz

dt
=

(
Ψ∗LVm Ψ∗Lϕ̃

ψ̃∗LVm ψ̃∗Lϕ̃

)
z+

+D (t, ε) z (t− ε∆ (t) , ε) + O
(
εm+1

)
exp



1

ε

t∫

0

λ (τ) dτ



 . (26)
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Оскiльки за означенням векторiв ϕ̃ (t) , ψ̃ (t)

Ψ∗Bϕ̃ = 0; ψ̃∗Bϕ̃ = 0; ψ̃∗BVm = 0;

ψ̃∗Lϕ =
(
Aϕ̃, ψ̃

)
− ε

(
Bϕ̃′, ψ̃

)
=
(
Aϕ̃, ψ̃

)
= 1,

а за побудовою формальних розв’язкiв (4)

L (t, ε)Vm (t, ε) = B (t)Vm (t, ε) Λm (t, ε) + O
(
εm+1

)
,

де

Λm (t, ε) = diag
{
λ(1)
m (t, ε) , λ(2)

m (t, ε) , . . . , λ(n−1)
m (t, ε)

}
,

λ(i)
m (t, ε) = λi (t) +

m∑

k=1

εkλ
(i)
k (t) , i = 1, n− 1,

то з (26) маємо

ε

(
Ψ∗BVm 0

0 0

)
dz

dt
=

(
Ψ∗BVmΛm + O (εm+1) Ψ∗Lϕ̃

O (εm+1) 1

)
z+

+D (t, ε) z (t− ε∆ (t) , ε) + O
(
εm+1

)
exp


1

ε

t∫

0

λ (τ) dτ


 , (27)

де D (t, ε) — деяка обмежена матриця.

Згiдно з (20)

Ψ∗(t)B(t)Vm (t, ε) = ‖(Bϕi, ψj)‖n−1
1 + O (ε) = En−1 + O (ε) ,

де En−1—одинична матриця (n − 1)-го порядку. Отже, матриця Ψ∗(t)B(t)Vm (t, ε)

неособлива при досить малих ε, а обернена до неї рiвномiрно обмежена на R. Тому,

помноживш систему (27) злiва на матрицю diag
{
(Ψ∗(t)B(t)Vm (t, ε))−1 ; 1

}
, дiстанемо

ε
dz1
dt

=
[
Λm (t, ε) + εm+1C1 (t, ε)

]
z1 + d1 (t, ε) z2+

+D̃11 (t, ε) z1 (t− ε∆ (t) , ε) + D̃12 (t, ε) z2 (t− ε∆ (t) , ε) + O
(
εm+1

)
exp


1

ε

t∫

0

λ (τ) dτ


 ;

0 = εm+1c1 (t, ε) z1 + z2 + D̃21 (t, ε) z1 (t− ε∆ (t) , ε) +

+D̃22 (t, ε) z2 (t− ε∆ (t) , ε) + O
(
εm+1

)
exp


1

ε

t∫

0

λ (τ) dτ


 ,

де z1(t, ε) — (n− 1)-вимiрний вектор, координати якого збiгаються з першими n− 1

координатами вектора z (t, ε), z2 (t, ε) — n-а координата вектора z (t, ε),

D̃ij (t, ε) = diag
{
(Ψ∗(t)B(t)Vm (t, ε))−1 ; 1

}
D(t, ε), i, j = 1, 2,
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— вiдповiднi блоки матрицi D̃ (t, ε); C1 (t, ε)—квадратна матриця (n− 1)-го порядку,

рiвномiрно обмежена на R; d1 (t, ε)—(n−1)-вимiрний вектор-стовпець, c1 (t, ε) — (n−
1)-вимiрний вектор-рядок, елементи яких також рiвномiрно обмеженi на R.

Взявши до уваги, що на початковiй множинi E4

z (t− ε∆ (t) , ε) = (εm+1) exp

(
1
ε

t∫
0

λ (τ) dτ

)
, звiдси для першого кроку дiстанемо таку

систему рiвнянь:

ε
dz1
dt

=
[
Λm (t, ε) + εm+1C2 (t, ε)

]
z1 + εm+1d2 (t, ε) exp


1

ε

t∫

0

λ (τ) dτ


 ,

z2 = εm+1c2 (t, ε) z1 + εm+1α (t, ε) exp


1

ε

t∫

0

λ (τ) dτ


 , (28)

де C2 (t, ε), c2 (t, ε), d2 (t, ε)—рiвномiрно обмеженi на R матричнi i векторнi функцiї

вiдповiдних розмiрiв, α (t, ε)—скалярна функцiя, що володiє тiєю ж властивiстю.

Припустивши, що

5◦. Reλi (t) < 0, ∀t ∈ R, i = 1, n− 1,

i дослiдивши систему (28) методом [2], доведемо, що вона має єдиний розв’язок та-

кий, що

z (t, ε) = O (εm) exp

(
1
ε

t∫
0

λ (τ) dτ

)
. Виходячи з цього, встановимо аналогiчну оцiн-

ку для розв’язку даної системи й на наступних кроках. Врахувавши (18), (24) та

рiвномiрну обмеженiсть матрицi Q (t, ε), отримаємо таку оцiнку

‖x (t, ε) − xm (t, ε)‖ ≤ cεm+1−r exp


1

ε

t∫

0

λ (τ) dτ


 ,

де c—деяка стала, що не залежить вiд ε, а r — кiлькiсть крокiв на вiдрiзку [0;T ].

В результатi доведено таку теорему.

Теорема. Якщо виконуються умови 1◦−5◦, то при досить малих ε система рiвнянь

(1) має

T— перiодичний вiдносно t розв’язок, який зображується асимптотичною формулою

x (t, ε) =

(
m∑

k=α

εku(k) + O
(
εm+1−r)

)
exp



1

ε

t∫

0

λ (τ) dτ



 ,

у якiй α = 0 в "нерезонансному"випадку i α = −1 — у "резонансному".

Зауважимо, що даний результат можна узагальнити на систему рiвнянь вигляду

εhB(t)
dx

dt
= A (t, ε)x (t, ε) + C (t, ε)x (t− ε∆ (t) , ε) + f(t, ε) exp


ε−h

t∫

0

λ (τ) dτ


 ,



ПОБУДОВА ПЕРIОДИЧНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ СИСТЕМ ... 47

де h—натуральне число, а A(t, ε), C(t, ε) i вектор-функцiя f(t, ε) допускають рiвно-

мiрнi асимптотичнi розвинення за степенями ε:

A (t, ε) ∼
∑

k≥0

εkAk (t), C (t, ε) ∼
∑

k≥0

εkCk (t), f (t, ε) ∼
∑

k≥0

εkfk (t),

коефiцiєнти яких T— перiодичнi по t. У цьому випадку T— перiодичний розв’язок

виражається формулою

x (t, ε) =

(
m∑

k=α

εku(k) + O
(
εm+1−h−r)

)
exp



ε−h
t∫

0

λ (τ) dτ



 .
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