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їх геометрiя та застосування
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Анотацiя. В данiй роботi сформованi основи метричної теорiї зображень чисел

рядами Остроградського 2-го виду: описано властивостi цилiндричних множин, ви-

веденi основнi метричнi вiдношення, знайдена їх оцiнка, розв’язано ряд метричних

задач (про мiру Лебега множин з обмеженнями на вживання "цифр"). Розгляда-

ються деякi застосування цiєї теорiї в задачах теорiї розподiлiв випадкових величин.

Abstract. In the present paper we formed basis of metric theory of representations

of numbers by the second Ostrogradsky series. The properties of cylindrical sets are

described. We also deduce the main metric relations and find their estimate. In this

paper the row of metric tasks are found. In particular investigated task about the

Lebesque measure of sets with limits on the use of numbers. Some applications of this

theory are examined in the tasks of theory of distributions of random variables.

1. Вступ

Близько 1860-61 рр. М.В.Остроградський розглядав два алгоритми розкладу

дiйсних чисел в знакопочережнi ряди, елементами яких є числа, оберненi до на-

туральних. Про це свiдчать його ескiзнi записи, виявленi в 1951 роцi в рукописному

фондi Академiї наук України ([1],[11]) i розшифрованi у статтi Є.Я.Ремеза [12]. В

коментарях наукового редактора до книги О.Я.Хiнчина [13] ,Б.В.Гнєденко зазначає:

"к сожалению до сих пор детальное их изучение, в том числе и для вычислительных

целей, не осуществлено". Обидва розклади чисел зустрiчаються в роботi Серпiнсь-

кого [16]. Один з них — це розклад числа в ряд вигляду

1

q1
− 1

q1q2
+

1

q1q2q3
− . . .+

(−1)k−1

q1q2q3 . . . qn
+ . . . , ge qk+1 > qk.
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Пiзнiше такi розклади вивчав Пiрс [17], пiсля чого в англомовнiй лiтературi прижи-

вся термiн "розклади Пiрса" (що iсторично невиправдано). У вiтчизнянiй лiтературi

([4], [7],[8],[9]) такi по справедливостi називаються розкладами чисел в ряди Остро-

градського 1-го виду. Вони в останнi десятилiття iнтенсивно вивчаються [1]. Розклади

чисел в ряди Остроградського 1-го виду мають формальну схожiсть з ланцюговими

дробами, вони породжують ту ж топологiю, але їм вiдповiдає принципово iнша гео-

метрiя чисел i метрична теорiя. Цi розклади використовувались для моделювання i

дослiдження математичних об’єктiв зi складною локальною будовою: фрактальних

множин, сингулярних мiр ([7],[8]), недиференцiйовних функцiй [2] тощо. Дана робо-

та присвячена малодослiдженим розкладам чисел в ряди Остроградського 2-го виду

([6],[10]). Ми вивчаємо геометрiю цього зображення чисел i розвиваємо метричну

теорiю.

Означення 1. Числовий ряд виду

1

q1
− 1

q2
+

1

q3
− . . .+

(−1)k−1

qk
+ ... ≡

∞∑

k=1

(−1)k−1

qk
, (1)

де qk — натуральнi числа, причому

qk+1 ≥ qk(qk + 1) ∀k ∈ N, (2)

називається рядом Остроградського 2-го виду.

Згiдно з теоремами Лейбнiца та Даламбера ряд (1) є абсолютно збiжним, його

сума є додатним числом, яке не перевищує 1/q1.

Прикладами рядiв Остроградського 2-го виду є наступнi ряди:

1)
∞∑

n=1

(−1)n−1 · s−sn

, s ≥ 3; 2)
∞∑

n=1

(−1)n−1

n2n−2 .

Теорема 1. Сума S ряду Остроградського 2-го виду є iррацiональним числом,

причому q1 =
[

1
s

]
, де [u] — цiла частина числа u.

Лема 1. Всi частковi суми

Sn =
1

q1
− 1

q2
+ . . .+

(−1)n−1

qn

ряду Остроградського (1) є додатними, причому: 1) частковi суми парного порядку

є меншими його суми S i утворюють зростаючу послiдовнiсть; 2) частковi суми

непарного порядку є бiльшими S i утворюють спадну послiдовнiсть, тобто

0 < S2k < S2k+2 < S < S2k+1 < S2k−1.
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Доведення цих фактiв можна знайти в роботi [5].

Кожне число x ∈ (0, 1] можна подати рядом Остроградського 2-го виду, причому

iррацiональне — єдиним чином (теорема Остроградського-Ремеза). Нижче ми наво-

димо доведення цього факту. Таке подання чисел має багато спiльного з ланцюгови-

ми розкладами та розкладами Остроградського 1-го виду, але має й свої принциповi

вiдмiнностi. По-перше, ряди Остроградського 2-го виду швидше збiгаються, нiж ря-

ди Остроградського 1-го виду. Ми вивчаємо особливостi зображення чисел рядами

Остроградського 2-го виду, проводячи порiвняльний аналiз зi згаданими вище роз-

кладами.

2. Подання чисел знакопозмiнними рядами Остроградського 2-го виду

Означення 2. Часткову суму Sn = An

Bn
ряду Остроградського 2-го виду називати-

мемо пiдхiдним числом порядку n суми ряду S.

Наступне твердження виражає закон утворення пiдхiдних чисел суми ряду (1).

Лема 2. Для чисельникiв i знаменникiв пiдхiдних чисел An

Bn
суми ряду ( 1) мають

мiсце рiвностi: A1 = 1, B1 = q1,
{
An = qnAn−1 + (−1)n−1Bn−1 = qnAn−1 + (−1)n−1q1 . . . qn−1,

Bn = qnBn−1 = q1q2 . . . qn, 1 < n ∈ N.
(3)

Доведення. Метод математичної iндукцiї.

1. Рiвностi (3) при n = 2 виконуються:

S2 =
1

q1
− 1

q2
=

1 · q2 − q1
q1q2

=
A1q2 − B1

q1q2
=
A2

B2

.

2. Припустимо, що рiвностi (3) мають мiсце при n = k, тобто
{
Ak = qkAk−1 + (−1)k−1Bk−1 = qkAk−1 + (−1)k−1q1 . . . qk−1,

Bk = qkBk−1 = q1q2 . . . qk.

3. Розглянемо n = k + 1 :

Sk+1 = Sk +
(−1)k

qk+1
=
Ak
Bk

+
(−1)k

qk+1
=

=
qk+1Ak + (−1)kBk

Bkqk+1
=
Ak+1

Bk+1
.

Отже, з припущення iндукцiї випливає правильнiсть рiвностей (3) при n = k+1. Тому

згiдно з принципом математичної iндукцiї цi рiвностi виконуються для довiльного

натурального n. �
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Природним є запитання: скiльки iснує рядiв Остроградського 2-го виду з рiвними

сумами? Вичерпну вiдповiдь на це запитання дають наступнi твердження.

Теорема Остроградського-Ремеза. Для довiльного дiйсного числа x ∈ (0, 1] iс-

нує скiнченний набiр (q1, q2, . . . , qm) або нескiнченна послiдовнiсть (qn) натуральних

чисел, таких, що qn+1 ≥ qn(qn + 1) i

x =
1

q1
− 1

q2
+

1

q3
− . . .+

(−1)m−1

qm
, (4)

або

x =
∞∑

n=1

(−1)n−1

qn
. (5)

Доведення. Оскiльки

(0, 1] =

∞⋃

n=1

(
1

n + 1
,
1

n

]
,

то iснує q1 ∈ N таке, що

x ∈
(

1

q1 + 1
,

1

q1

]
⇔ 1

q1 + 1
< x ≤ 1

q1
.

Якщо x = 1
q1
, то теорему доведено. Нехай

1

q1 + 1
< x <

1

q1
, тобто − 1

q1(q1 + 1)
< x− 1

q1
≡ −x1 < 0.

Тодi

0 < x1 <
1

q1(q1 + 1)

i (
0,

1

q1(q1 + 1)

]
=

∞⋃

n=q1(q1+1)

(
1

n + 1
,
1

n

]
.

Отже, iснує натуральне q2 ≥ q1(q1 + 1) таке, що

x1 ∈
(

1

q2 + 1
,

1

q2

]
⇔ 1

q2 + 1
< x1 ≤

1

q2
.

Якщо x1 = 1
q2
, то теорему доведено, оскiльки тодi x = 1

q1
− x1 = 1

q1
− 1

q2
. Якщо ж

1

q2 + 1
< x1 <

1

q2
, то − 1

q2(q2 + 1)
< x1 −

1

q2
≡ −x2 < 0.

Тодi

0 < x2 <
1

q2(q2 + 1)



132 I. М. Працьовита

i стосовно x2 можна повторити мiркування, якi велись для x1. А саме:
(

0,
1

q2(q2 + 1)

]
=

∞⋃

n=q2(q2+1)

(
1

n + 1
,
1

n

]
,

тобто iснує натуральне q3 ≥ q2(q2 + 1) таке, що

x2 ∈
(

1

q3 + 1
,

1

q3

]
⇔ 1

q3 + 1
< x2 ≤

1

q3
.

Якщо x2 = 1
q3
, то x = 1

q1
− x1 = 1

q1
− 1

q2
+ x2 = 1

q1
− 1

q2
+ 1

q3
i теорему доведено. Якщо

ж мають мiсце нерiвностi
1

q3 + 1
< x <

1

q3
,

то процес продовжується.

За скiнченну кiлькiсть крокiв ми отримаємо

x =
1

q1
− 1

q2
+ . . .+

(−1)m−1

qm
+ (−1)mxm,

де qn+1 ≥ qn(qn + 1),

0 ≤ xm <
1

qm(qm + 1)
→ 0 (m→ ∞). (6)

Якщо xm = 0, то процес закiнчився i отримаємо розклад (4).

Якщо xm > 0 для довiльного m ∈ N, то процес продовжуватиметься до нескiнченно-

стi i отримаємо рiвнiсть (5). Зазначимо, що збiжнiсть ряду (5) до числа x випливає

з вiдношень (6). Теорему доведено. �

Наслiдок 1. Число q1 в розкладi числа x ∈ (0, 1] в ряд Остроградського 2-го виду

є цiлою частиною числа 1
x
.

Наслiдок 2. Дробова частина довiльного дiйсного числа розкладається в ряд

1 −
∞∑

n=1

(−1)n−1

qn
, де qn+1 ≥ qn(qn + 1),

зi скiнченною або нескiнченною кiлькiстю доданкiв.

Зауваження 1. Наше доведення теореми Остроградського-Ремеза вiдрiзняєть-

ся вiд доведення, наведеного в [1],[10]. Воно є бiльш геометричним, оскiльки вiдо-

бражає геометричну суть чисел qn.

Зауваження 2. Подання чисел у виглядi ( 4) чи ( 5) називається його розкладом

в ряд Остроградського 2-го виду. Рiвнiсть ( 4) символiчно записуватимемо x =

O2(q1, q2, . . . , qm), а рiвнiсть ( 5)— у виглядi x = O2(q1, q2, . . . , qn, . . .). Правi частини

останнiх двох рiвностей називаються O2- зображенням числа x.
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3. Розклади рацiональних та iррацiональних чисел

Лема 3. Розклад iррацiонального числа в ряд Остроградського 2-го виду мiстить

нескiнченну кiлькiсть доданкiв, а рацiонального — скiнченну.

Доведення. Якщо число x — iррацiональне, то його розклад очевидно є нескiн-

ченним, оскiльки сума скiнченного числа рацiональних чисел є числом рацiональним.

Те, що в розкладi рацiонального числа мiститься скiнченна кiлькiсть доданкiв,

випливає з теореми 1. �

Зауваження 3. Алгоритм вибору натуральних чисел qn, який використовував-

ся при доведеннi теореми Остроградського-Ремеза, дозволяє єдиним чином розкла-

сти число в ряд Остроградського 2-го виду, але очевидно, що має мiсце рiвнiсть
n−1∑

i=1

(−1)i−1 1

qi
+ (−1)n−1 1

qn + 1
=

n−1∑

i=1

(−1)i−1 1

qi
+ (−1)n−1 1

qn
+ (−1)n

1

qn(qn + 1)
.

Це є свiдченням того, що деякi числа мають принаймнi два рiзних O2-зображення,

оскiльки

O2(q1, q2, . . . , qn−1, qn + 1) = O2(q1, q2, . . . , qn, qn(qn + 1)).

Лема 4. Кожне з чисел виду 1
n
, де 1 < n ∈ N, має рiвно два розклади в ряд

Остроградського 2-го виду:

1

n
=

1

n− 1
− 1

(n− 1)n
, (7)

а отже, два зображення — O2(n) i O2 (n− 1, (n− 1)n) .

Доведення. Те, що має мiсце рiвнiсть (7) очевидно. Доведемо, що iнших роз-

кладiв чисел, якi розглядаються, не iснує.

Згiдно з лемою 3 число 1
n

має скiнченний розклад. Нехай

1

n
=

1

q1
− 1

q2
+ . . .+

(−1)k−1

qk
, ge qi+1 ≥ qi(qi + 1), 1 ≤ i < k ≥ 2.

Оскiльки
1

q1 + 1
≤ 1

q1
− 1

q2
≤ 1

n
<

1

q1
,

то

q1 < n ≤ q1 + 1, (8)

причому рiвнiсть має мiсце лише у випадку, коли k = 2 i q2 = q1(q1+1). Враховуючи,

що q1 натуральне, бачимо, що при k > 2 не iснує натуральних q1, якi б задовольняли

(8). При k = 2 маємо q1 = n−1 i при цьому q2 = (n−1)n. Отже, iнших, крiм розкладiв

(7), число 1
n

не має. Лему доведено. �

Лема 5. Кожне рацiональне число iнтервала (0, 1) має два рiзних O2-зображення.
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Доведення. Нехай x — довiльне рацiональне число з (0, 1), O2(q1, . . . , qn, qn+1)

— його O2-зображення, iснування якого стверджує теорема Остроградського-Ремеза

i лема 3. Можливi випадки: 1) qn+1 = qn(qn + 1); 2) qn+1 > qn(qn + 1).

У першому випадку:

1

qn
− 1

qn+1

=
1

qn
− 1

qn(qn + 1)
=

1

qn + 1
i x = O2(q1, . . . , qn−1, qn + 1),

а у другому випадку маємо:

1

qn
− 1

qn+1
=

1

qn
− 1

qn+1 − 1
+

1

(qn+1 − 1)qn+1

i

x = O2(q1, . . . , qn, qn+1 − 1, (qn+1 − 1)qn+1).

Лему доведено. �

Приклади розкладiв:

1)
5

6
= 1 − 1

6
= 1 − 1

5
+

1

5 · 6;

2)
799

1000
=

1

1
− 1

5
+

1

1000
= O2(1, 5, 1000) =

=
1

1
− 1

5
+

1

999
− 1

999 · 1000
= O2(1, 5, 999, 999000)

Лема 6. Для того, щоб два числа x = O2(q1, . . . , qk) i x′ = O2(q
′
1, . . . , q

′
k, . . . , q

′
k+n)

були рiвними, необхiдно i достатньо, щоб

{
n = 0,

qi = q′i;
або






n = 1,

q′k+1 = q′k(q
′
k + 1),

qk = q′k + 1.

(9)

Доведення. Достатнiсть умов (9) для рiвностi x i x′ очевидна. Доведемо необ-

хiднiсть, тобто, що з рiвностi x = x′ випливають умови (9).

Якщо qi = q′i при всiх i ≤ k, то очевидно, що рiвнiсть x = x′ можлива лише при

умовi n = 0.

Розглянемо випадок, коли знайдеться m ≤ k таке, що qm 6= q′m, але qi = q′i при

i < m. Тодi рiзниця

x− x′ = (−1)m−1

(
1

qm
− 1

q′m
+

k+n−m∑

i=1

(−1)i−1

q′m+i

−
k−m∑

i=1

(−1)i−1

qm+i

)

дорiвнює нулю тодi i тiльки тодi, коли

1

q′m
− 1

qm
=

k+n−m∑

i=1

(−1)i−1

q′m+i

−
k−m∑

i=1

(−1)i−1

qm+i

.
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Розглянемо два взаємно доповнюючi випадки:

1)qm > q′m i 2)qm < q′m.

Розглянемо перший випадок. Оскiльки

1

q′m
− 1

qm
=

1

q′m+1

−
(

1

q′m+2

− 1

q′m+3

+ . . .+
(−1)k+n−m

q′k+n

)
−

−
(

1

qm+1
− 1

qm+2
+ . . .+

(−1)k−m

qk

)

i вирази в дужках є невiд’ємними, то рiзниця є меншою або рiвною 1
q′m+1

, причому

рiвною тодi i тiльки тодi, коли k = m i n = 1 одночасно. Отже,

1

q′m
− 1

qm
≤ 1

q′m+1

≤ 1

q′m(q′m + 1)
,

причому остання рiвнiсть має мiсце лише при q′m+1 = q′m(q′m + 1).

Оскiльки qm > q′m, то qm ≥ q′m + 1 i

1

q′m(q′m + 1)
=

1

q′m
− 1

q′m + 1
≤ 1

q′m
− 1

qm
≤ 1

q′m(q′m + 1)
,

тобто
1

q′m
− 1

qm
=

1

q′m(q′m + 1)
,

що рiвносильно n = 0, k = m i qk = q′k + 1, що й вимагалось довести.

Нехай тепер qm < q′m. Виразимо рiзницю

1

qm
− 1

q′m
=

1

qm+1
−
(

1

qm+2
− 1

qm+3
+ . . .+

(−1)k−m

qk

)
−

−
(

1

q′m+1

− 1

q′m+2

+ . . .+
(−1)k+n−m

q′k+n

)
,

звiдки випливає строга нерiвнiсть

1

qm
− 1

q′m
<

1

qm+1

≤ 1

qm(qm + 1)
.

Оскiльки qm < q′m, то qm + 1 ≤ q′m. Звiдки

1

qm(qm + 1)
=

1

qm
− 1

qm + 1
≤ 1

qm
− 1

q′m
<

1

qm(qm + 1)
.

Остання система нерiвностей є несумiсною. �

Теорема 2. Кожне рацiональне число має рiвно два формально рiзнi O2-зображення:

O2(q1, q2, . . . , qn−1, qn + 1) i O2(q1, q2, . . . , qn, qn(qn + 1)).

Доведення. Дана теорема є наслiдком двох попереднiх лем. �
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Зауваження 4. Множина всiх часткових сум всеможливих нескiнченних рядiв

Остроградського 2-го виду спiвпадає з множиною рацiональних чисел (0, 1].

Теорема 3. Кожне iррацiональне число має єдине O2-зображення.

Доведення. Для доведення даного твердження використаємо метод вiд супро-

тивного. Припустимо, що O2(q1, q2, . . . , qm, . . .) i O2(q
′
1, q

′
2, . . . , q

′
m, . . .) — два рiзнi зоб-

раження одного числа x. Оскiльки вони рiзнi, то iснує таке натуральне m, що

qi = q′i при i < m i qm 6= q′m.

Не порушуючи загальностi, вважатимемо, що qm > q′m.

Рiвнiсть ∞∑

i=1

(−1)i−1

qi
=

∞∑

i=1

(−1)i−1

q′i

можна переписати у виглядi

1

q′m
− 1

qm
=

∞∑

i=1

(−1)i−1

q′m+i

−
∞∑

i=1

(−1)i−1

qm+i
=

=
1

q′m+1

−
∞∑

i=2

(−1)i

q′m+i

−
∞∑

i=1

(−1)i−1

qm+i

<

<
1

q′m+1

≤ 1

q′m(q′m + 1)
.

Оскiльки qm > q′m, то qm ≥ q′m + 1 i

1

q′m(q′m + 1)
=

1

q′m
− 1

q′m + 1
≤ 1

q′m
− 1

qm
<

1

q′m(q′m + 1)
.

Звiдки отримуємо протирiччя:

q′m(q′m + 1) > q′m(q′m + 1),

яке доводить теорему. �

4. Геометрiя O2-зображення чисел

Означення 3. Розклад числа x ∈ (0, 1] в скiнченний чи нескiнченний ряд Остро-

градського 2-го виду, здiйснений за алгоритмом (i йому вiдповiдне O2-зображення)

називатимемо канонiчним.

Як випливає з попереднього, кожне O2-зображення iррацiонального числа є ка-

нонiчним, але це не так для чисел рацiональних. Канонiчне O2-зображення рацiо-

нального числа мiстить на один O2-символ менше iншого зображення.
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Означення 4. Число qk = qk(x) в канонiчному розкладi числа x називається k-им

елементом розкладу Остроградського 2-го виду та k-им символом O2-зображення

числа x.

Канонiчне O2-зображення зручне для порiвняння чисел. Очевидним є тверджен-

ня: якщо qk(x) = qk(y) npu k < m i qm(x) < qm(y), то x < y, якщо m — парне, i

x > y, якщо m — непарне.

Розклади чисел в ряди Остроградського 2-го виду можна використати для ство-

рення метричної та ймовiрнiсної теорiй дiйсних чисел, арифметичного моделюван-

ня випадкових величин та процесiв, задання i дослiдження динамiчних систем та

функцiй, як це робилося ранiше з допомогою систематичних та ланцюгових дробiв,

Q̃-представлень та рядiв Остроградського 1-го виду.

Означення 5. Нехай (c1, c2, . . . , cn) — заданий набiр натуральних чисел, такий, що

ck+1 ≥ ck(ck + 1), k = 1, n− 1. Цилiндром рангу n з основою c1c2 . . . cn називається

множина ∆O2
c1c2...cn всiх x ∈ (0, 1] виду x = O2(q1, q2, . . . , qn, . . .), qi = ci, i = 1, n, тобто

∆O2
c1c2...cn = {x : x = O2(q1, q2, . . . , qn, . . .), qi = ci, i = 1, n}.

Iнтервал з тими ж кiнцями, що й цилiндр ∆O2
c1c2...cn, будемо позначати ∇O2

c1c2...cn i

називати цилiндричним iнтервалом рангу n з основою c1c2 . . . cn.

Зауваження 5. Враховуючи, що кожне рацiональне число має не одне O2-

зображення, вважатимемо, що воно належить цилiндру, якщо принаймнi одне з

них має вказану в означеннi цилiндра форму.

Цилiндричнi множини мають наступнi властивостi.

1. ∆O2
c1...cn =

∞⋃
i=cn(cn+1)

∆O2
c1...cni

.

2. inf ∆O2
c1...2m−1 =

2m−1∑
k=1

(−1)k−1

ck
− 1

c2m−1(c2m−1+1)
= O2(c1, . . . , c2m−1, c2m−1(c2m−1 +

1)) =

= O2(c1, . . . , c2m−2, c2m−1 + 1) ∈ ∆O2
c1...c2m−1

;

sup ∆O2
c1...2m−1 =

2m−1∑
k=1

(−1)k−1

ck
= O2(c1, . . . , c2m−1) ∈ ∆O2

c1...c2m−1
;

inf ∆O2
c1...2m =

2m∑
k=1

(−1)k−1

ck
= O2(c1, . . . , c2m) ∈ ∆O2

c1...c2m
;

sup ∆O2
c1...2m

=
2m∑
k=1

(−1)k−1

ck
+ 1

c2m(c2m+1)
= O2(c1, . . . , c2m, c2m(c2m + 1)) =

= O2(c1, . . . , c2m−1, c2m + 1) ∈ ∆O2
c1...c2m

.

3. sup ∆O2
c1...c2m−1i

= inf ∆O2

c1...c2m−1(i+1);

inf ∆O2
c1...c2mi

= sup ∆O2

c1...c2m(i+1).
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Лема 7. Цилiндр ∆O2
c1...cn є вiдрiзком [a, b], де

a =

{
O2(c1, . . . , cn, cn(cn + 1)), якщо n-непарне ,

O2(c1, . . . , cn), якщо n-парне ;

b =

{
O2(c1, . . . , cn), якщо n-непарне ,

O2(c1, . . . , cn(cn + 1)), якщо n-парне .

Доведення. Очевидно, що ∆O2
c1...cn ⊂ [a, b]. Доведемо, що [a, b] ⊂ ∆O2

c1...cn . Оскiльки

a, b ∈ ∆O2
c1...cn , то досить показати, що довiльне x ∈ (a, b) належить ∆O2

c1...cn .

Якщо a < x < b, то

x = a+ x1, ge a < x1 < b− a =
1

cn(cn + 1)
.

Згiдно з теоремою Остроградського-Ремеза x1 можна розкласти в ряд Остроградсь-

кого 2-го виду:

x1 =
1

q′1
− 1

q′2
+

1

q′3
− . . .+ (−1)k−1 1

q′k
+ . . . .

Покажемо, що q′1 ≥ cn(cn + 1). Оскiльки

1

q′1 + 1
≤ 1

q′1
− 1

q′2
≤ x1 ≤

1

q′1
,

то
1

q′1 + 1
≤ x1 <

1

cn(cn + 1)
.

Звiдки cn(cn + 1) < q′1 + 1 i cn(cn + 1) ≤ q′1.

Таким чином, x має наступне O2-зображення x = O2(c1, . . . , cn, q
′
1, q

′
2, . . .), а отже,

x ∈ ∆O2
c1...cn , що й вимагалось довести. �

Наслiдок 3. Для довжини цилiндричного вiдрiзка рангу n мають мiсце спiввiд-

ношення:

|∆O2
c1......cn

| =
1

cn(cn + 1)
→ 0 (n→ ∞).

Наслiдок 4. Довжина цилiндра залежить виключно вiд останнього символа

основи, тобто

|∆O2
c1...cni

| =
1

i(i+ 1)
= |∆O2

s1...sni
|.

Наслiдок 5. Мають мiсце спiввiдношення:

|∆O2
c1......cncn+1

|
|∆O2

c1......cn|
=

cn(cn + 1)

cn+1(cn+1 + 1)
≤ cn(cn + 1)

cn(cn + 1)(cn(cn + 1) + 1)
=

=
1

cn(cn + 1) + 1
→ 0 (n→ ∞).
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Наслiдок 6. Якщо c1, . . . , cn, j — фiксований набiр, то

|∆O2
c1...cni

|
|∆O2

c1...cn(i+j)|
=

(i+ j)(i+ j + 1)

i(i+ 1)
→ 1 (i→ ∞).

Наслiдок 7. ∆O2
c1...cn = ∆O2

s1...sn
⇔ ci = si, i = 1, n.

Наслiдок 8. Нехай k, n ∈ N i k ≤ n. Тодi

∇O2
c1...ck

⋂
∇O2
s1...sn

=

{
∇O2
s1...sn

, якщо ci = si, i = 1, k,

∅, якщо ci 6= si, j ≤ k.

Зауваження 6. З властивостей цилiндрiв, леми 7 та її наслiдкiв випливає

рiвнiсть:

O2(q1, q2, . . . , qn, . . .) =
∞⋂

n=1

c1 . . . cn ≡ ∆O2
c1...cn...

.

Лема 8. Кiнцi цилiндра ∆O2
c1...cn

є числами

An
Bn

i
An + An−1

Bn +Bn−1
,

де An

Bn
= O2(c1, . . . , cn) i

An−1

Bn−1
= O2(c1, . . . , cn−1).

Доведення. Нехай n = 2m− 1. Тодi (див. власт. 2)

inf ∆O2
c1...cn

=
An
Bn

− 1

cn(cn + 1)
=
An−1

Bn−1

+
1

cn
− 1

cn
+

1

cn + 1
=

=
(cn + 1)An−1 +Bn−1

(cn + 1)Bn−1
=
cnAn−1 +Bn−1 + An−1

cnBn−1 +Bn−1
=

=
An + An−1

Bn +Bn−1
,

sup ∆O2
c1...cn =

An
Bn

.

Нехай тепер n = 2m. Тодi (див. властивiсть 2)

inf ∆O2
c1...cn =

An
Bn

,

sup ∆O2
c1...cn =

An
Bn

+
1

cn(cn + 1)
=
An−1

Bn−1
− 1

cn
+

1

cn
− 1

cn + 1
=

=
cnAn−1 − Bn−1 + An−1

cnBn−1 +Bn−1
=
An + An−1

Bn +Bn−1
.

Лему доведено. �

Зауваження 7. Один з кiнцiв цилiндра ∆O2
c1...cn є пiдхiдним числом порядку n, а

iнший — медiантою пiдхiдних чисел порядку n i (n− 1) числа x = O2(q1, q2, . . . , qn).
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Однiєю з найпростiших задач метричної теорiї O2-зображень є задача про мiру

Лебега множини ∆k
s = {x : qk(x) = s}. Легко бачити, що

∆k
s =






∅, якщо s < lk = lk−1(lk−1 + 1), l1 = 1,

∆126...lk−1s, якщо s = lk,⋃
(c1...ck−1)

∆c1...ck−1s, якщо s > lk.

Останнє об’єднання здiйснюється за всеможливими наборами (c1, c2, . . . , ck−1), якi

задовольняють вимоги:

cm−1(cm−1 + 1) ≤ cm, m ≤ k − 1, i ck−1(ck−1 + 1) ≤ s.

Очевидно, що таких наборiв скiнченне число, нехай A. Тодi, враховуючи, що всi

цилiндри, якi входять в об’єднання, мають однакову довжину 1
s(s+1)

при s ≥ lk

λ
(
∆k
s

)
=

A

s(s+ 1)
, ge A > s− lk.

5. Ō2-зображення числа

Означення 6. Якщо O2(q1, q2, . . . , qn, . . .) — зображення числа x, то його зобра-

ження у виглядi

x = Ō2(d1, d2, . . . , dn, . . .), (10)

де d1 = q1, dn = qn + 1 − qn−1(qn−1 + 1), n = 2, 3, . . . , називається Ō2-зображенням

або рiзницевим зображенням числа x рядом Остроградського 2-го виду.

Зазначимо, що O2-зображення числа в якостi алфавiту (набору "цифр") вико-

ристовує множину всiх натуральних чисел, але другий символ не може набувати

значення 1, третiй — 1,2,3,4,5 i т.д., що робить їх "нерiвноправними"у вказаному

вiдношеннi. Цього недолiку не має Ō2-зображення, оскiльки кожен iз символiв, неза-

лежно вiд значення попереднього, може набувати всiх натуральних значень.

Зауваження 8. Кожен з цилiндрiв O2-зображення може бути однозначно пе-

репозначений у термiнах Ō2-зображення, а саме:

∆O2
c1...cn

≡ ∆Ō2
a1......an

,

де a1 = c1, ak = ck + 1 − ck−1(ck−1 + 1), 1 < k < n.

Властивостi цилiндрiв, що вiдповiдають O2-зображенню, породжують аналогiчнi

властивостi для цилiндрiв, що вiдповiдають Ō2-зображенню. Зокрема,

1. ∆Ō2
a1...an

=
∞⋃
i=1

∆Ō2
a1...ani.
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2. Для довiльної послiдовностi натуральних чисел (an) :
∞⋂

m=1

∆Ō2
a1...am

= x ≡ ∆Ō2
a1...am... = Ō2(a1, . . . , am, . . .).

Зауважимо, що коли задано цилiндр ∆Ō2
a1a2...an

, то символи cn вiдповiдного йому

цилiндра ∆O2
c1c2...cn однозначно визначаються набором символiв a1, a2, . . . , an :

c1 = a1, ck = ck−1(ck−1 + 1) + ak − 1, 1 < k ≤ n.

Тому запис cn = cn(a1, a2, . . . , an) символiзує визначення числа cn набором a1, a2, . . . , an.

Зауваження 9. Для довiльного цилiндра m-го рангу (m > 1) iснує цилiндр 1-го

рангу з такою ж довжиною. Це спостереження легко узагальнюється.

З виразу довжини цилiндра, що вiдповiдає O2-зображенню, випливає наступне

твердження: якщо cn(a1, a2, . . . , an) = cm(s1, s2, . . . , sm), то

|∆Ō2
a1a2...an

| = |∆Ō2
s1s2...sm

|.

Наприклад, ∆Ō2
16 = ∆O2

17 i ∆Ō2
21 = ∆O2

26 , тому |∆Ō2
16 | = |∆Ō2

21 |;
∆Ō2

123 = ∆O2

13(14) i ∆Ō2
29 = ∆O2

1(14), тому |∆Ō2
123| = |∆Ō2

29 |.

6. Основне метричне вiдношення

Вираз довжини цилiндра ∆O2
c1c2...cn дозволяє отримати ряд метричних вiдношень,

якi лежать в основi метричної "геометрiї" зображення чисел рядами Остроградсь-

кого 2-го виду.

Лема 9. Якщо ∆Ō2
a1a2...an

= ∆O2
c1c2...cn

— фiксований цилiндр, то

|∆Ō2
a1a2...ani|

|∆Ō2
a1a2...an |

=
cn(cn + 1)

(cn(cn + 1) + i− 1)(cn(cn + 1) + i)
=

1

cn(cn + 1) + i(i−1)
cn(cn+1)

+ 2i− 1
, (11)

де c1 = a1, ck = ck−1(ck−1 + 1) + ak − 1, 1 < k ≤ n.

Доведення. Нехай ∆Ō2
a1a2......ani

= ∆O2
c1c2...cncn+1

. Оскiльки

cn+1 = cn(cn + 1) + i− 1,

то
|∆Ō2

a1a2...ani
|

|∆Ō2
a1a2...an |

=
cn(cn + 1)

(cn(cn + 1) + i− 1)(cn(cn + 1) + i)
= (12)

=
1

(1 + i−1
cn(cn+1)

)(cn(cn + 1) + i)
= (13)

=
1

cn(cn + 1) + i(i−1)
cn(cn+1)

+ 2i− 1
. (14)

Лему доведено. �
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Наслiдок 9. Має мiсце рiвнiсть:

|∆Ō2
a1a2...an1|

|∆Ō2
a1a2...an |

=
1

cn(cn + 1) + 1
. (15)

Наслiдок 10. Якщо i = kcn(cn + 1) + 1, то

|∆Ō2
a1a2...ani

|
|∆Ō2

a1a2...an |
=

1

(k + 1)cn(cn + 1) ((k + 1)cn(cn + 1) + 1)
. (16)

Наслiдок 11. Якщо cn(a1, a2, . . . , an) = cm(s1, s2, . . . , sm), то

|∆Ō2
a1...ani|

|∆Ō2
a1...an |

=
|∆Ō2

s1...smi|
|∆Ō2

s1...sm|
.

7. Оцiнки основного метричного вiдношення

Очевидно, що значення основного метричного вiдношення (11) залежить вiд усьо-

го набору символiв (a1, a2, . . . , an, i), оскiльки

ck = ak + ck−1(ck−1 + 1) − 1, 2 ≤ k ≤ n. (17)

Враховуючи основне метричне вiдношення, (17) i те, що cn(cn+1) ≥ 2, отримуємо

|∆Ō2
a1a2...ani|

|∆Ō2
a1a2...an |

≤ 1

2i+ 1
≤ 1

3
.

Зрозумiло, що ця оцiнка є достатньо грубою для n > 1 або a1 > 1.

Уточнимо її, використовуючи ранiше отриманi спiввiдношення,

cn ≥ n!, cn > c2
2n−2 ≥ 22n−2

, cn+1 ≥ c1
2n+1

.

Лема 10. Якщо ∆Ō2
a1a2...an

= ∆O2
c1c2...cn

i Sn = cn(cn + 1), то

Sn
(Sn + i)2

<
|∆Ō2

a1a2...ani
|

|∆Ō2
a1a2...an |

<
Sn

(Sn + i− 1)2
; (18)

|∆Ō2
a1a2...ani

|
|∆Ō2

a1a2...an |
≤ 1

Sn + i
<

1

(n!)2 + 2i− 1
. (19)

Доведення. Спiввiдношення (18) випливають з рiвностi (11). З неї ж слiдує

перша з нерiвностей (19), а друга випливає з того, що Sn > (n!)2 i

1

Sn + i−1
Sn

+ 2i− 1
<

1

(n!)2 + 0 + 2i− 1
.

�
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Наслiдок 12. Оскiльки cn може бути як завгодно великим, то не iснує до-

датної константи λ, залежної лише вiд i та n (яка не є залежною вiд набору

a1, a2, . . . , an), що вiдокремлює основне метричне вiдношення вiд нуля. Аналогiчна

ситуацiя мала мiсце для рядiв Остроградського 1-го виду, на вiдмiну вiд ланцюго-

вого зображення.

Лема 11. Вiдношення довжин цилiндрiв ∆Ō2
a1...ani рангу n + 1 та ∆Ō2

a1...an
рангу n

задовольняє нерiвностi:

|∆Ō2
a1...ani|

|∆Ō2
a1...an |

≤ 1

ln(ln + 1) + i
<

1

l2n + i
<

1

(n!)2 + i
<

1

n2 + i
.

Доведення. Враховуючи основне метричне вiдношення i порядок росту членiв

послiдовностi cn, очевидними є наступнi нерiвностi:

|∆Ō2
a1...ani|

|∆Ō2
a1...an |

=
1(

1 + i−1
cn(cn+1)

)
(cn(cn + 1) + i)

<
1

cn(cn + 1) + i
≤

≤ 1

ln(ln + 1) + i
<

1

l2n + i
<

1

(n!)2 + i
<

1

n2 + i
.

�

8. Деякi метричнi задачi

Лема 12. Якщо ∆Ō2
a1a2...an

= ∆O2
c1c2...cn — фiксований цилiндр, Sn = cn(cn + 1), то

для мiри Лебега має мiсце рiвнiсть:

λ

(
m⋃

i=1

∆Ō2
a1...ani

)
=

m

Sn +m
|∆Ō2

a1...an
|.

Доведення. Оскiльки

λ

(
m⋃

i=1

∆Ō2
a1...ani

)
=

m∑

i=1

|∆Ō2
a1...ani

|,

то враховуючи лему 9, маємо:

λ

(
m⋃

i=1

∆Ō2
a1...ani

)
=

∞∑

i=m+1

|∆Ō2
a1...ani

| =

=
∞∑

i=m+1

Sn
(Sn + i− 1)(Sn + i)

|∆Ō2
a1...an

| = |∆Ō2
a1...an

|
m∑

i=1

Sn
(Sn + i− 1)(Sn + i)

=

= Sn · |∆Ō2
a1...an

|
m∑

i=1

1

(Sn + i− 1)(Sn + i)
= Sn · |∆Ō2

a1...an
|
m∑

i=1

(
1

Sn + i− 1
− 1

Sn + i

)
=
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= Sn · |∆Ō2
a1...an

|
(

1

Sn
− 1

Sn +m

)
=

Sn ·m
Sn(Sn +m)

|∆Ō2
a1...an

| =
m

Sn +m
|∆Ō2

a1...an
|,

що й вимагалось довести. �

Наслiдок 13. При довiльному натуральному k має мiсце рiвнiсть:

λ

(
kSn⋃

i=1

∆Ō2
a1...ani

)
=

k

k + 1
|∆Ō2

a1...an
|,

зокрема

λ

(
Sn⋃

i=1

∆Ō2
a1...ani

)
=

1

2
|∆Ō2

a1...an
|.

Наслiдок 14. При довiльному натуральному k виконується рiвнiсть:

λ

( ∞⋃

j=kSn+1

∆Ō2
a1...anj

)
=

1

k + 1
|∆Ō2

a1...an
|.

Лема 13. Якщо ∆Ō2
a1a2...an

= ∆O2
c1c2...cn

— фiксований цилiндр, Sn = cn(cn + 1), то

λ

( ∞⋃

i=m+1

∆Ō2
a1...ani

)
=

Sn
Sn +m

|∆Ō2
a1...an

|.

Доведення. Враховуючи вираз довжини цилiндра i лему 9, маємо:

λ

( ∞⋃

i=m+1

∆Ō2
a1...ani

)
=

∞∑

i=m+1

|∆Ō2
a1...ani

| =

=

∞∑

i=m+1

Sn
(Sn + i− 1)(Sn + i)

|∆Ō2
a1...an

| = Sn · |∆Ō2
a1...an

|
∞∑

i=m+1

1

(Sn + i− 1)(Sn + i)
=

= Sn · |∆Ō2
a1...ani|

∞∑

i=m+1

(
1

Sn + i− 1
− 1

Sn + i

)
=

Sn
Sn +m

|∆Ō2
a1...ani|,

що й вимагалось довести. �

Теорема 4. Множина E всiх чисел (0, 1], множина Ō2-символiв яких є обмеже-

ною, тобто E = {x : dk(x) < r(x) = const ∀k ∈ N} має нульову мiру Лебега.

Доведення. Нехай r ∈ N. Позначимо через Er множину всiх чисел (0, 1), Ō2-

символи яких меншi за r.

Якщо ∆Ō2
a1...am

= ∆O2
c1......cm

— заданий цилiндр рангу m, точки якого задовольняють

умову

dk(x) = ai < r, k = 1, m, (20)

то згiдно з лемою

|∆Ō2
a1...ami| >

Sm
(Sm + 1)2

|∆Ō2
a1...am

| ≥ lm
(lm + i)2

|∆Ō2
a1...am

|,
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де Sm = cm(cm + 1), l1 = r, l2 = r(r + 1), l3 = l2(l2 + 1), . . . , lm = lm(r) = lm−1(lm−1 + 1).

Тодi

λ

(∞⋃

i=r

∆Ō2
a1...ami

)
=

∞∑

i=r

|∆Ō2
a1...ami

| > |∆Ō2
a1...am

| · lm ·
∞∑

i=m

1

(lm + i)2
>

> |∆Ō2
a1...am

| · lm ·
∞∫

lm+r

1

u2
=

=
lm

lm + r
|∆Ō2

a1...am
|.

Оскiльки

∇Ō2
a1...am

=

[
r−1⋃

i=1

∇Ō2
a1...ami

]
⋃
[∞⋃

i=r

∇Ō2
a1...ami

]
,

то

λ

(
r−1⋃

i=1

∆Ō2
a1...ami

)
= |∆Ō2

a1...am
| − λ

(∞⋃

i=r

∆Ō2
a1...ami

)
<

< |∆Ō2
a1...am

| − lm
lm + r

|∆Ō2
a1...am

| =

=

[
1 − lm

lm + r

]
|∆Ō2

a1...am
| =

r

lm + r
|∆Ō2

a1...am
|. (21)

Позначимо через Er
m множину всiх чисел (0, 1), якi задовольняють умову (20). Оче-

видно, що вона є об’єднанням rm цилiндрiв рангу m. З нерiвностi (20) випливає, що

частина множини Er
m+1, яка мiститься у цилiндрi ∆Ō2

a1a2...am
має мiру Лебега, що є

меншою за
r

lm + r
|∆Ō2

a1a2...am
|.

Тому

λ
(
Er
m+1

)
<

r

lm + r
λ (Er

m) <
r

lm + r
· r

lm−1 + r
λ
(
Er
m−1

)
< . . . <

< λ (Er
1)

m∏

i=1

r

li + r
.

Звiдки lim
m→∞

λ (Er
m) = 0. Оскiльки Er ⊂ Er

m для довiльного m ∈ N , то λ (Er) = 0.

Очевидно, що E =
∞⋃
r=1

Er. Тому

λ(E) ≤
∞∑

r=1

λ(Er) = 0.

Отже, λ(E) = 0, що й вимагалось довести. �
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Наслiдок 15. Майже кожне (в розумiннi мiри Лебега) число (0, 1) має вла-

стивiсть: його Ō2-зображення мiстить як завгодно великi Ō2-символи, тобто

λ
(
{x : limn→∞dn(x) = ∞}

)
= 1.

Зауваження 10. Властивiсть числа x ∈ (0, 1):

limn→∞dn(x) = ∞

є нормальною.

Теорема 5. Нехай k — задане натуральне число,

G1 =

∞⋃

a1=1

∆̄a1 , Gm+1 =

∞⋃

a1=1

kS1⋃

a2=1

. . .

kSn−1⋃

an=1

kSn⋃

am+1=1

∆̄a1...amam+1 .

Мiра Лебега множини

G =
∞⋂

m=1

Gm

дорiвнює нулю.

Доведення. Згiдно з лемою 13

λ(G2) =
k

k + 1
λ(G1) =

k

k + 1
,

λ(G3) =
k

k + 1
λ(G2) = (

k

k + 1
)2,

λ(Gm+1) =
k

k + 1
λ(Gm) = (

k

k + 1
)m.

Оскiльки G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gm ⊃ Gm+1 ⊃ . . . , G ⊂ Gm ∀m ∈ N i lim
m→∞

λ(Gm) = 0,

то λ(G) = 0, що й вимагалось довести. �
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