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Знаходження точних розв’язкiв системи

лiнiйних диференцiальних рiвнянь

iз симетричною змiнною матрицею другого порядку

Ю. П. Пiдченко

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова)

Анотацiя. В данiй статтi запропоновано новий оригiнальний метод знаходження

точних розв’язкiв системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь iззмiнною матрицею

другого порядку. Розглянуто випадок, коли добуток елеметiв побiчної дiагоналi є

додатним.

Abstract. In this paper, we study the system of linear differential equations with

variable matrix of second order. New original method of solving this system for exact

solutions is found. We examine the case if the product of elements of secondary diagonal

is positive.

Розглянемо систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь

x′ = A (t) x, (1)

де

A (t) =

(
a11 (t) a12 (t)

a21 (t) a22 (t)

)
, x =

(
x1 (t)

x2 (t)

)
, (2)

aij(t) — заданi диференцiальнi функцiї для ∀t ∈ [a, b].

Добре вiдоме широке застосування систем (1), (2), а також неоднорiдних систем

x′ = A (t) x+ f(t)

у фiзицi i технiцi. До них також зводяться лiнiйнi диференцiальнi рiвняння 2-го

порядку iз змiнними коефiцiєнтами [1] та рiвняння Рiккатi.

Так у 1958 р. М.П. Єругiн показав [2], що розв’язком рiвняння Рiккатi

dy

dx
= a (x) y2 + b (x) y + c (x) ,
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де a(x), b(x), c(x) — неперервнi функцiї у промiжку A ≤ x ≤ B, є функцiя y = P (x)
Q(x)

,

де P (x) i Q(x) — розв’язок системи

{
dP
dx

= bP + cQ,
dQ
dx

= −aP.
Але, на жаль, не iснувало теорiї знаходження точних розв’язкiв таких систем.

Пiд точним розв’язком будемо розумiти розв’язок у квадратурах.

Автор намагається розробити таку теорiю. Ним опублiковано ряд робiт, присвя-

чений цiй тематицi (зокрема, [3], [4]).

При цьому з’ясувалося, що алгоритм знаходження точних розв’язкiв системи за-

лежить вiд знаку добутку елементiв побiчної дiагоналi. Тому виникає необхiднiсть

розглядати два випадки:

1)a21 (t) a12 (t) > 0 i 2)a21 (t) a12 (t) < 0.

Проте, запропонованi в [3], [4] методи є досить громiздкi i практичне їх застосуван-

ня майже неможливе. Тому виникла необхiднiсть шукати iншi пiдходи до вирiшення

цих проблем.

Дана робота є продовженням дослiдження, розпочатого в [3], де дослiджується

випадок, коли добуток елементiв побiчної дiагоналi є додатним, тобто a21 (t) a12 (t) >

0 ∀t ∈ [a, b]. Тодi, не обмежуючи загальностi мiркувань, можна вважати, що

a21(t) = a12(t), ∀t ∈ [a, b] ,

тобто матриця A(t) в системi (1) — (2) є симетричною. Справдi, пiдстановкою

x =

(
1 0

0 β (t)

)
,

де β (t) =
√
a21 (t)/a12 (t), ∀t ∈ [a, b], система (1) — (2) зводиться до системи iз симет-

ричною матрицею.

В данiй статтi пропонується новий оригiнальний спосiб побудови точного розв’яз-

ку такої системи.

Доведемо спочатку таке допомiжне твердження [3].

Лема 1. Якщо матриця A(t) — симетрична i перетворююча матриця iз влас-

них векторiв T (t), що зводить матрицю A(t) до псевдодiагонального вигляду має

вигляд T (t) =

(
c1f1 c2

c1 c2f2

)
, де c1(t), c2(t) — деякi довiльнi функцiї, то

f1(t) + f2(t) = 0.

Зауваження. Для числової симетричної матрицi iснує перетворююча матриця,

утворена iз власних векторiв, що зводить дану матрицю до дiагонального вигляду.

Для матрицi функцiональної iснує перетворююча матриця T (t), яка зводить дану

матрицю до суми дiагональної матрицi Λ(t) i матрицi −T−1T ′(t).
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Доведення. Щоб побудувати перетворюючу матрицю T (t), знайдемо спочатку

власнi значення цiєї матрицi:

|A (t) − λE| = 0 ⇒
∣∣∣∣∣
a11 − λ a12

a21 a22 − λ

∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ λ2 − (a11 + a22)λ+ a11a22 − a21a12 = 0 ⇒

λ1,2 =
a11 + a22 ∓

√
(a11 + a22)

2 − 4a11a22 + 4a2
12

2
=
a11 + a22 ∓

√
(a11 − a22)

2 + 4a2
12

2
.

Отже, λ1 =
a11+a22−

√
(a11−a22)2+4a212

2
, λ2 =

a11+a22+
√

(a11−a22)2+4a212
2

.

Знайдемо власнi вектори, що вiдповiдають цим власним значенням:

1) λ = λ1

(a11 − λ1) x1 + a12x2 = 0 ⇒ x1 =
a12

λ1 − a11
x2 ⇒ x =

(
f1c1

c1

)
, де f1 =

a12

λ1 − a11
, c = x2

2) λ = λ2

(a11 − λ2) x1+a12x2 = 0 ⇒ x2 =
λ2 − a11

a12
x1 ⇒ x =

(
c2

f2c2

)
, де f2 =

λ2 − a11

a12
, c2 = x1.

Покажемо, що f1 + f2 = 0.

Справдi,

f1+f2 =
a12

λ1 − a11
+
λ2 − a11

a12
=
a2

12 + (λ2 − a11) (λ1 − a11)

a12 (λ1 − a11)
=
a2

12 + λ1λ2 − a11 (λ1 + λ2) + a2
11

a12 (λ1 − a11)
=

=
a2

12 + a11a22 − a2
12 − a11 (a11 + a22) + a2

11

a12 (λ1 − a11)
=
a2

12 + a11a22 − a2
12 − a2

11 − a11a22 + a2
11

a12 (λ1 − a11)
=

=
0

a12 (λ1 − a11)
= 0.

Лема доведена.

Теорема 1. Система рiвнянь (1) — (2) iз симетричною матрицею iнтегрується

у квадратурах.

Доведення. Нехай матриця A(t) у системi (1) — (2) є симетричною, тобто a12(t) =

a21(t) для ∀t ∈ [a, b].

Виберемо матрицю перетворення T (t) для матрицi A у виглядi

T =

(
c1f1 c2

c1 c2f2

)
, де f1 =

a12(t)

λ1 − a11(t)
, f2 =

λ2 − a11(t)

a12(t)
(3)

c1, c2 — довiльнi диференцiйовнi функцiї вiд t; λ1(t), λ2(t) — власнi значення матрицi

A(t). Матриця A(t) симетрична, тому згiдно леми

f1(t) + f2(t) = 0, (4)
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отже,

detT = c1c2 (f1f2 − 1) = −c1c2
(
f 2

1 (t) + 1
)
6= 0. (5)

Виконавши в системi (1) пiдстановку

x(t) = T (t)z (6)

де z — новий двовимiрний невiдомий вектор, приходимо до системи

z′ = Λz − 1

∆
Bz, (7)

де Λ = {λ1, λ2} — дiагональна матриця,

∆ = detT 6= 0, (8)

1

∆
B = T−1 (t)T ′ (t) =

1

∆

(
c′1c2 (f1f2 − 1) −c22f ′

2

−c21f ′
1 c′2c1 (f1f2 − 1) + c1c2f

′
2f1

)
(9)

Враховуючи (4), (5) i (9), одержимо

1

∆
B = T−1T ′ =

(
c′1
c1

+ q(t) −u(t)p(t)
p(t)
u(t)

c′2
c2

+ q(t)

)
, (10)

де q(t) =
f1(t)f

′
1(t)

f 2
1 (t) + 1

, p(t) =
f ′

1(t)

f 2
1 (t) + 1

, u(t) =
c2(t)

c1(t)
. (11)

Тодi рiвняння (7) набуває вигляду

z′ = B(t)z, (12)

де B(t) =

[
b11(t) b12(t)

b21(t) b22(t)

]
,

причому b11(t) = λ1(t)−
c′1
c1
−q(t), b12(t) = u(t)p(t), b21(t) = −p(t)

u(t)
, b22(t) = λ2(t)−

c′2
c2
−q(t).

(14)

Далi, виконавши в системi (12) замiну

z(t) = Q(t)v(t), (15)

де Q(t) =

(
1 0

0 δ(t)

)
, (16)

— новий невiдомий двовимiрний вектор, а функцiя δ(t) буде визначена пiзнiше,

прийдемо до системи

v′(t) = B(t)v(t) (17)

де

b11(t) = b11(t), b12(t) = δ(t)b12(t), b21(t) =
1

δ(t)
b21(t), b22(t) = b22(t) −

δ′(t)

δ(t)
. (18)
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Матриця B(t) — неособлива (що буде видно з подальших мiркувань). Тому си-

стему (17) запишемо у виглядi

v(t) =
(
B(t)

)−1

v′(t). (19)

Виконаємо в системi (19) замiну

v(t) = Q1(t)w(t), де (20)

Q1(t) =

(
1 c(t)

0 1

)
. (21)

Тодi система (19) зведеться до системи

w(t) = Q−1
1 (t)

(
B(t)

)−1

Q′
1(t)w(t) +Q−1

1 (t)
(
B(t)

)−1

Q1(t)w
′(t). (22)

Знайдемо матрицi Q−1
1 (t)

(
B(t)

)−1

Q′
1(t) i Q−1

1 (t)
(
B(t)

)−1

Q1(t):

Q−1
1 (t)

(
B(t)

)−1

Q′
1(t) =

1

∆1(t)

(
1 −c(t)
0 1

)(
b22 −b12
−b21 b11

)(
0 c′(t)

0 0

)
=

=
1

∆1(t)

(
b22 + c(t)b21 −b12 − c(t)b11

−b21 b11

)(
0 c′(t)

0 0

)
=

=
1

∆1(t)

(
0 c′(t)b22 + c′(t)c(t)b21

0 −c′(t)b21

)
; (23)

Q−1
1 (t)

(
B(t)

)−1

Q1(t) =
1

∆1(t)

(
1 −c(t)
0 1

)(
b22 −b12
−b21 b11

)(
1 c(t)

0 1

)
=

=
1

∆1(t)

(
b22 + (t)b21 −b12 − c(t)b11

−b21 b11

)(
1 c′(t)

0 1

)
=

=
1

∆1(t)

(
b22 + c(t)b21 c(t)b22 + c2(t)b21 − b12 − c(t)b11

−b21 −c(t)b21 + b11

)
, (24)

де

∆1(t) = detB(t) = b11(t)b22(t) − b21(t)b12(t). (25)

Далi виберемо функцiї c(t), u(t) i δ(t) так, щоб виконувались рiвностi:



c′(t)b22(t) + c′(t)c(t)b21(t) = 0,

c(t)b22(t) + c2(t)b21(t) − b12(t) − c(t)b11(t) = 0.
(26)

Iз першої рiвностi маємо:

b22(t) + c(t)b21(t) = 0. (27)
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Звiдси, враховуючи (18), одержуємо

b22(t) −
δ′(t)

δ(t)
+ c(t)

1

δ(t)
b21(t) = 0; (28)

враховуючи (14), приходимо до рiвностi

b22(t) −
δ′(t)

δ(t)
− c(t)

1

δ(t)

p(t)

u(t)
= 0 (29)

Нехай

b22(t) ≡ 0, (30)

тодi
δ′(t)

δ(t)
− c(t)

1

δ(t)

p(t)

u(t)
= 0. (31)

Поклавши тут

c(t) = u(t), (32)

а δ′(t) = −p(t) знаходимо

δ(t) = −
∫
p(t)dt. (33)

Тодi ∆1 = detB(t) = b11(t)b22(t)−b21(t)b12(t) = b11(t)·0+p2(t) 6= 0. (34)

Оскiльки detB(t) = detB(t) detQ(t) = p2(t)δ(t) 6= 0, то B(t) — неособлива матриця.

Iз другої рiвностi (26) знайдемо u(t). Дiйсно, друге рiвняння, на пiдставi (18),

запишемо так

b22(t) −
δ′(t)

δ(t)
+ c(t)

1

δ(t)
b21(t) −

1

(t)
δ(t)b12(t) − b11(t) = 0 (35)

Звiдси

−
(
b11(t) − b22(t)

)
− 1

δ(t)
c(t)

p(t)

u(t)
− δ(t)

1

c(t)
u(t)p(t) − δ′(t)

δ(t)
= 0. (36)

Враховуючи (11), (14) i (32), одержимо −u′(t)
u(t)

+λ2(t)−λ1(t)− 1
δ(t)
p(t)−δ(t)p(t)− δ′(t)

δ(t)
= 0.

Звiдси
u′(t)

u(t)
= ψ(t) i u(t) = e

∫
ψ(t)dt (37)

де ψ(t) = λ2(t) − λ1(t) −
1

δ(t)

(
p(t) + δ2(t)p(t) + δ′(t)

)
(38)

або, враховуючи (33), ψ(t) = λ2(t) − λ1(t) + p(t)
∫
p(t)dt. Зауважимо, що iз рiвностi

(30) i (14) визначається функцiя c2(t): b22(t) ≡ 0 ⇒ λ2(t) − c′2(t)

c2(t)
− q(t) = 0. Звiдси

c′2(t)

c2(t)
= λ2(t)− q(t) ⇒ c2(t) = e

∫
(λ2(t)−q(t))dt. Знаючи u(t) i c2(t), на пiдставi (11), можна

визначити i функцiю c1(t): c2(t) = 2(t)
u(t)

. Отже, у матрицi B(t) всi елементи визначенi.

Повернемось тепер до системи (22). На пiдставi (14), (18), (26), (34), одержуємо:

w(t) =
1

∆1(t)

(
0 0

0 c′(t)p(t)
δ(t)u

)
w(t) +

1

∆1(t)

(
0 0
p(t)

δ(t)u(t)
b11 + p(t)

δ(t)

)
w′(t) (41)
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Звiдси знаходимо





w1(t) = 0
(

1 − c′(t)p(t)

∆1(t)δ(t)u(t)

)
w2(t) =

(
b11(t) +

p(t)

δ(t)

)
w′

2(t)
(42)

Iз другого рiвняння знаходимо

w′
2(t)

w2(t)
=

1 − c′(t)p(t)
∆1(t)δ(t)u(t)

b11(t) + p(t)
δ(t)

⇒ w′
2(t)

w2(t)
=

1 − c′(t)p(t)
p2(t)δ(t)u(t)

b11(t) + p(t)
δ(t)

⇒ w′
2(t)

w2(t)
=

1 + ψ(t)
p(t)

∫
p(t)dt

λ1(t) − c′1(t)

c1(t)
− q(t) − p(t)∫

p(t)dt

Отже,

w2(t) = e
∫
ϕ(t)dt

1 , де ϕ(x) =
p(t)

∫
p(t)dt+ ψ(t)(

λ1(t) − c′1(t)

c1(t)
− q(t)

)
p(t)

∫
p(t)dt− p2(t)

. (44)

Отже, вектор w(t)визначений повнiстю.

Тепер за формулами (20), (21) i (32) знайдемо вектор v(t):

v(t) =
1 u(t)

0 1

)(
0

w2(t)

)
=

u(t)w2(t)

w2(t)

)
. (45)

Тодi, повертаючись до шуканого початкового вектора x(t), знаходимо на пiдставi (6)

i (15) x(t) = T (t)Q(t)v(t), який є розв’язком початкової системи (1) — (2). Оскiльки

матрицi T (t), Q(t) i вектор v(t) визначенi, то i шуканий вектор x(t) визначений.

Отже, знайдено один розв’язок системи (1) - (2).

Аналогiчним способом можна одержати iнший розв’язок системи (1) — (2), взяв-

ши при знаходженнi δ(t) iз (33) довiльну сталу iнтегрування вiдмiнною вiд нуля.

Одержаний новий вектор x(t), як це легко бачити, є лiнiйно незалежним до побудо-

ваного ранiше. Отже, маємо два лiнiйно незалежнi вектори, що є розв’язками систе-

ми (1) — (2). Тодi їх лiнiйна комбiнацiя є загальним розв’язком цiєї системи. Можна

другий вектор будувати при тому ж самому δ(t), вибравши по iншому u(t).

Теорема доведена.
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