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Поведiнка модуля характеристичної функцiї

випадкової величини з незалежними

s-адичними цифрами на нескiнченностi

Я. В. Гончаренко, I. О. Микитюк
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Анотацiя. Дослiджено поведiнку модуля характеристичної функцiї розподiлу ви-

падкової величини з незалежними s-адичними (s = 3) цифрами на нескiнченностi.

Знайдено умови, при яких Lξ = lim
|t|→∞

sup |fξ(t)| = 0.

Abstract. We investigate the asymptotic behaviour of the absolute value of the charac-

teristic function of random variable with independent s-adic (s = 3) symbols at infinity.

Нехай s — фiксоване натуральне число, бiльше 1. Розглядається випадкова вели-

чина

ξ =
∞∑

k=1

s−kηk, (1)

s-адичнi цифри ηk якої є незалежними, причому ηk набувають значень 0, 1, ..., s− 1

з ймовiрностями p0k, p1k, ..., p(s−1)k вiдповiдно (pak ≥ 0, p0k + p1k + ... + p(s−1)k = 1).

Випадкова величина ξ задовольняє умови теореми Джессена-Вiнтнера [3, 5] i тому

має чистий розподiл (або чисто дискретний, або чисто сингулярний, або чисто абсо-

лютно неперервний). Необхiднi i достатнi умови належностi розподiлу ξ до кожного

з чистих типiв добре вiдомi [5, 9]. Властивостi випадкової величини ξ визначаються

матрицею ||pak||. Вони вивчались в роботах [5, 9]. Разом з цим, задача про поведiнку

модуля характеристичної функцiї випадкової величини ξ на нескiнченностi в загаль-

нiй постановцi, на скiльки нам вiдомо, ранiше не розв’язувалась. Саме їй присвячена

дана робота. Оскiльки випадок s = 2 вивчено в роботi [1], то всюди далi s ≥ 3.

Нагадаємо [4], що характеристичною функцiєю випадкової величини ζ нази-

вається комплекснозначна функцiя fζ(t) = Meitζ , де M — математичне сподiвання.

Вiдомо [4], що коли ζ має дискретний розподiл, то

Lζ = lim
|t|→∞

sup |fζ(t)| = 1.
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Якщо розподiл ζ є абсолютно неперервним, то Lζ = 0; якщо — сингулярним, то

0 ≤ Lζ ≤ 1. Отже, за поведiнкою модуля характеристичної функцiї на нескiнченно-

стi (тобто за величиною Lζ) можна частково судити про тип розподiлу. У випадку

чистоти розподiлу ζ умова Lζ = 0 є необхiдною для абсолютної неперервностi, а умо-

ва 0 < Lς < 1 —достатньою для сингулярностi ζ . Якщо ζ має чистий i неперервний

розподiл, то з умови Lζ > 0 випливає сингулярнiсть ζ .

Дослiдимо поведiнку модуля характеристичної функцiї для випадку s = 3.

Лема 1. Характеристична функцiя fξ(t) випадкової величини ξ з незалежними

трiйковими цирфами представляється у виглядi

fξ(t) =
∞∏

k=1

fk(t), (2)

де

fk(t) =

(
p0k + p1k cos

t

3k
+ p2k cos

2t

3k

)
+ i

(
p1k sin

t

3k
+ p2k sin

2t

3k

)
, (3)

а її модуль — у виглядi:

|fξ(t)| =

∞∏

k=1

|fk(t)|, (4)

де

|fk(t)| =

√
1 − 4

(
p1k(1 − p1k) sin2 t

2 · 3k + p0kp2k sin2 t

3k

)
. (5)

Доведення. Враховуючи означення характеристичної функцiї випадкової вели-

чини i незалежнiсть ηk, маємо

fξ(t) = Meitξ = Me
it

∞∑
k=1

ηk3−k

= M

∞∏

k=1

eitηk3−k

=

∞∏

k=1

Meitηk3−k

=

=
∞∏

k=1

(
p0k + p1ke

it3−k

+ p2ke
2it3−k

)
=

∞∏

k=1

fk(t).

З рiвностi (3) отримуємо

|fk(t)|2 = p2
0k + p2

1k + p2
2k + 2p0kp1k cos

t

3k
+ 2p0kp2k cos

2t

3k
+

+2p1kp2k

(
cos

t

3k
cos

2t

3k
+ sin

t

3k
sin

2t

3k

)
=

= 1 − 2(p0kp1k + p0kp2k + p1kp2k) + 2(p0kp1k + p1kp2k) cos
t

3k
+ 2p0kp2k cos

2t

3k
=

= 1 − 4

(
p1k(1 − p1k) sin2 t

2 · 3k + p0kp2k sin2 t

3k

)
.

Очевидно, що останню рiвнiсть можна переписати у формi (5). �
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Лема 2. Для будь-якого дiйсного t ≥ 2π iснує номер

k0 = k0(t) = 2 +

[
log3

t

2π

]
, (6)

для якого виконується нерiвнiсть

|fk0+1(t)| >
1√
3
.

Доведення. Розглянемо найбiльше цiле число k0, що задовольняє нерiвнiсть

t

3k0
<

2π

3
.

Тодi
t

2 · 3k0+1
<

t

3k0+1
<

2π

9
.

Оскiльки для гострих кутiв sin x1 < sin x2 < x2, якщо x1 < x2, то

|fk0+1(t)|2 ≥ 1 − 4

(
p1(k0+1)(1 − p1(k0+1))

(
t

2 · 3k0+1

)2

+ p0(k0+1)p2(k0+1)

(
t

3k0+1

)2
)
>

> 1 − (p1(k0+1)(1 − p1(k0+1)) + p0(k0+1)p2(k0+1)) ·
4π2

81
≥ 1 − 16π2

81
· 1

3
= 1 − 16π2

243
>

1

3
.

�

Лема 3. Для довiльного дiйсного t > 2π нескiнченний добуток

Dt =

∞∏

k=k0(t)+1

|fk(t)|,

де k0(t) визначається за формулою (6), збiгається.

Доведення. Якщо k0 = k0(t) — число, визначене рiвнiстю (6), то з (5) отримуємо

Dt =

∞∏

j=1

(
1 − 4

(
p1(k0+j)(1 − p1(k0+j) sin2 t

2 · 3k0+j + p1(k0+j)p2(k0+j) sin2 t

3k0+j

)) 1
2

.

Враховуючи, що

1.
t

2 · 3k0+j
≤ t

3k0+j
<

2π

3j+1
, j ∈ N ;

2. sin x ≤ x при x ∈
[
0; π

2

]
;

3. p0kp1k+p1kp2k+p0kp2k ≤
1

3
для всiх pik ≥ 0, i = 0, 1, 2, таких, що p0k+p1k+p2k = 1,

k ∈ N ;

4. |fk0+1(t)| >
1√
3

(див. попередню лему 1),

отримуємо

Dt ≥ |fk0+1(t)|
∞∏

j=2

(
1 − 4

(
p1(k0+j)(1 − p1(k0+j)) sin2 t

2 · 3k0+j + p1(k0+j)p2(k0+j) sin2 t

3k0+j

)) 1
2

>
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>
1√
3

∞∏

j=2

(
1 − 16π2

32j+3

) 1
2

≡ C > 0. (7)

�

Наслiдок 1. Для модуля характеристичної функцiї fξ(t) випадкової величини

ξ мають мiсце нерiвностi

At · C ≤ |fξ(t)| ≤ At, ∀t > 0,

де At =
k0(t)∏
k=1

|fk(t)|, а константа C визначається рiвнiстю ( 7), а число k0(t) — ( 6).

Наслiдок 2. Для модуля характеристичної функцiї fξ(t) випадкової величини

ξ мають мiсце спiввiдношення

|fξ(t)| → 0 (t→ ∞) ⇔ At → 0 (t→ ∞).

Теорема 1. Якщо для характеристичної функцiї fξ випадкової величини ξ має

мiсце рiвнiсть Lξ = 0, то

lim
n→∞

pin =
1

3
, i = 0, 1, 2. (8)

Доведення. Оскiльки Lξ = 0, то для кожної послiдовностi {tn} такої, що tn → ∞
(n→ ∞) виконується рiвнiсть lim

n→∞
|fξ(tn)| = 0.

Розглянемо послiдовнiсть tn = 2π3n. Для всiх k ≤ n виконується рiвнiсть

|fk(tn)| = 1, оскiльки sin
tn

2 · 3k = sin
tn
3k

= 0. Тому, враховуючи, що k0(tn) = 2 + n,

маємо Atn = |fn+1(tn)| · |fn+2(tn)|. В силу наслiдку 2 отримуємо

lim
n→∞

Atn = lim
n→∞

|fn+1(tn)| · |fn+2(tn)| = 0. (9)

Розглянемо

|fn+1(tn)| =

(
1 − 4

(
p1(n+1)(1 − p1(n+1)) sin2 π

3
+ p0(n+1)p2(n+1) sin2 2π

3

)) 1
2

=

=
(
1 − 3

(
p1(n+1)(1 − p1(n+1)) + p0(n+1)p2(n+1)

)) 1
2 ,

|fn+2(tn)| =

(
1 − 4

(
p1(n+2)(1 − p1(n+2)) sin2 π

9
+ p0(n+2)p2(n+2) sin2 2π

9

)) 1
2

≥

≥
(

1 − 16π2

81
(p0(n+2)p1(n+2) + p1(n+2)p2(n+2) + p0(n+2)p2(n+2))

) 1
2

≥
(

1 − 16π2

273

) 1
2

> 0.

Отже, рiвнiсть (9) виконується тодi i тiльки тодi, коли

lim
n→∞

|fn+1(tn)| = 0 ⇔ lim
n→∞

(p0np1n + p1np2n + p0np2n) =
1

3
.
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Припустимо, що lim
n→∞

pin = p0 6=
1

3
для деякого i, i = 0, 1, 2. Тодi

lim
n→∞

(p0np1n + p1np2n + p0np2n) ≤ p0(1 − p0) +
(1 − p0)

2

4
=

−3
(
p0 − 1

3

)2
+ 4

3

4
<

1

3
.

В цьому випадку Lξ = lim
n→∞

|fξ(tn)| 6= 0, що суперечить умовi. �

Теорема 2. Якщо lim
n→∞

pin =
1

3
, i = 0, 1, 2, то Lξ(t)(t) = 0.

Доведення. Нехай tn — довiльна послiдовнiсть така, що tn → ∞ (n → ∞).

Розглянемо послiдовнiсть

an =
tn
3k0

, де k0 = k0(tn) = 2 +

[
log3

tn
2π

]
.

Вона є обмеженою, an ∈
[
2π

9
;

2π

3

)
. Можливi випадки:

1. Послiдовнiсть {an} збiгається до деякого числа a.

2. Послiдовнiсть {an} границi не має.

Розглянемо випадок 1. Нехай lim
n→∞

an = a. Тодi a ∈
[
2π

9
;
2π

3

]
.

1.1. Якщо a = 2π
3

, то

lim
n→∞

|fk0(tn)| = lim
n→∞

(
1 − 4

(
p1k0(1 − p1k0) sin2 2π

3
+ p0k0p2k0 sin2 π

3

)) 1
2

= |fk0
(

2π

3

)
| = 0.

1.2. Якщо a = 2π
9

, то аналогiчно

lim
n→∞

|fk0−1(tn)| = |fk0
(

2π

3

)
| = 0.

Оскiльки

|fξ(t)| ≤ |fk(t)| ∀t > 2π, ∀k ∈ N,

то

|fξ(tn)| ≤ |fn+j(tn)| i lim
n→∞

|fξ(tn)| = 0.

1.3. Нехай тепер
2π

9
< a <

2π

3
. Тодi a = 2πq, де

1

9
< q <

1

3
i трiйковий розклад

числа q має вид:

q =

∞∑

k=1

αk(q)3
−k = 0, α1(q), ..., αk(q), ...,

причому α1(q) = 0, α2(q) 6= 0. Можливi наступнi випадки:

а) q — число трiйково-рацiональне, тобто таке, що його трiйковий розклад мiстить

перiод (0) або (2);

б) q — число трiйково-iррацiональне, тобто таке, що не мiстить вказаних перiодiв.
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В першому випадку iснує два трiйкових розклади числа q:

q = 0, 0α2α3...αc−1αc(0) (10)

або

q = 0, 0α2α3...αc−1(αc − 1)(s− 1). (11)

Не порушуючи загальностi, будемо вважати, що послiдовнiсть qn =
an
2π

монотон-

на.

Якщо qn ↓ q, то використовуватимо представлення (10).

Для довiльного m ∈ N iснує n∗(m) таке, що для будь-якого n > n∗(m) qn можна

подати у виглядi:

qn = 0, 0α2α3...αc−1αc 0...0︸︷︷︸
m

αc+m+1... .

Тодi
tn

3k0−c+1
= 2π · α2α3...αc−1, αc 0...0︸︷︷︸

m

αc+m+1...,

sin2 tn
3k0−c+1

→ sin2(2π · 0, αc 0...0︸︷︷︸
m

αc+m+1...→ sin2 2παc
3

→ 3

4
.

Отже,

|fk0−c+1(tn)| → |fk0−c+1

(
2π

3

)
| → 0.

Нехай q — трiйково-iррацiональне число. Для довiльного d ∈ N iснує n∗(d) таке,

що для будь-якого n > n∗(d) трiйковий розклад qn мiстить хоча б d пар цифр 01, 02

або 12.

Для даного tn розглянемо послiдовнiсть r(n)
k = rk(qn) натуральних чисел, таких,

що

3rkqn = 0, αrk+1abαrk+4... .

Нехай lkn = k0(tn) − rk + 1. Розглянемо послiдовнiсть:

Akn = |flkn+1(tn)|2 =

= 1 − 4

(
p1(lkn+1)(1 − p1(lkn+1)) sin2 tn

2 · 3k0−rk+2
+ p0(lkn+1)p2(lkn+1) sin2 tn

3k0−rk+2

)
→

→ 1 − 4

9
(2 sin2(π · 0, 00αrk+1abαrk+4...) + sin2(2π · 0, 00αrk+1abαrk+4...)).

Оскiльки 0, 00αrk+1abαrk+4... ∈
[

1

243
;

8

81

]
, то

sin2(π · 0, 00αrk+1abαrk+4...) ∈ [0, 0001; 0, 094],

sin2(2π · 0, 00αrk+1abαrk+4...) ∈ [0, 0007; 0, 34].

Тодi

lim
n→∞

Akn ≤ 0, 9996 < 1.
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Оскiльки |fξ(tn)|2 ≤
d∏
k=1

Akn, то lim
n→∞

|fξ(tn)| = 0.

2. Нехай послiдовнiсть an не має границi при n→ ∞. Припустимо, що Lξ = b0 >

0. Тодi iснує послiдовнiсть {t′n} така, що lim
n→∞

|fξ(t′n)| = b0. Оскiльки послiдовнiсть

{a′n} =

{
t′n
3k0

}
обмежена, то з неї можна видiлити збiжну пiдпослiдовнiсть {a′nl

}. Тодi

lim
l→∞

|fξ(t′nl
)| = b0, що суперечить доведеному у випадку 1 результату lim

l→∞
|fξ(t′nl

)| =

0. �
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