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Анотацiя. В данiй роботi доводиться iснування трiйково-рацiональних та трiйко-

во-iррацiональних iнварiантних точок однiєї неперервної нiде не диференцiйовної

з фрактальними рiвнями функцiї, яка формально просто задається за допомогою

трiйкового зображення аргумента i двiйкового зображення своїх значень. Вказано

алгоритм їх знаходження.

Abstract. In this paper we consider one continuous nowhere differentiable function

with fractal level sets. This function has a simple definition by means of ternary rep-

resentation of argument and binary representation of value of function. We prove that

this function has ternary-rational and ternary-irrational fixed points and propose the

algorithm for finding these fixed points.

Як було доведено С. Банахом [1] та С. Мазуркевичем [2] у 1931р., множина всiх

неперервних нiде не диференцiйовних функцiй в просторi C[a, b] є множиною дру-

гої категорiї Бера [3]. Такi функцiї все частiше з’являються в математичних моде-

лях реальних процесiв i явищ (дивись, наприклад, [4]) та фiгурують в теоретичних

дослiдженнях [4, 5, 6]. Iснує проблема розробки ефективного апарату формально

простого задання таких функцiй та методiв їх дослiджень [5]. Вона частково розв’я-

зується використанням рiзних систем представлення чисел.

Один з найпростiших за заданням приклад неперервної нiде не диференцiйовної

функцiї був запропонований Працьовитим М. В. [7]. Вона задається наступним чи-

ном.

Нехай ∆s
γ1(u)...γk(u)... — s-ковий розклад числа u, тобто

∆s
γ1(u)...γk(u)... =

γ1

s
+ . . .+

γk
sk

+ . . . ,

γk = γk (u) ∈ {0, 1, . . . , s− 1} .
y = f (x) — функцiя, яка аргументу x = ∆3

α1...αk ...
ставить у вiдповiднiсть значення

y = ∆2
β1...βk...

, де
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β1 =






0 при α1 (x) = 0,

1 при α1 (x) 6= 0;

(1)

βk =





βk−1 при αk (x) = αk−1 (x) ,

1 − βk−1 при αk (x) 6= αk−1 (x) .

(2)

Незважаючи на те, що двiйково-рацiональнi точки мають два зображення, зна-

чення функцiї f(x), визначеної рiвностями (1)—(2), для рiзних зображень спiвпада-

ють. В роботi [7] доведенi неперервнiсть та нiде не диференцiйовнiсть даної функцiї.

Робота [8] присвячена дослiдженю фрактальних властивостей цiєї функцiї, зокрема

отримано вираз для фрактальної розмiрностi всiх її рiвнiв, тобто множин

f−1(y0) = {x : f(x) = y0},

де y0 — елемент множини E(f) значень функцiї f(x). В роботi [9] доведено, що графiк

функцiї (Γf = {(x, f(x)) : x ∈ [0, 1]}) є N -самоафiнною множиною та обгрунтовано

рiвнiсть
1∫
0

f(x)dx =
4

7
.

З точки зору сучасної ергодичної теорiї i теорiй хаосу актуальними є дослiджен-

ня динамiчних систем з неперервним нiде не диференцiйовним вiдображенням. Дана

робота присвячена задачi про iнварiантнi точки вiдображення f . Її основним резуль-

татом є доведення iснування iнварiантних точок, тобто iснування розв’язкiв рiвняння

x− f(x) = 0.

Лема 1. Рiвняння x−f (x) = 0 не має трiйково-рацiональних коренiв крiм x = 0

i x = 1.

Доведення. Припустимо супротивне, нехай x = ∆3
α1...αk(0)

(αk 6= 0) — корiнь рiв-

няння. Тодi

y = f(x) = ∆2
β1...βk(1−βk)(1−βk)....

Можливi випадки: 1. βk = 1; 2. βk = 0.

Згiдно з (1)—(2), в першому випадку f (x) = ∆2
β1...βk−11(0)

, а в другому –

f(x) = ∆2
β1...βk−10(1)

, що дорiвнює ∆2
β1...βk−11(0)

. Тодi

x− f (x) =
λ

3k
− µ

2k
=

2kλ− 3kµ

6k
,

де (λ, 3) = (µ, 2) = 1.

Оскiльки 2kλ не дiлиться на 3, то 2kλ − 3kµ 6= 0, а отже, x − f (x) 6= 0, що

суперечить припущенню. Лему 1 доведено.

Теорема 1. Для того, щоб число x було коренем рiвняння
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x− f(x) = 0, необхiдно i достатньо, щоб

− 1

3m
< xm − f (xm) <

1

2m
∀m ∈ N, (3)

де

xm = xm(x) = x−
∞∑

i=m+1

αi (x)

3i
=
α1

31
+
α2

32
+ . . .+

αm
3m

.

Доведення. Необхiднiсть: якщо x— корiнь рiвняння x−f (x) = 0, то виконується

подвiйна нерiвнiсть (3).

Покажемо, що для x = 0 та x = 1 подвiйна нерiвнiсть (3) виконується.

Справдi, якщо x = 0 = ∆3
0...0..., то ∀ m ∈ N, xm = 0 i f (xm) = xm = 0.

Якщо x = 1 = ∆3
22...2..., то xm =

2

3
+ . . .+

2

3m
; f (xm) = ∆2

11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

0...0...
i

xm − f (xm) =

(
2

3
+ . . .+

2

3m

)
−
(

1

2
+ . . .+

1

2m

)
=

= 1 − 1

3m
− 1 +

1

2m
=

1

2m
− 1

3m
.

Отже, для x = 0 та x = 1 подвiйна нерiвнiсть (3) виконується при довiльному

m ∈ N .

Доведемо тепер, що для коренiв, якi належать (0, 1) (якщо такi iснують) має

мiсце подвiйна нерiвнiсть (3). Скористаємось методом вiд супротивного. Припустимо

супротивне, тобто що x — корiнь рiвняння для якого

xm − f (xm) ∈
(
−∞,−3−m

]
∪
[
2−m,∞

)
, m ∈ N.

Якщо xm − f (xm) ≥ 1

2m
, то

x− f (x) = xm +
αm+1

3m+1
+ . . .− f (xm) − βm+1

2m+1
− . . . >

> xm − f (xm) − βm+1

2m+1
− . . . > xm − f (xm) − 1

2m
≥ 1

2m
− 1

2m
= 0.

Отже, x− f (x) > 0, що суперечить умовi x = f (x).

Якщо xm − f(xm) ≤ − 1

3m
, то

x− f(x) = xm +
αm+1

3m+1
+ . . .− f(xm) − βm+1

2m+1
− . . . <

< xm +
αm+1

3m+1
+ . . .− f(xm) < xm − f(xm) +

1

3m
≤ 1

3m
− 1

3m
= 0.

Отже, x− f (x) < 0, що суперечить умовi x = f (x).
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Достатнiсть: якщо iснує послiдовнiсть αm, αm ∈ {0, 1, 2} така, що для xi =
m∑
i=1

αi
3i

виконується − 1

3m
< xm − f (xm) <

1

2m
, то число x є коренем рiвняння x− f (x) = 0.

Оскiльки з lim
m→∞

xm = x випливає lim
m→∞

f(xm) = f(x), то перейшовши до границь

в нерiвностi (3), отримаємо 0 ≤ x− f (x) ≤ 0, тобто

x− f (x) = 0. Теорему 1 доведено.

Лема 2. Якщо iснує таке x, що

− 1

3m
< xm − f (xm) <

1

2m

для деякого фiксованого m, то

− 1

3n
< xn − f (xn) <

1

2n
∀n < m.

Доведення. Нехай iснує таке x, що для деякого xm = xm(x)

− 1

3m
< xm − f (xm) <

1

2m
.

Оскiльки

xm−1 = xm − αm
3m

, f (xm−1) = f (xm) − βm
2m

,

то

− 1

3m
− αm

3m
+
βm
2m

< xm−1 − f (xm−1) <
1

2m
− αm

3m
+
βm
2m

.

Але

− 1

3m
− αm

3m
+
βm
2m

> − 1

3m
− 2

3m
= − 1

3m−1
,

1

2m
− αm

3m
+
βm
2m

<
1

2m
+

1

2m
=

1

2m−1
,

тому

− 1

3m−1
< xm−1 − f (xm−1) <

1

2m−1
.

Тобто, якщо подвiйна нерiвнiсть (3) виконується для деякого фiксованого m, то

вона виконується i для m− 1.

Повторивши мiркування вiдносно m−1, отримаємо, що нерiвнiсть (3) виконується

для m− 2. I т.д. Лему 2 доведено.

Теорема 2. Рiвняння x − f (x) = 0 має нетривiальнi, тобто вiдмiннi вiд 0 i 1,

розв’язки.
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Доведення. Основна iдея доведення теореми 2 полягає в наступному. Ми вка-

жемо збiжну послiдовнiсть трiйково-рацiональних точок xm =
α1

3
+ . . .+

αm
3m

(через

побудову послiдовностi цифр {αm}) таких, що

− 1

3m
< xm − f (xm) <

1

2m
.

Тодi число x = lim
m→∞

xm є шуканим коренем рiвняння, оскiльки

lim
m→∞

f(xm) = f(x), завдяки неперервностi f(x), i

lim
m→∞

(xm − f (xm)) = lim
m→∞

xm − lim
m→∞

f (xm) = x− f (x) = 0.

Для цього ми вказуємо послiдовнiсть трiйкових цифр

α1 = 2, α2 = 0, α3 = 1, α4 = 1, α5 = 1, α6 = 2, α7 = 2, α8 = 1,

α9 = 2, α10 = 0, α11 = 1, α12 = 2, α13 = 2, α14 = 2, α15 = 0, яка визначає число

x15 =
15∑
i=1

αi
3i

= ∆201112212012220, що задовольняє умову

x15 − f (x15) =
1

215
− δ15, де

1

315
< δ15 <

1

215
. (4)

Згiдно з лемою 2 кожне число xk =
k∑
i=1

αi
3i

(k ≤ 15) задовольняє (3).

Далi для числа xm, яке задовольняє (3), вказуємо алгоритм пiдбору цифр

αm+1, . . . , αm+n таких, що

xm+n = xm +
αm+1

3m+1
+ . . .+

αm+n

3m+n
, задовольняє умови

xm+n − f (xm+n) =
1

2m+n
− δm+n, де

1

3m+n
< δm+n <

1

2m+n
.

Згiдно з тiєю ж лемою 2 всi xi =
i∑

j=1

αj
3j

(i ≤ m+n) задовольняють (3). За iндукцiєю

послiдовнiсть xm (m = 1, 2, . . .), що задовольняє умови (3), визначена i x = lim
m→∞

xm

є, як уже зазначалося, коренем рiвняння.

Тепер вкажемо алгоритм побудови за xm, яке задовольняє умови (3),

xm+n = xm +
αm+1

3m+1
+ . . .+

αm+n

3m+n
,

що має цю ж властивiсть.

Розглянемо трiйково-рацiональне число xm = x15+
α16

316
+. . .+

αm
3m

, яке задовольняє

умови xm − f (xm) =
1

2m
− δm, де

1

3m
< δm <

1

2m
(m ≥ 15) . Такi числа iснують, бо

принаймнi для m = 15, як показано вище, цi умови виконуються. Можливi випадки:

1. xm − f (xm) >
1

2m+1
;

2. xm − f (xm) <
1

2m+1
;
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2.1. xm − f (xm) =
1

2m+1
− εm, де 0 < εm <

1

3m+1
;

2.2. xm − f (xm) =
1

2m+1
− εm, де

2

3m+1
< εm <

1

2m+1
;

2.3. xm − f (xm) =
1

2m+1
− εm, де

1

3m+1
< εm <

2

3m+1
.

1. Якщо xm − f (xm) >
1

2m+1
, то

1

2m
− δm >

1

2m+1
, тобто δm <

1

2m+1
.

Вiзьмемо βm+1 = 1 i визначимо αm+1 = λ ∈ {0; 1; 2} таким, щоб для

xm+1 = ∆3
α1...αmαm+1

виконувались рiвностi (1)—(2).

Тобто f (xm+1) = f (xm) +
1

2m+1
. Тодi

xm+1 − f (xm+1) = xm +
λ

3m+1
− f (xm) − 1

2m+1
=

=
1

2m
− δm − 1

2m+1
+

λ

3m+1
=

1

2m+1
− δm +

λ

3m+1
=

1

2m+1
− δm+1,

де δm+1 = δm − λ

3m+1
.

Оскiльки
λ

3m+1
≥ 0, то δm+1 = δm − λ

3m+1
≤ δm <

1

2m+1
.

З iншого боку, δm+1 = δm − λ

3m+1
>

1

3m
− λ

3m+1
≥ 1

3m+1
,

тобто δm+1 >
1

3m+1
.

Таким чином,

xm+1 − f(xm+1) =
1

2m+1
− δm+1, де

1

3m+1
< δm+1 <

1

2m+1
.

2. Якщо xm − f (xm) <
1

2m+1
, то нехай xm − f (xm) =

1

2m+1
− εm.

За умовою xm − f (xm) =
1

2m
− δm, де

1

3m
< δm <

1

2m
.

Оскiльки xm − f (xm) > 0, то εm <
1

2m+1
.

Крiм того, xm − f (xm) <
1

2m+1
.

Отже, 0 < εm <
1

2m+1
.

2.1. Нехай xm − f (xm) =
1

2m+1
− εm, де εm <

1

3m+1
.

Вiзьмемо βm+1 = 1 i визначимо αm+1 = λ ∈ {0; 1; 2} таким, щоб для

xm+1 = ∆3
α1...αmαm+1

виконувались рiвностi (1)—(2).

2.1.1. Якщо λ ∈ {1; 2}, то xm+1 − f (xm+1) = xm − f (xm) − 1

2m+1
+

+
λ

3m+1
=

1

2m+1
− εm − 1

2m+1
+

λ

3m+1
=

λ

3m+1
− εm > 0, оскiльки εm <

1

3m+1
.
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Покладемо xm+1 − f (xm+1) =
1

2m+1
− δm+1, де

δm+1 =
1

2m+1
− λ

3m+1
+ εm. Тодi δm+1 =

1

2m+1
−
(

λ

3m+1
− εm

)
<

1

2m+1
, оскiльки

λ

3m+1
− εm > 0.

Крiм того,
1

2m+1
>

1

3m
при m > 1. Тому δm+1 =

1

2m+1
− λ

3m+1
+ εm >

>
1

3m
− λ

3m+1
+ εm =

3 − λ

3m+1
+ εm >

1

3m+1
, оскiльки εm > 0.

Таким чином,

xm+1 − f (xm+1) =
1

2m+1
− δm+1, де

1

3m+1
< δm+1 <

1

2m+1
.

2.1.2. Якщо λ = 0, то

xm+1 − f (xm+1) = xm − f (xm) − 1

2m+1
=

1

2m+1
− εm − 1

2m+1
= −εm.

Оскiльки 0 < εm <
1

3m+1
, то − 1

3m+1
< −εm < 0.

Отже, − 1

3m+1
< xm+1 − f (xm+1) < 0.

Покладемо µ =
1

3m+1
− εm.

Оскiльки 0 < εm <
1

3m+1
, то 0 < µ <

1

3m+1
.

Нехай s — цiле невiд’ємне число, яке задовольняє умовам:

1

3m+s+2
< µ <

1

3m+s+1
.

Покладемо αm+2 = αm+3 = . . . = αm+s+2 = 2 i визначимо

βm+2 = βm+3 = . . . = βm+s+2 = 0.

Розглянемо

xm+s+2 − f (xm+s+2) = xm+1 − f (xm+1) +
2

3m+2
+

2

3m+3
+ . . .+

2

3m+s+2
=

= −εm +
2

3m+2

(
1 +

1

3
+ . . .+

1

3s

)
= −εm +

2

3m+2

1 − 1
3s+1

1 − 1
3

=

= −εm +
2

3m+2

(
3

2
− 3

2

1

3s+1

)
= −εm +

1

3m+1
− 1

3m+s+2
= µ− 1

3m+s+2
> 0.

Нехай

xm+s+2 − f (xm+s+2) =
1

2m+s+2
− δm+s+2,

де δm+s+2 визначимо з рiвностi:

µ− 1

3m+s+2
=

1

2m+s+2
− δm+s+2;

δm+s+2 =
1

2m+s+2
− µ+

1

3m+s+2
.
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Оскiльки −µ+
1

3m+s+2
< 0, то δm+s+2 <

1

2m+s+2
.

З iншого боку, оскiльки
1

3m+s+1
− µ > 0, то

δm+s+2 =
1

2m+s+2
− µ+

1

3m+s+2
>

1

3m+s+1
− µ+

1

3m+s+2
>

1

3m+s+2
.

Таким чином, xm+s+2 − f (xm+s+2) =
1

2m+s+2
− δm+s+2,

де
1

3m+s+2
< δm+s+2 <

1

2m+s+2
.

2.2. Нехай xm−f (xm) =
1

2m+1
−εm, де εm >

2

3m+1
. Вiзьмемо βm+1 = 0 i визначимо

αm+1 = λ ∈ {0; 1; 2} таким, щоб для xm+1 = ∆3
α1...αmαm+1(0) виконувались рiвностi

(1)—(2).

2.2.1. Якщо λ ∈ {0; 1}, то

xm+1 − f (xm+1) = xm − f (xm) +
λ

3m+1
=

1

2m+1
− εm +

λ

3m+1
=

1

2m+1
− δm+1,

де δm+1 = εm − λ

3m+1
>

2

3m+1
− λ

3m+1
=

2 − λ

3m+1
≥ 1

3m+1
.

Отже, δm+1 >
1

3m+1
.

З iншого боку,

xm+1 − f (xm+1) = xm − f (xm) +
λ

3m+1
≥ xm − f (xm) > 0.

Оскiльки xm+1 − f (xm+1) =
1

2m+1
− δm+1, то δm+1 <

1

2m+1
.

Таким чином,

xm+1 − f (xm+1) =
1

2m+1
− δm+1, де

1

3m+1
< δm+1 <

1

2m+1
.

2.2.2. Якщо λ = 2, то

xm+1 − f (xm+1) = xm − f (xm) +
2

3m+1
=

1

2m+1
− εm +

2

3m+1
=

1

2m+1
− δm+1,

де δm+1 = εm − 2

3m+1
> 0.

Якщо δm+1 >
1

3m+1
,

то xm+1 − f (xm+1) =
1

2m+1
− δm+1, де

1

3m+1
< δm+1 <

1

2m+1
.

Припустимо, що δm+1 <
1

3m+1
.

Нехай s — цiле невiд’ємне число, яке задовольняє умовам:

1

3m+s+2
< δm+1 <

1

3m+s+1
.

Покладемо αm+2 = αm+3 = . . . = αm+s+2 = 0 i визначимо

βm+2 = βm+3 = . . . = βm+s+2 = 1, δm+s+2 = δm+1.
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Розглянемо

xm+s+2 − f(xm+s+2) = xm+1 − f (xm+1) −
1

2m+2
− 1

2m+3
− . . .− 1

2m+s+2
=

=
1

2m+s+2
− δm+1 =

1

2m+s+2
− δm+s+2, де

1

3m+s+2
< δm+s+2 <

1

3m+s+1
.

Оскiльки
1

2m+s+2
>

1

3m+s+1
, то δm+s+2 <

1

2m+s+2
.

Таким чином, xm+s+2 − f (xm+s+2) =
1

2m+s+2
− δm+s+2,

де
1

3m+s+2
< δm+s+2 <

1

2m+s+2
.

2.3. Нехай xm − f (xm) =
1

2m+1
− εm, де

1

3m+1
< εm <

2

3m+1
.

2.3.1. Якщо при βm+1 = 0, αm+1 = 0 виконуються рiвностi (1)—(2), то

xm+1 − f (xm+1) = xm − f (xm) =
1

2m+1
− δm+1,

де δm+1 = εm >
1

3m+1
, εm <

1

2m+1
.

Таким чином, xm+1 − f (xm+1) =
1

2m+1
− δm+1,

де
1

3m+1
< δm+1 <

1

2m+1
.

2.3.2. Якщо при βm+1 = 0, αm+1 = 1 виконуються рiвностi (1)—(2), то

xm+1 − f (xm+1) = xm − f (xm) +
1

3m+1
=

1

2m+1
− εm +

1

3m+1
=

1

2m+1
− δm+1,

де δm+1 = εm − 1

3m+1
> 0, δm+1 <

1

3m+1
.

Нехай s — цiле невiд’ємне число, яке задовольняє умовам:

1

3m+s+2
< δm+1 <

1

3m+s+1
.

Покладемо αm+2 = αm+3 = . . . = αm+s+2 = 0 i визначимо

βm+2 = βm+3 = . . . = βm+s+2 = 1, δm+s+2 = δm+1.

Тобто, ми отримали випадок 2.2.2.

2.3.3. Якщо при βm+1 = 1, αm+1 = 1 виконуються рiвностi (1)—(2), то

xm+1 − f (xm+1) = xm − f (xm) − 1

2m+1
+

1

3m+1
=

=
1

2m+1
− εm − 1

2m+1
+

1

3m+1
=

1

3m+1
− εm.

Тодi − 1

3m+1
< xm+1 − f (xm+1) < 0.

Покладемо µ =
1

3m+1
− εm.

Оскiльки 0 < εm <
1

3m+1
, то 0 < µ <

1

3m+1
.
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Нехай s — цiле невiд’ємне число, яке задовольняє умовам:

1

3m+s+2
< µ <

1

3m+s+1
.

Поклавши αm+2 = αm+3 = . . . = αm+s+2 = 2, отримуємо

βm+2 = βm+3 = . . . = βm+s+2 = 0, тобто приходимо до випадку 2.1.2.

2.3.4. Якщо при βm+1 = 1, αm+1 = 2 виконуються рiвностi (1)—(2), то

xm+1 − f (xm+1) = xm − f (xm) − 1

2m+1
+

2

3m+1
=

=
1

2m+1
− εm − 1

2m+1
+

2

3m+1
=

2

3m+1
− εm =

1

2m+1
− δm+1,

де δm+1 =
1

2m+1
− 2

3m+1
+ εm >

1

3m
− 2

3m+1
+ εm =

1

3m+1
+ εm >

1

3m+1
, δm+1 <

1

2m+1
.

Таким чином, xm+1 − f (xm+1) =
1

2m+1
− δm+1, де

1

3m+1
< δm+1 <

1

2m+1
.

I т.д.

Отже, xm+1 − f (xm+1) → 0 при m→ ∞. Теорему 2 доведено.

Зауваження 1. Функцiя f(x) має не єдину трiйково-iррацiональну iнварiантну

точку.

Справдi, легко вказати iнше x15 (наприклад, x15 = ∆3
121222212212210), яке задоволь-

няє умову (4) i застосувати вище вказаний алгоритм для побудови iнших цифр числа

x, що є
”
надбудовою“ x15 i коренем вiдповiдного рiвняння.
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