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Ергодичнi властивостi Q∞-зображень

та фрактальнi властивостi ймовiрнiсних мiр

з незалежними Q∞-символами

Р. О. Нiкiфоров, Г. М. Торбiн

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова)

Анотацiя. У роботi дослiджуються ергодичнi властивостi Q∞-зображення дiйсних

чисел та властивостi локально тонкої системи покриттiв одиничного вiдрiзка, що

складається з цилiндрiв Q∞-зображення. Знайдено достатнi умови фрактальностi

таких систем покриттiв. Дослiджено властивостi розподiлiв випадкових величин з

незалежними символами Q∞-зображення. Особлива увага придiлена вивченню тон-

ких фрактальних властивостей розподiлiв такого типу. У випадку однакової роз-

подiленостi доведено формулу для обчислення розмiрностi Хаусдорфа вiдповiдної

ймовiрнiсної мiри.

Abstract. We study ergodic properties of the Q∞-expansion of real numbers and prop-

erties of the corresponding fine covering system of the unit interval, consisting of cylinders

of the Q∞-expansion. Sufficient conditions for the faithfulness of such covering systems

are found. Properties of distributions with independent Q∞-symbols are also studied in

details. A special attention ia paid to the fine fractal properties of the above mentioned

probability distributions. For the i.i.d-case an explicit formulae for the determination of

the Hausdorff dimension of the corresponding probability measure is proven.

1. Q∞-зображення дiйсних чисел та його ергодичнi властивостi

Нехай Q∞ = (q0, q1, . . . , qi, . . .) – стохастичний вектор з додатними координатами.

Нагадаємо означення Q∞-розбиття одиничного iнтервалу [0, 1) (див. [7]).

Крок 1. Розбиваємо iнтервал [0, 1) (злiва направо) на iнтервали ∆i1 , i1 ∈
{0, 1, 2, . . .} (без спiльних внутрiшнiх точок) довжини |∆i1 | = qi1 ,

[0, 1) =
∞⋃

i1=0

∆i1 .

Iнтервали ∆i1 називаються цилiндрами першого рангу.
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Крок k ≥ 2. Кожен з iнтервалiв (k−1)-рангу ∆i1i2...ik−1
розкладаємо (злiва напра-

во) в об’єднання iнтервалiв (без спiльних внутрiшнiх точок) k−го рангу ∆i1i2...ik,

∆i1i2...ik−1
=

∞⋃

ik=0

∆i1i2...ik,

довжини яких

|∆i1i2...ik | = qi1 · qi2 · · · qik =

k∏

s=1

qis (1)

вiдносяться наступним чином
∣∣∆i1i2...ik−10

∣∣ :
∣∣∆i1i2...ik−11

∣∣ : · · · :
∣∣∆i1i2...ik−1ik

∣∣ : · · · = q0 : q1 : · · · : qik : · · · .

Для довiльної послiдовностi iндексiв {ik}, ik ∈ {0, 1, 2 . . .}, iснує послiдовнiсть

вкладених iнтервалiв

∆i1 ⊃ ∆
i1i2

⊃ · · · ⊃ ∆
i1i2...ik

⊃ · · ·
таких, що |∆i1...ik| → 0, k → ∞, завдяки (1). Отже, iснує єдина точка x ∈ [0, 1], що

належить всiм цим iнтервалам ∆i1 , ∆i1i2, ..., ∆i1i2...ik , ....

I навпаки, для довiльної точки x ∈ [0, 1) iснує послiдовнiсть вкладених iнтервалiв

∆i1 ⊃ ∆i1i2 ⊃ ... ⊃ ∆i1i2...ik ⊃ ..., що мiстять x, тобто,

x =
∞⋂

k=1

∆i1i2...ik =
∞⋂

k=1

∆i1(x)i2(x)...ik(x) =: ∆i1(x)i2(x)...ik(x)... (2)

Вираз (2) називається Q∞−зображенням (представленням) точки x ∈ [0, 1) .

Нехай Ωk = {0, 1, 2 . . .}, Ak = 2Ωk . Розглянемо бiвимiрне вiдображення ϕ : Ω →
[0, 1), яке означене наступним чином:

∀ω = (ω1, ω2, ..., ωk, ...) ∈ Ω : ϕ(ω) = x = ∆i1(x)i2(x)...ik(x)...

з ωk = ik(x), k ∈ N . Кожна точка x ∈ [0, 1) має єдине Q∞−представлення.

Q∞-представлення дiйсних чисел дозволяє формально просто задавати i дослiд-

жувати широкий клас одновимiрних фракталiв та iнших об’єктiв з фрактальними

властивостями.

З метою розвитку метричної та ергодичної теорiї Q∞-розкладiв розглянемо сим-

вольну динамiчну систему, яка породжується вiдображенням T ∗ одностороннього

зсуву по Q∞-зображенню:

∀ x = ∆i1(x)i2(x)...ik(x)... T ∗(x) = ∆i2(x)i3(x)...ik(x)...

Нехай T−1A = {x : T (x) ∈ A}, A ⊂ [0, 1). Нагадаємо, що множина A називається

iнварiантною або нерухомою вiдносно перетворення T, якщо A = T−1A. Мiра µ на-

зивається ергодичною вiдносно перетворення T, якщо довiльна iнварiантна множина
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A ⊂ [0, 1) є множиною або нульової або одиничної мiри. Мiра µ називається iнварiант-

ною вiдносно перетворення T , якщо для довiльної множини E ⊂ [0, 1) виконується

рiвнiсть µ(T−1E) = µ(E).

Означимо мiри µk та ϑk наступним чином:

µk(i) = pik; ϑk(i) = qi, i ∈ Ωk.

Нехай

(Ω,A, µ) =
∞∏

k=1

(Ωk,Ak, µk), (Ω,A, ϑ) =
∞∏

k=1

(Ωk,Ak, ϑk).

Означимо мiри µ∗ та ϑ∗ як образи мiр µ та ϑ пiд дiєю ϕ:

µ∗(B) = µ(ϕ−1(B)), ϑ∗(B) = ϑ(ϕ−1(B)), ∀B ∈ B. (3)

Зрозумiло, що ϑ∗ спiвпадає з мiрою Лебега λ на [0, 1)

Теорема 1. 1) Ймовiрнiсна мiра µ∗ є ергодичною вiдносно перетворення T ∗.

2) Якщо µ1 = µ2 = ... = µk = ..., то мiра µ∗ буде iнварiантною вiдносно перетво-

рення T ∗.

Доведення. Розглянемо вiдображенням T одностороннього зсуву, яке дiє в про-

сторi (Ω,A, µ):

∀ ω = (ω1ω2 . . . ωk . . . )

T (ω) = (ω2ω3 . . . ωk+1 . . . )

В роботi [8] було доведено, що продакт–мiра µ є ергодичною вiдносно перетворення

T, i якщо µ1 = µ2 = ... = µk = ..., то продакт–мiра µ буде також iнварiантною

вiдносно перетворення T .

Нехай A∗ – деяка борелiвська множина, яка iнварiантна вiдносно T ∗. Оскiльки

ϕ – бiєктивне вiдображення, то A = ϕ−1(A∗) є iнварiантною вiдносно T . Тому, за

доведеною теоремою µ(A) = 0 або µ(A) = 1. Оскiльки вiдображення ϕ є бiєктивним i

бiвимiрним, то µ(A) = µ∗(ϕ(A)) для будь-якого A ∈ A. Тому µ∗(A∗) = 0 або µ∗(A∗) =

1. Отже, µ∗ є ергодичною вiдносно T ∗.

Нехай µ1 = µ2 = ... = µk = ... . Оскiльки σ-алгебра борелiвських пiдмножин оди-

ничного вiдрiзка породжується сiмейством цилiндричних вiдрiзкiв Q∞–зображення,

то достатньо довести iнварiантнiсть мiри µ∗ на довiльному цилiндричному вiдрiзку.

Очевидно, що µ∗(∆c1c2...cn) = pc1 ·pc2 ·...·pcn. Оскiльки T−1(∆c1c2...cn) = ∆i c1c2...cn, i ∈ N,

то

µ∗(T−1(∆c1c2...cn)) =
∞∑

i=1

µ∗(∆i c1c2...cn) =
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= pc1 · pc2 · ... · pcn
∞∑

i=1

pi = pc1 · pc2 · ... · pcn = µ∗(∆c1c2...cn),

що i треба було довести. �

Оскiльки мiра Лебега за побудовою є образом продакт-мiри з однаково розподi-

леними Q∞-символами (pi = qi ∀i ∈ N), то має мiсце

Наслiдок 1. Мiра Лебега є iнварiантною та ергодичною вiдносно перетворення

T ∗.

Наведене твердження дозволяє використовувати методи ергодичної теорiї для

дослiдження властивостей Q∞-представлення.

Позначимо через Ni(x, k) кiлькiсть символiв «i» в Q∞-зображеннi числа x до k-го

мiсця включно.

Означення 1. Якщо iснує границя lim
k→∞

Ni(x,k)
k

, то значення νi(x) цiєї границi на-

зивається частотою цифри «i» в Q∞-зображеннi числа x.

Теорема 2. Для майже всiх (в смислi мiри Лебега) чисел одиничного вiдрiзка

мають мiсце рiвностi

νi(x) = qi (i ∈ {0, 1, 2, . . .}).

Доведення. За ергодичною теоремою Бiркгофа [4]

lim
n→∞

f(T 0(x)) + f(T 1(x)) + · · · + f(T n−1(x))

n
=

∫ +∞

−∞
f(x)dλ(x)

для довiльної f ∈ L1(dx). Виберемо

f(x) =





0, якщо i1(x) 6= i,

1, якщо i1(x) = i.

Тодi f(x) + f(Tx) + · · · + f(T n−1x) = Ni(x, n).

З iншого боку,
∫ +∞

−∞
f(x)dλ(x) =

∫ 1

0

f(x)dx =

∫

∆i

1dx = |∆i| = qi,

де ∆i = {x : i1(x) = i}.
Отже, для λ-майже всiх x ∈ [0, 1) границя lim

k→∞
Ni(x,k)

k
iснує i дорiвнює qi. Позна-

чимо множину таких чисел Ni(Q∞). Нехай

N(Q∞) =
∞⋂

i=0

Ni(Q∞) = {x : νi(x) = qi, ∀i ∈ {0, 1, 2, . . .}} .

Оскiльки λ(Ni(Q∞)) = 1, то λ(N(Q∞)) = 1.

Теорема доведена. �
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Теорема 3. Якщо стохастичний вектор (q0, q1, . . . , qi, . . .) має скiнченну ентро-

пiю, то для λ-майже всiх x ∈ [0, 1) виконується

lim
n→∞

n
√
qi1(x)qi2(x) · . . . · qin(x) = e−H , (4)

де H = −
∞∑
i=0

qi ln qi.

Доведення. Виберемо функцiю f(x) = ln qi1(x). Тодi

f(x) + f(T (x)) + . . .+ f(T n−1(x))

n
=

ln qi1(x) + ln qi2(x) + . . .+ ln qin(x)

n
=

= ln n
√
qi1(x) · qi2(x) · . . . · qin(x).

Застосуємо ергодичну теорему Бiркгофа i отримаємо

lim
n→∞

f(x) + f(T (x)) + . . .+ f(T n−1(x))

n
= lim

n→∞
ln n

√
qi1(x) · qi2(x) · . . . · qin(x) =

=

∫ 1

0

ln qi1(x)dx =
∞∑

i=1

ln qi · |∆i| =
∞∑

i=0

qi ln qi.

Якщо
∞∑
i=0

qi ln qi <∞, то lim
n→∞

n
√
qi1(x) · qi2(x) · . . . · qin(x) = e−H . �

Вибираючи iншi функцiї f та застосовуючи ергодичну теорему можна отри-

мувати новi нормальнi властивостi дiйсних чисел, сформульованих в термiнах їх

Q∞−зображення.

2. Про еквiвалентнiсть i нееквiвалентнiсть означення розмiрностi

Хаусдорфа–Безиковича

Нехай Φ — сiмейство пiдмножин з [0, 1] таке, що для довiльної множини E ⊂ [0, 1]

i будь-якого ε > 0 iснує не бiльш як зчисленне ε-покриття {Ej} множини E (Ej ∈ Φ,

|Ej| ≤ ε). Нехай α — додатне число. α-мiрною мiрою Хаусдорфа обмеженої множини

E вiдносно сiмейства пiдмножин Φ називається

Hα(E,Φ) = lim
ε→0

[
inf

d(Ej)≤ε

{
∑

j

|(Ej)|α
}]

= lim
ε→0

mα
ε (E,Φ),

де iнфiмум береться по всеможливим не бiльш як зчисленним ε-покриттям {Ej}
множини E, Ej ∈ Φ.

Взагалi кажучи, Hα(E,Φ) залежить вiд сiмейства Φ. Сiмейство всiх обмежених

множин, сiмейство всiх вiдкритих множин i сiмейство всiх замкнених множин дають

одну i ту саму α-мiрну мiру Хаусдорфа ( [7]), яку позначають H α(E).
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Означення 2. Розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини E вiдносно сiмейства

пiдмножин Φ називається таке невiд’ємне число, що

dimH(E,Φ) = inf{α : Hα(E,Φ) = 0}. (5)

Якщо Φ є сiмейством всiх пiдмножин з [0, 1] або є сiмейством всiх замкнених

(вiдкритих) пiдмножин з [0, 1], то використовують позначення dimH E i говорять про

розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини E. Залежнiсть розмiрностi Хаусдорфа–

Безиковича вiд обраного класу допустимих покриттiв дослiджувалась багатьма ав-

торами (див. [4, 3, 16] ), але у всiх цих роботах клас допустимих покриттiв пород-

жувався або зображенням дiйсних чисел зi скiнченним алфавiтом, або задовольняв

додатковi BVC-умови (bounded Vitali covering), тобто для кожної точки x з одинич-

ного вiдрiзка вимагалось iснування послiдовностi {Ij(x)} множин (iнтервалiв) з Φ

таких, що:

x ∈ Ij(x), ∀j ∈ N ; lim
j →∞

|Ij(x)| = 0; inf
j

|Ij+1(x)|
|Ij(x)|

> 0.

Очевидно, що для системи цилiндрiв Q∞-зображення вказанi припущення не ви-

конуються.

Надалi пiд сiмейством Φ будемо розумiти сiмейство, яке складається з цилiндрiв

всеможливих рангiв Q∞-розбиття iнтервалу [0, 1), тобто,

Φ = {E : E = ∆α1...αn, n ∈ N, αi ∈ N ∪ 0, i = 1, 2, ..., n}. (6)

Теорема 4. Якщо qi = 1
2i , то dimH(E,Φ) = dimH E, ∀E ⊂ [0, 1).

Доведення. Розглянемо Q∞-розбиття вiдрiзка [0, 1), породжене матрицею

Q∞ = (
1

2

1

4

1

8
. . .

1

2n
. . .).

Нехай E ⊂ [0, 1) i {Ej} — довiльне ε-покриття множини E вiдрiзками Ej ( |Ej| ≤ ε,

E ⊂ ⋃
j

Ej).

Нехай Ej = [aj , bj ] - довiльний вiдрiзок розглядуваного покриття, а ∆
kj
nj — цилiндр

максимальної довжини i (при рiвностi довжин) мiнiмального рангу nj , який повнiстю

належить до Ej , де kj — номер цилiндра ∆
kj
nj в цилiндрi ∆nj−1 попереднього рангу,

що мiстить ∆
kj
nj . ∆

kj
nj ⊂ ∆nj−1, ∆

kj
nj ⊂ Ej , ∆nj−1 6⊂ Ej.

Розглянемо можливi варiанти розмiщення вiдрiзка ∆
kj
nj у вiдрiзку Ej .

1) Ej ⊂ ∆nj−1.

Оскiльки ∆
kj
nj — найбiльший серед цилiндричних вiдрiзкiв, якi мiстяться в Ej,

то вiн буде найлiвiшим серед всiх цилiндрiв nj–го рангу, якi повнiстю мiстяться в

Ej . Тому вiдрiзок ∆
kj−1
nj мiстить точку a i має довжину вдвiчi бiльшу за довжину

цилiндра ∆
kj
nj : |∆kj−1

nj | = 2|∆kj
nj |.
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Покриємо множину Ej цилiндричними вiдрiзками nj–го рангу, якi мiстяться в

∆nj−1 :

∆kj−1
nj

,∆kj
nj
,∆kj+1

nj
,∆kj+2

nj
, . . . ,∆kj+i

nj
, . . . .

Тодi α–об’єм покриття множини Ej цилiндричними вiдрiзками буде

|∆kj−1
nj

|α + |∆kj
nj
|α + |∆kj+1

nj
|α + . . .+ |∆kj+i

nj
|α + . . . ≤

≤ 2|∆kj
nj
|α + |∆kj

nj
|α +

∞∑

i=1

|∆kj+i
nj

|α =

= 3|∆kj
nj
|α +

∞∑

i=1

|∆kj
nj
|α
(

1

2i

)α
=

= 3|∆kj
nj
|α + |∆kj

nj
|α

∞∑

i=1

(
1

2α

)i
.

При будь-якому α > 0,
∞∑
i=1

(
1
2α

)i
= 1

2α−1
= f(α) <∞.

Отже,

|∆kj−1
nj

|α + |∆kj
nj
|α + |∆kj+1

nj
|α + . . .+ |∆kj+i

nj
|α + . . . ≤

≤ |∆kj
nj
|α(3 + f(α)),

Тому

|Ej |α ≥ |∆kj
nj
|α =

1

3 + f(α)
(3 + f(α))|∆kj

nj
|α ≥

≥ 1

3 + f(α)

∞∑

i=0

|∆kj−1+i
nj

|α.

Отримали нерiвнiсть
1

3 + f(α)

∞∑

i=0

|∆kj−1+i
nj

|α ≤ |Ej|α, (7)

де
∞⋃
i=0

∆
kj−1+i
nj ⊃ Ej , |∆kj−1+i

nj | ≤ 2ε, ∀i.
2)bj ∈ ∆nj−1, aj /∈ ∆nj−1

Цилiндр ∆
kj
nj буде найбiльшим i найлiвiшим серед всiх цилiндричних вiдрiзкiв з

∆nj−1, тому kj = 0 i 2|∆kj
nj | = |∆nj−1|.

Нехай ∆nj−1, L — цилiндр (nj−1)-го рангу, який сумiжний до ∆nj−1 i знаходиться

злiва вiд нього. Тодi |∆nj−1, L| = 4|∆kj
nj |. Очевидно, що a ∈ ∆nj−1, L (оскiльки, якщо б

a /∈ ∆nj−1, L, то ∆nj−1, L ⊂ Ej i |∆nj−1, L| > |∆kj
nj |).

Вiдрiзок Ej можемо покрити цилiндрами

∆nj−1, L,∆
kj
nj
,∆kj+1

nj
, . . . ,∆kj+i

nj
, . . . .
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|∆nj−1, L|α + |∆kj
nj
|α + |∆kj+1

nj
|α + . . .+ |∆kj+i

nj
|α + . . . ≤

≤ 4|∆kj
nj
|α + |∆kj

nj
|α + |∆kj

nj
|α

∞∑

i=1

(
1

2α

)i
= |∆kj

nj
|α(5 + f(α)).

Тому
1

5 + f(α)

(
|∆nj−1, L|α +

∞∑

i=0

|∆kj+i
nj

|α
)
< |Ej |α, (8)

де |∆nj−1, L| ≤ 4ε, |∆kj+i
nj | ≤ ε.

3) aj ∈ ∆nj−1, bj /∈ ∆nj−1

Нехай ∆nj−1, R — цилiндр (nj − 1)–го рангу, який сумiжний з ∆nj−1 i знаходиться

справа вiд нього. |∆nj−1, R| = 1
2
|∆nj−1|. Довжина цилiндра ∆nj−1, R дорiвнює довжинi

найбiльшого цилiндра nj–го рангу, який мiститься в ∆nj−1. Цей цилiндр не мiститься

в Ej, оскiльки б тодi весь цилiндр ∆nj−1 мiстився в Ej . Зрозумiло, що bj ∈ ∆nj−1, R

(якщо б bj /∈ ∆nj−1, R, то ∆nj−1, R ⊂ Ej i |∆nj−1, R| ≥ |∆kj
nj |.)

Нехай ∆nj−1, R =
∞⋃
i=0

∆i
nj , R

.

Можливi наступнi ситуацiї:

а) bj /∈ ∆0
nj , R

В такому випадку точка bj лежить в якомусь з правiших цилiндрiв з ∆nj−1, R i

∆0
nj , R

⊂ Ej , |∆0
nj , R

| ≤ |∆kj
nj |. Отже, вiдрiзок Ej можемо покрити цилiндрами

∆kj−1
nj

,∆kj
nj
,∆kj+1

nj
, . . . ,∆kj+i

nj
, . . . ,∆0

nj , R
,∆1

nj , R
, . . . .

Вiдповiдно

|∆kj−1
nj

|α + |∆kj
nj
|α + |∆kj+1

nj
|α + . . .+ |∆kj+i

nj
|α + . . .+ |∆0

nj , R
|α + |∆1

nj , R
|α + . . . ≤

≤ 2|∆kj
nj
|α + |∆kj

nj
|α +

∞∑

i=1

|∆kj+1
nj

|α + |∆kj
nj
|α +

∞∑

i=1

|∆kj+1
nj

|α =

= 4|∆kj
nj
|α + 2f(α)|∆kj

nj
|α = (4 + 2f(α))|∆kj

nj
|α.

Тому
1

4 + 2f(α)

( ∞∑

i=0

|∆kj−1+i
nj

|α +

∞∑

i=0

|∆i
nj , R

|α
)
< |Ej |α, (9)

де |∆kj−1+i
nj | ≤ 2ε, |∆i

nj , R
| ≤ ε.

б)bj ∈ ∆0
nj , R

i |∆0
nj , R

| ≤ |∆kj
nj |

Вiдрiзок Ej можемо покрити цилiндрами

∆kj−1
nj

,∆kj
nj
,∆kj+1

nj
, . . . ,∆kj+i

nj
, . . . ,∆0

nj , R
.
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Вiдповiдно

|∆kj−1
nj

|α + |∆kj
nj
|α + |∆kj+1

nj
|α + . . .+ |∆kj+i

nj
|α + . . . |∆0

nj , R
|α ≤

2|∆kj
nj
|α + |∆kj

nj
|α +

∞∑

i=1

|∆kj+i
nj

|α + |∆kj
nj
|α = 4|∆kj

nj
|α + |∆kj

nj
|αf(α) =

= (4 + f(α))|∆kj
nj
|α.

Отже,
1

4 + f(α)

( ∞∑

i=0

|∆kj−1+j
nj

|α + |∆0
nj , R

|α
)
< |Ej|α. (10)

де всi вказанi цилiндри не перевищують 2ε.

в) b ∈ ∆0
nj , R

i |∆0
nj , R

| > |∆kj
nj |

Подiлимо вiдрiзок ∆0
nj , R

навпiл i вiзьмемо лiву половину. Це буде цилiндричний

вiдрiзок (nj +1)–го рангу. Позначимо його як ∆0
nj+1, R. Подiлимо отриманий вiдрiзок

знову навпiл i вiзьмемо праву частину, яку позначимо ∆0
nj+2, R.

Повторюючи процедуру kj − 1 разiв отримаємо цилiндричний вiдрiзок ∆0
nj+kj−1

довжина якого буде рiвна довжинi ∆
kj
nj .

Якщо bj 6∈ ∆0
nj+kj−1, то ∆0

nj+kj−1 ⊂ Ej i отримаємо випадок аналогiчний до випад-

ку а i отримаємо нерiвнiсть

1

4 + 2f(α)

( ∞∑

i=0

|∆kj−1+i
nj

|α +

∞∑

i=0

|∆i
nj+kj−1, R|α

)
< |Ej |α, (11)

де всi вказанi цилiндри не довшi за 2ε.

Якщо bj ∈ ∆0
nj+kj−1, R, то отримаємо випадок аналогiчний до випадку б i має

мiсце нерiвнiсть

1

4 + f(α)

( ∞∑

i=0

|∆kj−1+i
nj

|α + |∆0
nj+kj−1, R|α

)
< |Ej|α, (12)

де всi вказанi цилiндри не перевищують 2ε. Отже, для ∀ε > 0, ∀Ej , ∀α > 0 iснує скiн-

чений чи зчисленний набiр цилiндрiв, дiаметри яких не перевищують 4ε i об’єднання

яких мiстить Ej. В кожному з можливих випадкiв занумеруємо вказанi цилiндри i

позначимо через ∆(j, i).

З нерiвностей (7), (8), (9), (10), (11), (12) слiдує, що
∑

i

|∆(j, i)|α ≤ (5 + 2f(α))|Ej|α

i ⋃

i

∆(j, i) ⊃ Ej .
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Тому ∑

j

∑

i

|∆(j, i)|α ≤ (5 + 2f(α))
∑

j

|Ej |α.

Отже,

Hα
4ε(E,Φ) ≤ (5 + 2f(α))

∑

j

|Ej|α, ∀{Ej}, |Ej| ≤ ε.

Тодi

Hα
4ε(E,Φ) ≤ (5 + 2f(α))Hα

ε (E),

Hα(E,Φ) ≤ (5 + 2f(α))Hα.

За властивостями α–мiр Хаусдорфа Hα(E) ≤ Hα(E,Φ). Тому

Hα(E) ≤ Hα(E,Φ) ≤ (5 + 2f(α))Hα(E)

iHα(E) iHα(E,Φ) одночасно прямують до нуля та нескiнченностi. Тому dimH(E,Φ) =

dimH E, тобто, для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича довiльної пiдмно-

жини одиничного вiдрiзка можна обмежитись аналiзом покриттiв даної множини

цилiндричними вiдрiзками Q∞–розбиття з матрицею Q∞ = (1
2

1
4

1
8
. . . 1

2i . . .). �

3. Ймовiрнiснi мiри з незалежними Q∞-символами та їх лебегiвська i

спектральна структура

Нехай {ξk} — послiдовнiсть незалежних випадкових величин з наступними роз-

подiлами:

P (ξk = i) := pik ≥ 0, де
∞∑

i=0

pik = 1, ∀k ∈ N.

Використовуючи послiдовнiсть {ξk} та Q∞-представлення, розглянемо наступну

випадкову величину:

ξ := ∆ξ1ξ2...ξk... , (13)

яку називають випадковою величиною з незалежними Q∞-символами (цифрами).

Розподiл ξ повнiстю визначається двома матрицями: Q∞ та P = ||pik||. Позначимо

через µξ вiдповiдну ймовiрнiсну мiру, яку будемо називати ймовiрнiсною мiрою з

незалежними Q∞–символами. Властивостi мiр µξ вивчались в роботах [7, 12, 14, 1].

Очевидно, що ймовiрнiсна мiра µξ спiвпадає з образ-мiрою µ∗, яка була описана

в Роздiлi 2. Тому наступне твердження є прямим наслiдком теореми 1

Твердження 1. Якщо ξk незалежнi i однаково розподiленi випадковi величини,

то µξ є iнварiантною i ергодичною вiдносно перетворення одностороннього зсуву T .

Оскiльки [4] будь-якi двi ергодичнi i iнварiантнi мiри або спiвпадають або взаємно

ортогональнi, то отримаємо
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Теорема 5. Нехай µξ∗ i µξ∗∗ — мiри з незалежними однаково розподiленими

Q∞–символами. Тодi цi мiри або спiвпадають, або є взаємно ортогональними.

Якщо pi = qi, ∀i ∈ N , то мiра µξ спiвпадає з мiрою Лебега.

Якщо pi 6= qi хоча б для одного i ∈ N , то мiра µξ є сингулярною вiдносно мiри

Лебега.

Зауваження 1. Iнше (значно громiздкiше) доведення цього факту можна знай-

ти в роботах [14, 7].

Наступна теорема повнiстю описує лебегiвську структуру розподiлу випадкової

величини ξ для випадку, коли символи Q∞−зображення є незалежними i, взагалi

кажучи, рiзнорозподiленими випадковими величинами.

Теорема 6. Випадкова величина ξ має розподiл чистого типу, причому

1) µξ є чисто абсолютно неперервною тодi i тiльки тодi, коли

ρ :=

∞∏

k=1

{ ∞∑

i=0

√
pik · qi

}
> 0; (14)

2) µξ є чисто дискретною тодi i тiльки тодi, коли

Pmax :=

∞∏

k=1

max
i

{pik} > 0; (15)

3) µξ є чисто сингулярно неперервною у всiх iнших випадках, тобто тодi i тiль-

ки тодi, коли

ρ = 0 = Pmax. (16)

Доведення. Мiри µ∗ i ϑ∗ були означеннi в (3). Зрозумiло, що µ∗ ≡ µξ. Вiдобра-

ження ϕ є бiвимiрним (тобто, ϕ i ϕ−1 є вимiрними) i бiєктивним. Тому за теоремою 1

з [8] мiра µξ є абсолютно неперервною (сингулярною) вiдносно мiри Лебега тодi i ли-

ше тодi, коли µ є абсолютно неперервною (сингулярною) вiдносно мiри ϑ. Оскiльки

qi > 0, то µk � ϑk, ∀k ∈ N . Застосовуючи теорему Какутанi [?] та беручи до уваги

факт бiвимiрностi та бiєктивностi вiдображення ϕ, отримуємо

µξ � λ ⇔
∞∏

k=1

∫

Ωk

√
dµk
dϑk

dϑk > 0 ⇔
∞∏

k=1

( ∞∑

i=0

√
pikqi

)
> 0, (17)

µξ ⊥ λ ⇔
∞∏

k=1

∫

Ωk

√
dµk
dϑk

dϑk = 0 ⇔
∞∏

k=1

( ∞∑

i=0

√
pikqi

)
= 0. (18)

Звичайно, сингулярно розподiлена вiдносно мiри Лебега випадкова величина ξ

може бути розподiлена дискретно. Для довiльної точки x ∈ [0, 1) множина ϕ−1(x)

складається з єдиної точки з Ω. Отже, мiра µξ є дискретною тодi i тiльки тодi, коли

мiра µ є дискретною.
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Якщо
∞∏
k=1

max
i
pik = 0, то

µ(ω) =

∞∏

k=1

pωkk ≤
∞∏

k=1

max
i
pik = 0, ∀ω ∈ Ω,

i µ є неперервною.

Якщо
∞∏
k=1

max
i
pik > 0, то розглянемо множину A+ = {ω : µ(ω) > 0}. Множина

A+ складається з точок ω∗ = (ω∗
1, ω

∗
2, ..., ω

∗
k, ...) таких, що pω∗

kk
= max

i
pik. Легко

бачити, що для всiх точок ω ∈ A+ умова pωkk 6= max
i
pik виконується лише для скiн-

ченної кiлькостi значень k. Отже, A+ є зчисленною i подiя "ω ∈ A+” не залежить

вiд довiльної скiнченної кiлькостi координат точки ω. Тому, застосувавши закон 0 та

1 А.М. Колмогорова, отримуємо висновок, що µ(A+) = 0 або µ(A+) = 1. Оскiльки

µ(A+) ≥ µ(ω∗) > 0, то µ(A+) = 1, що й доводить дискретнiсть мiри µ. �

Зауваження 2. Iнший пiдхiд до знаходження критерiїв абсолютної неперерв-

ностi та сингулярностi мiри µξ можна знайти в [7].

Наслiдок 2. Якщо ξk—незалежнi i однаково розподiленi, то

1) µξ дискретна, тодi i тiльки тодi коли iснує таке i0, що pi0 = 1;

2) µξ абсолютно неперервна, тодi i тiльки тодi коли pi = qi для довiльного i ∈ N ;

3) µξ сингулярно неперервна у всiх iнших випадках.

У випадку сингулярностi дослiдимо спектральну структуру розподiлу випадкової

величини з незалежними Q∞− символами.

Означення 3. Сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра µ називається мiрою чи-

стого GS-типу, якщо iснує послiдовнiсть (неперекривних) вiдрiзкiв {[ai, bi]} таких,

що 



[ai, bi] ⊂ Sµ,

µ

(⋃
i

[ai, bi]

)
= 1.

Означення 4. Сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра µ на R1 називається мiрою

чистого GC-типу (узагальненого канторiвського типу), якщо iснує нiде не щiльна

множина E така, що




E ⊂ Sµ,

µ(E) = 1,

∀x ∈ E ∃ε(x) > 0 : [x− ε(x), x+ ε(x)] ∩ Sµ — множина нульової мiри Лебега.
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Означення 5. Сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра µ називається мiрою чи-

стого GP -типу, якщо iснує нiде не щiльна множина E така, що




E ⊂ Sµ,

µ(E) = 1,

∀x ∈ E ∀ε > 0 : [x− ε, x+ ε] ∩ Sµ — множина додатної мiри Лебега.

Сингулярно неперервнi мiри GC-, GP- та GS- типiв утворюють неперетиннi сiмей-

ства. Об’єднання цих сiмейств не спiвпадає з сiмейством всiх сингулярно неперервних

ймовiрнiсних мiр на R1, оскiльки iснують сингулярно неперервнi ймовiрнiснi мiри на

R1, якi не належать до жодного з вищеназваних класiв, але має мiсце наступна тео-

рема.

Теорема 7. ([13]) Довiльна сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра µ на R1

може бути представлена у виглядi

µ = α1µ
GS + α2µ

GC + α3µ
GP , (19)

де α1 ≥ 0, α2 ≥ 0, α3 ≥ 0, α1 + α2 + α3 = 1; µGS, µGC i µGP — сингулярно неперервнi

ймовiрнiснi мiри GS, GC та GP -типу вiдповiдно.

З метою дослiдження тополого-метричних властивостей розподiлу випадкової ве-

личини з незалежними Q∞− символами вивчимо властивостi одного класу множин.

Нехай V := {Vk}∞k=1, Vk ⊆ {0, 1, 2, . . .}. Означимо

C[Q∞, {Vk}] = {x ∈ [0, 1] : x = ∆i1i2...ik..., ik ∈ Vk} , (20)

тобто, C[Q∞, {Vk} складається з точок, якi можуть бути Q∞−представленими з ви-

користанням лише символiв ik з множини Vk на k-й позицiї їх Q∞−представлення.

Якщо Vk 6= {0, 1, 2, 3, . . .} для щонайменше одного k < k0, i Vk = {0, 1, 2, . . .} для

всiх k ≥ k0 (при деякому k0 > 1), то C[Q∞, {Vk} є об’єднанням вiдрiзкiв. У цьому

випадку множина C[Q∞, {Vk} отримується шляхом вилучення з [0, 1) всiх iнтервалiв

∆̇i1...ik, k < k0 з ik /∈ Vk (де точка над ∆ означає, що ∆̇i1...ik, є вiдкритим). Якщо умова

Vk 6= {0, 1, 2, . . .} виконується для нескiнченної кiлькостi значень k, то, очевидно,

C[Q∞, {Vk} є нiде не щiльною множиною.

Вивчимо метричнi властивостi множини C[Q∞, {Vk}]. Нехай Sk(V) означає суму

всiх елементiв qi таких, що ik ∈ Vk, тобто, Sk(V) :=
∑
i∈Vk

qi. Зауважимо, що 0 <

Sk(V) ≤ 1.

Лема 1. Мiра Лебега множини C[Q∞, {Vk} дорiвнює

λ(C[Q∞, {Vk}]) =
∞∏

k=1

Sk(V). (21)
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Доведення. Нехай Cn :=
⋃

ik∈Vk

∆i1...in. Легко бачити, що Cn ⊆ Cn−1 i C[Q∞, {Vk}] =

∞⋂
n=1

Cn. З означення множин Cn i з (1) випливає, що λ(Cn) =
n∏
k=1

Sk(V), i, отже,

λ(C[Q∞, {Vk}]) = lim
n−→∞

λ(Cn) =
∞∏
k=1

Sk(V). �

Наслiдок 3. Нехай Wk(V) = 1 − Sk(V) ≥ 0. Множина C[Q∞, {Vk}] має нулеву

мiру Лебега тодi i тiльки тодi, коли

∞∑

k=1

Wk(V) = ∞ . (22)

Наступна теорема встановлює необхiднi та достатнi умови належностi µξ до кож-

ного з чистих тополого-метричних (GS-, GC-, GP-) типiв.

Теорема 8. Сингулярно неперервно розподiлена випадкова величина з незалеж-

ними Q∞− символами має чистий тополого-метричний тип, причому

1) µξ має чистий GS-тип тодi i тiльки тодi, коли матриця P мiстить лише

скiнченну кiлькiсть стовпчикiв, що мiстять нулевi елементи.

2) µξ має чистий GC-тип тодi i тiльки тодi, коли матриця P мiстить нескiн-

ченну кiлькiсть стовпчикiв, що мiстять нулевi елементи, i
∞∑

k=1

(
∑

i:pik=0

qi) = ∞ . (23)

3) µξ має чистий GP–тип тодi i тiльки тодi, коли матриця P мiстить нескiн-

ченну кiлькiсть стовпчикiв, що мiстять нулевi елементи i
∞∑

k=1

(
∑

i:pik=0

qi) <∞. (24)

Доведення. Розглянемо множину C[Q∞, {Vk}], де послiдовнiсть V = {Vk}∞k=1

визначається матрицею P наступним чином: Vk = {i : pik 6= 0}. Спектр мiри µξ спiв-

падає з замиканням множини C[Q∞, {Vk}] (у цьому випадку рiзниця (C[Q∞, {Vk}])cl\
C[Q∞, {Vk}] є не бiльш як зчисленною). Тому для встановлення тополого-метричної

структури множини Sξ можемо застосувати вищенаведенi результати.

Отже, якщо матриця P мiстить лише скiнченну кiлькiсть стовпчикiв, що мiстять

нулевi елементи, то Vk = {0, 1, 2 . . .}, k > k0 для деякого k0 > 0. У цьому випадку

C[Q∞, {Vk}] є об’єднанням не бiльш як зчисленної кiлькостi вiдрiзкiв. Тому мiра µξ
має GS-тип.

У протилежному випадку матриця P мiстить нескiнченну кiлькiсть стовпчикiв,

що мiстять нулевi елементи, i, отже, C[Q∞, {Vk}] є нiде не щiльною множиною. За
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попередньою лемою мiра Лебега множини C[Q∞, {Vk}] дорiвнює

λ(C[Q∞, {Vk}]) =

∞∏

k=1

Sk(V) =

∞∏

k=1

(
∑

i∈Vk

qi) =

∞∏

k=1

(1 −
∑

i:pik=0

qi).

Отже, або λ(C[Q∞, {Vk}]) = 0 (при умовi, що виконується умова (23)), або

λ(C[Q∞, {Vk}]) > 0, (при умовi, що виконується умова (24) ). Тому у цьому випадку

µξ є або чистого GC-типу, або чистого GP-типу.

Оскiльки умови 1), 2) i 3) теореми є взаємно виключаючими i одна з них завжди

виконується, то розподiл випадкової величини ξ з незалежними Q∞-символами за-

вжди має чистий тополого-метричний тип. �

Зауваження 3. Використовуючи останню теорему i теорему 6, легко кон-

струювати сингулярно неперервнi ймовiрнiснi мiри довiльного тополого-метричного

типу.

Приклад 1. Нехай µ — ймовiрнiсна мiра з незалежними однаково розподiленими

Q∞–символами, яка визначається матрицею

Q∞ =

(
1

2
,
1

4
,
1

8
, . . .

)

i матрицею P , k-тий стовпчик Pk якої визначається рiвнiстю

P T
k =

(
2

3
,
2

9
,

2

27
, . . .

)
.

Мiра µ буде сингулярно неперервною за наслiдком з теореми 6. Спектр мiри спiв-

падає з iнтервалом [0, 1). Ця мiра має GS–тип.

Приклад 2. Нехай µ — ймовiрнiсна мiра з незалежними однаково розподiленими

Q∞–символами, яка задається матрицею

Q∞ = (q0, q1, q2, q3, . . .)

i матрицею P , k-тий стовпчик Pk якої визначається рiвнiстю

P T
k = (p0, 0, p2, p3, . . .) ,

де P T
k мiстить принаймнi два ненульових елементи. Тодi мiра µ буде сингулярно

неперервною за наслiдком теореми 6. Множина E буде складатись з таких x ∈ [0, 1),

в Q∞–представленнi яких вiдсутня цифра 1, тобто,

E =
{
x : x = ∆i1(x)i2(x)..., ik(x) 6= 1, ∀k ∈ N

}
.

Ця множина є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега i спiвпадає з спектром

Sµ. Мiра µ має GC–тип.
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Приклад 3. Нехай µ— ймовiрнiсна мiра з незалежними Q∞–символами, яка

визначається матрицею

Q∞ =

(
2

3
,

2

32
, . . . ,

2

3k−1
,

2

3k
,

2

3k+1
. . .

)

матрицею P , k-тий стовпчик Pk якої визначається рiвнiстю

P T
k =

(
1

2
,

1

22
, . . . ,

1

2k−1
, 0,

1

2k
, . . .

)
.

Мiра µ буде сингулярно неперервною мiрою за (16). Ця мiра має GP–типу.

Зауваження 4. Якщо µ — ймовiрнiсна мiра з незалежними однаково розподi-

леними Q∞–символами, то µ не може бути мiрою GP−типу.

Зауваження 5. З виконання умови 24 ще не випливає, що вiдповiдна ймовiр-

нiсна мiра буде сингулярно неперервною мiрою GP−типу. Потрiбно додатково пе-

ресвiдчитись в сингулярностi розподiлу.

Приклад 4. Нехай µ — ймовiрнiсна мiра з незалежними Q∞–символами, яка

визначається матрицею

Q∞ = (q0, q1, q2, . . .)

i матрицею P , k-тий стовпчик Pk якої визначається рiвнiстю

P T
k = (p0k, p1k, p2k, . . .) , k ∈ N,

де

pik =





0, якщо i = k − 1,

qi
1−qk−1

, якщо i 6= k − 1.

У цьому разi умова (24) виконується, але мiра µ буде абсолютно неперервною мiрою,

спектр якої є нiде не щiльною множиною додатної мiри Лебега.

4. Розмiрнiсть Хаусдорфа мiри з незалежними однаково розподiленими

Q∞-символами

Основною метою даного роздiлу є вивчення тонких фрактальних властивостей

ймовiрнiсних мiр з незалежними однаково розподiленими Q∞-символами. З цiєю ме-

тою нагадаємо необхiднi означення (див. [17]).

Означення 6. Хаусдорфовою розмiрнiстю мiри µ називається число

dimH µ = inf
A∈Aµ

{dimH(A)},

де Aµ = {A : A ∈ B, µ(A) = 1}— множина всеможливих борелiвських носiїв мiри µ.
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Означення 7. Локальною розмiрнiстю мiри µ в точцi x0 називається число

dimH(µ, x0) = lim
ε→0

[
inf
A∈Aµ

{
dimH(A ∩ (x0 − ε, x0 + ε))

}]
.

Означення 8. Мiрa µ називається мiрою внутрiшньо точної розмiрностi α, якщо

dimH(µ, x) = lim
δ→0

lnµ(x− δ, x+ δ)

ln δ
= α

виконується для µ-майже всiх x ∈ R.

Нехай ν — неперервна ймовiрнiсна мiра на борелiвських пiдмножинах з [0, 1].

Нагадаємо, що ν − α-мiрою Хаусдорфа-Бiллiнгслi множини M вiдносно сiмейства

покриттiв Φ називається число

Lν(M,α,Φ) = lim
ε→0

{
inf

ν(Ej)≤ε

∑

j

να(Ej)

}
= lim

ε→0
Lν(M,α, ε,Φ),

де Ej ∈ Φ,
⋃
j

Ej ⊃M .

Означення 9. Число αν(M,Φ) = sup{α : Lν(M,α,Φ) = ∞} називається ν-

розмiрнiстю Хаусдорфа-Бiллiнгслi множини M вiдносно сiмейства Φ (або розмiр-

нiстю Хаусдорфа-Безиковича множини M вiдносно даної мiри ν i даного сiмейства

покриттiв Φ).

Якщо ν — мiра Лебега на [0, 1], то αν(M,Φ) = dimH(M,Φ).

Нехай ν i µ— двi неперервнi ймовiрнiснi мiри на борелiвськiй σ-алгебрi B, ∆n(x) =

∆Q∞

α1(x)α2(x)...αn(x) — вiдрiзок n-го рангу Q∞-представлення точки x.

Теорема 9. Нехай

B =

{
x : lim

n→∞

ln ν(∆n(x))

lnµ(∆n(x))
≤ δ

}
,

A — сiмейство рангових вiдрiзкiв Q∞-розбиття. Тодi для довiльного δ ≥ 0 має мiсце

нерiвнiсть:

αµ(B,A) ≤ δ.

Доведення. Позначимо

A =
{
x : ∀ε > 0 умова ν(∆n(x)) ≥ µ(∆n(x))

δ+ε

виконується для нескiнченної кiлькостi iндексiв n} .
Очевидно, що B ⊂ A. Крiм того, якщо ∀x ∈ [0, 1) i ∀n ∈ N , µ(∆n(x)) > 0, то

B ≡ A. Доведемо, що αµ(A,A) ≤ δ.
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Зафiксуємо ε > 0 i ρ > 0. Нехай UA — множина всеможливих рангових вiдрiзкiв,

якi мають властивостi: 



µ(∆n(x)) < ρ;

ν(∆n(x)) ≥ µ(∆n(x))
δ+ε;

x ∈ A.

Тодi сiмейство UA покриває множину A (для кожної точки x ∈ A iснує безлiч iндексiв

n, для яких виконується першi двi нерiвностi системи).

Нехай VA мiстить всi тi елементи з UA, якi не є пiдмножинами iнших елементiв

з UA. Очевидно, що сiмейство VA покриває множину A i цилiндричнi множини, якi

входять до VA, не мають спiльних внутрiшнiх точок.

Тодi

1 ≥
∑

∆∈VA

ν(∆) ≥
∑

∆∈VA

[µ(∆)]δ+ε ≥ Lµ(A, δ + ε, ρ) = inf
µ(Ei)≤ρ

∑

i

[µ(Ei)]
δ+ε.

Оскiльки ρ > 0 вибиралось довiльним, то

lim
ρ→0

Lµ(A, δ + ε, ρ) = Lµ(A, δ + ε) ≤ 1.

Отже, ∀ε > 0 Lµ(A, δ+ ε) ≤ 1. Тому розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини

A вiдносно мiри µ задовольняє умову:

αµ(A,A) ≤ δ + ε.

Оскiльки ε > 0 вибиралось довiльним, то αµ(A,A) ≤ δ. Оскiльки B ⊂ A, то

αµ(B,A) ≤ αµ(A,A) ≤ δ. Теорему доведено. �

Нехай ∆n(x) — цилiндричний вiдрiзок n-го рангу Q∞-розбиття, який мiстить точ-

ку x i δ ≥ 0, ν i µ — неатомарнi мiри на борелiвських пiдмножинах вiдрiзка [0, 1).

Наступна теорема є узагальненням теореми 2.2 з [?], але доводиться цiлком ана-

логiчно.

Теорема 10. Якщо

M ⊂
{
x : lim

n→∞

ln ν(∆n(x))

lnµ(∆n(x))
≥ δ

}
, (25)

то

αµ(M,A) ≥ δ · αν(M,A). (26)

Нехай

ξ = ∆ξ1ξ2...ξ...

— випадкова величина з незалежними однаково розподiленими Q∞–знаками ξ1, ξ2,

. . ., ξk, . . ., якi набувають значень 0, 1, 2, . . . з ймовiрностями p0, p1, p2, . . . .Наступна
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теорема присвячена обчисленню розмiрностi Хаусдорфа ймовiрнiсної мiри µξ, що

вiдповiдає випадковiй величинi ξ з незалежними Q∞-знаками.

Лема 2 (Нерiвнiсть Гiббса). Нехай Q∞ = (q0, q1, . . . , qn, . . .) — стохастичний

вектор з додатними координатами. Тодi для довiльного стохастичного вектора

P∞ = (p0, p1, . . . , pn, . . .) має мiсце нерiвнiсть

−
∞∑

i=0

pi ln pi ≤ −
∞∑

i=0

pi ln qi, (27)

причому рiвнiсть має мiсце тодi i тiльки тодi, коли pi = qi, ∀i ∈ N ∪ {0}.

Доведення. Пряма, яка задана рiвнянням y = x − 1, є дотичною до графiка

функцiї y = ln x в точцi x0 = 1. Тому, очевидно, що

ln x ≤ x− 1, ∀x ∈ (0,+∞), (28)

причому рiвнiсть має мiсце тодi i тiльки тодi, коли x = 1.

Нехай A+ = {i : i ∈ N ∪ {0}, pi > 0}. Тодi, беручи до уваги (28), маємо

−
∑

i∈A+

pi ln
qi
pi

≥ −
∑

i∈A+

pi(
qi
pi

− 1) = 1 −
∑

i∈A+

qi ≥ 0. (29)

Нерiвнiсть − ∑
i∈A+

pi
qi
pi

≥ 0 рiвносильна нерiвностi

−
∑

i∈A+

pi ln qi ≥ −
∑

i∈A+

pi ln pi.

Покладаючи за означенням 0 · ln 0 = 0, отримаємо

−
∞∑

i=0

pi ln pi ≤ −
∞∑

i=0

pi ln qi,

що й треба було довести.

Знайдемо умови, при яких в (27) можлива рiвнiсть. З (28) та (29) слiдує, що

рiвнiсть має мiсце тодi i тiльки тодi, коли




qi
pi

= 1, ∀i ∈ A+,∑
i∈A+

qi = 1,

тобто, коли qi = pi > 0, ∀i ∈ N ∪ {0}. �

Теорема 11 (Колмогорова). Якщо ξ1, ξ2, . . . — послiдовнiсть незалежних одна-

ково розподiлених випадкових величин таких, що

M(ξ1) <∞,
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то
ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn − nM(ξ1)

n
→ 0 (P -майже напевно).

Позначимо

h = −
∞∑

i=0

pi ln pi,

b = −
∞∑

i=0

pi ln qi.

Теорема 12. Якщо µξ — мiра з незалежними однаково розподiленими Q∞-

символами i

−
∞∑

i=0

pi ln qi < +∞, (30)

то мiра µξ є мiрою внутрiшньо точної розмiрностi

α =
h

b
.

Доведення. Нехай ∆n(x) = ∆α1(x)α2(x)...αn(x) — цилiндричний вiдрiзок n-го рангу

Q∞-розбиття, який мiстить точку x, µ — ймовiрнiсна мiра, яка вiдповiдає розподiлу

випадкової величини ξ, тобто ∀E ∈ B: µ(E) = P{ξ ∈ E}, λ — мiра Лебега на [0, 1).

Тодi

µ(∆n(x)) = pα1(x) · pα2(x) · ... · pαn(x),

λ(∆n(x)) = qα1(x) · qα2(x) · ... · qαn(x).

Розглянемо вiдношення

lnµ(∆n(x))

lnλ(∆n(x))
=

n∑
j=1

ln pαj(x)

n∑
j=1

ln qαj(x)

.

Якщо x = ∆α1(x)α2(x)...αn(x)... вибирається випадково так, що P (αj(x) = i) = pi

(тобто розподiл випадкової величини x описується мiрою µ), то {ηj} = {ηj(x)} =

{ln pαj(x)} i {ψj} = {ψj(x)} = {ln qαj(x)} є послiдовностями незалежних однаково

розподiлених випадкових величин з наступними розподiлами:

ηj ln p0 ln p1 ... ln pk . . .

p0 p1 ... pk . . .

ψj ln q0 ln q1 ... ln qk . . .

p0 p1 ... pk . . .

Оскiльки за (30) для випадкової величини η1 математичне сподiвання

M(η1) = h = −
∞∑

i=0

pi ln pi < +∞,
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то, за теоремою 11, для µ-майже всiх точок x ∈ [0, 1) має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

(η1 + η2 + ...+ ηn) − nh

n
= 0. (31)

За нерiвнiстю Гiббса (27) та умовою (30) отримаємо, що для випадкової величини

ψ1 математичне сподiвання

M(ψ1) = b = −
∞∑

i=0

pi ln qi < +∞.

Тому можемо застосувати теорему Колмогорова 11: для µ-майже всiх x ∈ [0, 1):

lim
n→∞

(ψ1 + ψ2 + ...+ ψn) − nb

n
= 0. (32)

Розглянемо множину

A =

{
x : lim

n→∞

(
η1(x) + η2(x) + ... + ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + ...+ ψn(x)
− h

b

)
= 0

}
=

{
x : lim

n→∞

(η1(x) + ...+ ηn(x)) − h
b
(ψ1(x) + ... + ψn(x))

ψ1(x) + ...+ ψn(x)
= 0

}

=



x : lim

n→∞

(
η1(x)+...+ηn(x)

n
− h
)
− h

b

(
ψ1(x)+...+ψn(x)

n
− b
)

ψ1(x)+...+ψn(x)
n

= 0



 .

З (31) та (32) випливає, що для µ-майже всiх x ∈ [0, 1)

lim
n→∞

(
η1(x)+...+ηn(x)

n
− h
)
− h

b

(
ψ1(x)+...+ψn(x)

n
− b
)

ψ1(x)+...+ψn(x)
n

= 0.

Тому µ(A) = 1 i, отже, αµ(A,A) = 1.

Розглянемо наступнi множини

A1 =

{
x : lim

n→∞

(
η1(x) + η2(x) + ...+ ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + ... + ψn(x)
− h

b

)
= 0

}
;

A2 =

{
x : lim

n→∞

(
η1(x) + η2(x) + ... + ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + ... + ψn(x)

)
≤ lim

n→∞

h

b

}
=

=

{
x : lim

n→∞

lnµ(∆n(x))

lnλ(∆n(x))
≤ lim

n→∞

h

b

}
;

A3 =

{
x : lim

n→∞

(
η1(x) + η2(x) + ... + ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + ... + ψn(x)

)
≥ lim

n→∞

h

b

}
=

=

{
x : lim

n→∞

ln ν(∆n(x))

lnµ(∆n(x))
≥ lim

n→∞

h

b

}
.
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Очевидно, що A ⊂ A1. Доведемо включення A1 ⊂ A3 and A ⊂ A2. Використаємо

для цього вiдому нерiвнiсть

lim
n→∞

(xn − yn) ≤ lim
n→∞

(xn) − lim
n→∞

(yn),

яка виконується для довiльних послiдовностей {xn} та {yn} дiйсних чисел.

Якщо x ∈ A1, то

lim
n→∞

(
η1(x) + η2(x) + ...+ ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + ... + ψn(x)

)
− lim

n→∞

h

b
≥ lim

n→∞

(
η1(x) + η2(x) + ...+ ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + ...+ ψn(x)
− h

b

)
= 0.

Отже, x ∈ A3

Якщо x ∈ A, то

lim
n→∞

(
η1(x)+η2(x)+...+ηn(x)
ψ1(x)+ψ2(x)+...+ψn(x)

− h
b

)
= 0, i

lim
n→∞

h

b
− lim
n→∞

(
η1(x) + η2(x) + ...+ ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + ...+ ψn(x)

)
≥ lim

n→∞

(
h

b
− η1(x) + η2(x) + ...+ ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + ... + ψn(x)

)
=

= lim
n→∞

(
η1(x) + η2(x) + ...+ ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + ...+ ψn(x)
− h

b

)
= 0

Отже, x ∈ A2.

За теоремою 9:

αλ(A2,A) ≤ D.

Оскiльки A ⊂ A1 ⊂ A2, то αλ(A,A) ≤ D.

Оскiльки

A ⊂ A3 =

{
x : lim

n→∞

lnµ(∆n(x)

lnλ(∆n(x))
≥ D

}
,

то за теоремою 10:

αλ(A,A) ≥ D · αµ(A,A) = D · 1 = D.

Отже, αλ(A,A) = D. Оскiльки λ — мiра Лебега на [0, 1), тo dimH(A,A) =

αλ(A,A) = D. За теоремою 9: dimH(A,A) = dimH A. Отже, dimH A = D.

Доведемо тепер, що побудована вище множина A є ”найекономнiшим” носiєм мiри

µ в смислi розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича.

Нехай C — деякий носiй мiри µ, тобто µ(C) = 1. Очевидно, що C1 = C ∩ A

— теж носiй мiри µ i C1 ⊂ C. Тому dimH C1 ≤ dimH C i C1 ⊂ A. Доведемо, що

dimH C1 = dimH A.

Оскiльки C1 ⊂ A, то dimH C1 ≤ dimH A = D.

З iншого боку,

C1 ⊂ A ⊂ A3 =

{
x : lim

n→∞

lnµ(∆n(x))

lnλ(∆n(x))
≥ D

}
.

Тому за теоремою 10:

dimH C1 = αλ(C1,A) ≥ D · αµ(C1,A) = D · 1 = D.
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Отже, dimH C1 = D = dimH A. Теорему доведено. �
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