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узагальненими послiдовностями Фiбоначчi
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Анотацiя. У статтi вивчається двосимвольна система зображення дiйсних чисел,

в основi якої лежить нескiнченно мала знакододатна узагальнена послiдовностi Фi-

боначчi, а саме, послiдовностi дiйсних чисел (un), члени якої володiють наступною

властивiстю: un+2 = pun+1 + sun, n ∈ N , де u1, u2, p, s — фiксованi додатнi дiйснi

числа. Дослiджувана система числення є надлишковою, оскiльки довiльне дiйсне

число з деякого вiдрiзка може бути зображеним нескiнченною кiлькiстю способiв.

Вивчено властивостi цилiндрiв, що вiдповiдають даному зображенню, дослiджено

специфiку їх перекриттiв.

Ключовi слова: узагальненi послiдовностi Фiбоначчi, система числення, мно-

жина неповних сум ряду, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича.

Abstract. In this paper we study two-symbol representation of real number, which are

based on infinity small positive Fibonacci generalized sequences, namely, the sequences of

real numbers (un), whose terms satisfying following condition: un+2 = pun+1 + sun, n ∈
N , where u1, u2, p, s — fixed positive real numbers. This numerical system is redundant,

since every real number from studied segment can be represented by infinity ways. In-

vestigated the properties of cylindrical sets, which correspond this representing, studied

the specificity of their overlap.

Keywords: Fibonacci generalized sequence, numerical system, the set of incomplete
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Вступ

Стрiмкий розвиток математики привiв до необхiдностi у використаннi рiзних си-

стем числення та способiв подання чисел, зокрема нетрадицiйних. Широко вико-

ристовуються s-адичнi розклади, ланцюговi дроби, Q̃-зображення, медiантне, пред-

ставлення рядами Остроградського i Люрота та iншi способи подання дiйсних чисел.

Вони дають змогу описувати класи фрактальних множин, функцiй, розподiлiв ймо-

вiрностей, дослiджувати об’єкти зi складною локальною будовою.

Класична послiдовнiсть Фiбоначчi та її узагальнення широко використовуються

в рiзних роздiлах математики, зокрема, для побудови метричної, ймовiрнiсної та

фрактальної теорiй дiйсних чисел. У роботi [8] дослiджується система числення в

основi якої лежить нескiнченно мала послiдовнiсть Фiбоначчi (ϕ̂-зображення), тобто

така послiдовнiсть дiйсних чисел (un), для членiв якої виконується рiвнiсть

un+2 = un+1 + un.

Доведено, що довiльне дiйсне число x ∈ [−1;ϕ], де ϕ = 1+
√

5
2

, може бути пред-

ставлене пiдсумою (неповною сумою) ряду
∑∞

n=1 ϕ
n−1. Така система числення має

двосимвольний алфавiт та ненульову надлишковiсть, що є важливим у питаннях ко-

дування iнформацiї та її технiчного використання.

У роботi [9] розглядається зображення чисел пiдсумами ряду
∑∞

n=1 Fn
−1, елемента-

ми якого є числа, оберненi до членiв класичної послiдовностi Фiбоначчi. Така система

зображення чисел має ненульову надлишковiсть i складну геометрiю, в основi якої

лежать неоднорiднi спiввiдношення мiж членами i залишками ряду.

Таким чином, числовi послiдовностi Фiбоначчi є ефективним засобом для коду-

вання та зображення дiйсних чисел, побудови вiдповiдної метричної та фрактальної

теорiї. Будь-якi узагальнення послiдовностей Фiбоначчi потенцiйно можуть бути ана-

логiчно використанi для представлення дiйсних чисел, моделювання та дослiдження

об’єктiв зi складною локальною будовою.

1. Узагальненi послiдовностi Фiбоначчi

Означення 1. Послiдовнiсть дiйсних чисел (un) ≡ (un)
∞
n=1, яка має властивiсть

un+2 = pun+1 + sun, (1)

де u1, u2, p, s — фiксованi дiйснi числа, будемо називати узагальненою послiдовнiстю

Фiбоначчi.
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Узагальнена послiдовнiсть Фiбоначчi є чотирьохпараметричним об’єктом, оскiль-

ки з (1) зрозумiло, що вираз її загального члена залежить вiд параметрiв u1, u2, p, s.

Тривiальним прикладом узагальненої послiдовностi Фiбоначчi є (0) = (0, 0, 0, . . .) —

нуль-послiдовнiсть. Очевидно, що коли (un)
∞
n=1 — узагальнена послiдовнiсть Фiбонач-

чi, то (un)
∞
n=m — теж узагальнена послiдовнiсть Фiбоначчi. Прикладами узагальнених

послiдовностей Фiбоначчi є довiльнi геометричнi прогресiї, класична послiдовнiсть

Фiбоначчi, послiдовнiсть Люка, послiдовнiсть Пелля, послiдовнiсть Якобшталя та

iншi.

Теорема 1 ([14]). Для загального члена узагальненої послiдовностi Фiбоначчi має

мiсце рiвнiсть

un =




Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ − Ψ
при Φ 6= Ψ,

Φn−1
(
u1 + (n− 1)

(u2

Φ
− u1

))
при Φ = Ψ,

де

Φ =
p+

√
p2 + 4s

2
та Ψ =

p−
√
p2 + 4s

2
.

Наслiдок 1. Якщо u1 = 1, u2 = 1, p = 1, s = 1, то (un) ≡ (Fn) — класична

послiдовнiсть Фiбоначчi, i має мiсце рiвнiсть (формула Бiне)

Fn =
ϕn+1 − ϕ̂n+1

√
5

, де ϕ =
1 +

√
5

2
, ϕ̂ =

1 −
√

5

2
.

Наслiдок 2. Якщо (un) — узагальнена послiдовнiсть Фiбоначчi така, що p = s = 1,

то має мiсце рiвнiсть

un = u1Fn−2 + u2Fn−1,

де Fn — n-й член класичної послiдовностi Фiбоначчi.

Множина

F = {(un) : u1, u2 ∈ R, un = pun−1 + sun−2, n ≥ 2}
узагальнених послiдовностей Фiбоначчi, з фiксованими параметрами p та s, утворює

двовимiрний векторний простiр з якого можна видiлити пiдпростiр S нескiнченно

малих узагальнених послiдовностей Фiбоначчi [14].

Теорема 2 ([14]). Пiдмножина F 1 множини F таких узагальнених послiдовностей

Фiбоначчi (an) для яких ряд
∞∑
n=1

an збiгається, утворює лiнiйний простiр, який спiв-

падає з пiдпростором нескiнченно малих узагальнених послiдовностей Фiбоначчi S.
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2. Знакододатний ряд, члени якого є елементами узагальненої

послiдовностi Фiбоначчi

Розглянемо знакододатнiй ряд

u1 + u2 +
∞∑

n=1

un+2, un+2 = pun+1 + sun, n ∈ N, u1, u2, p, s ∈ R+, (2)

тобто ряд, члени якого утворюють узагальнену послiдовнiсть Фiбоначчi з додатними

початковими параметрами u1, u2, p, s.

Теорема 3. Для загального члена ряду (2) справедлива наступна рiвнiсть

un =
Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ − Ψ
, n ∈ N, (3)

де

Φ =
p+

√
p2 + 4s

2
та Ψ =

p−
√
p2 + 4s

2
.

Доведення. Задача знаходження загального члена ряду (2) рiвносильна задачi розв’я-

зання однорiдного рiзницевого рiвняння другого порядку

y (x+ 2) − py (x+ 1) − sy (x) = 0. (4)

Характеристичне рiвняння даного рiзнецевого рiвняння має вигляд

λ2 − pλ− s = 0. (5)

Оскiльки, початковi параметри p та s за умовою є додатними, то коренями рiв-

няння (5) будуть дiйснi числа Φ =
p+
√
p2+4s

2
та Ψ =

p−
√
p2+4s

2
, причому Φ 6= Ψ.

Коренi характеристичного рiвняння задають два розв’язки рiвняння (4): y1 (x) = Φx

та y2 (x) = Ψx. Отже, загальний розв’язок можна записати як функцiю

y(x) = c1Φ
x−1+c2Ψ

x−1,

а враховуючи початковi умови

{
c1y1 (1) + c2y2 (1) = u1,

c1y1 (2) + c2y2 (2) = u2,

можна знайти сталi c1 та c2. Матимемо

c1 =
u2 − u1Ψ

Φ − Ψ
та c2 = −u2 − u1Φ

Φ − Ψ
.

Таким чином, загальний член ряду (2) буде мати вигляд

un =
Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ − Ψ
.
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�

Теорема 4. Для членiв ряду (2) cправедлива наступна рiвнiсть

lim
n→∞

un+1

un
= Φ.

Доведення. Використовуючи рiвнiсть (3), границю можна записати наступним чином

lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

Φn(u2 − u1Ψ) − Ψn(u2 − u1Φ)

Φn−1(u2 − u1Ψ) − Ψn−1(u2 − u1Φ)
.

Враховуючи, що для членiв ряду (2) початковi параметри u1, u2, p, s є додатнiми

дiйсними числами, для Φ та Ψ будуть справедливi наступнi твердження

Φ =
p+

√
p2 + 4s

2
> 0 , Ψ =

p−
√
p2 + 4s

2
< 0,

|Φ| > |Ψ| , u2 − u1Ψ 6= 0.

Взявши до уваги останнi нерiвностi, можна зробити висновок, що

lim
n→∞

un+1

un
= Φ.

�

Наслiдок 3. Для членiв ряду (2) cправедлива наступна рiвнiсть

lim
n→∞

un+k

un
= Φk, ∀k ∈ N.

Теорема 5. Для збiжностi ряду (2) необхiдно i достатньо, щоб виконувалася си-

стема нерiвностей {
0 < p < 1,

0 < s < 1 − p.
(6)

Доведення. Оскiльки довiльний член ряду (2) має вигляд (3), то очевидно, що для

збiжностi ряду необхiдно i достатньо, щоб виконувалася хоча б одна з трьох систем
{

|Φ| < 1,

|Ψ| < 1,

{
|Φ| < 1,

u2 = u1Φ,

{
|Ψ| < 1,

u2 = u1Ψ.

Врахувавши те, що при додатнiх початкових параметрах

|Φ| > |Ψ| , u2 − u1Ψ 6= 0,

умову збiжностi ряду можна записати як систему нерiвностей
{

0 < Φ < 1,

−Φ < Ψ < 0,
⇒





0 <
p+
√
p2+4s

2
< 1,

−1 <
p−
√
p2+4s

2
< 0.
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Останню можна переписати вiдносно параметрiв p та s у виглядi
{

0 < p < 1,

0 < s < 1 − p.

�

Наслiдок 4. Якщо ряд (2) є збiжним, то послiдовнiсть (un), членiв ряду, є моно-

тонно спадною з деякого номера n∗, тобто iснує такий номер n∗ ∈ N , пiсля якого

має мiсце нерiвнiсть

un+1 < un, ∀n > n∗.

Зауваження 1. З того, що початковi параметри u1, u2, p, s для ряду (2) є додатни-

ми слiдує, що ряд є знакододатнiм, проте обернене твердження невiрне. Iснують

знакододатнi узагальненi послiдовностi Фiбоначчi для яких початковi параметри

не є одночасно додатними.

Лема 1. Якщо ряд (2) збiжний, то
∞∑

n=1

un = r =
u1(1 − Φ − Ψ) + u2

(1 − Φ)(1 − Ψ)
=
u1(1 − p) + u2

1 − p− s
. (7)

Доведення. Нехай виконується умова леми. Використовуючи рiвнiсть (3), можна за-

писати наступне

r =
∞∑

n=1

un =
∞∑

n=1

Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ − Ψ
.

Оскiльки, ряд (2) за умовою збiжний, то з умови (6) слiдує, що |Φ| < 1 та |Ψ| <
1. Таким чином, сума ряду (2) є сумою двох збiжних геометричних прогресiй зi

знаменниками Φ та Ψ вiдповiдно, звiдки отримуємо наступне

r =

∞∑

n=1

(u2 − u1Ψ)

Φ − Ψ
Φn−1 −

∞∑

n=1

(u2 − u1Φ)

Φ − Ψ
Ψn−1 =

u2 − u1Ψ

(Φ − Ψ)(1 − Φ)
− u2 − u1Φ

(Φ − Ψ)(1 − Ψ)
=

=
u2 − u2Ψ − u1Ψ + u1Ψ

2 − u2 + u2Φ + u1Φ − u1Φ
2

(Φ − Ψ)(1 − Ψ)(1 − Φ)
=
u1 − u1(Φ + Ψ) + u2

(1 − Ψ)(1 − Φ)
.

Врахувавши, що Φ · Ψ = −s та Φ + Ψ = p, останню рiвнiсть можна записати

наступним чином

r =
u1 − u1(Φ + Ψ) + u2

1 − (Ψ + Φ) + ΦΨ
=
u1(1 − p) + u2

1 − p− s
.

�
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Лема 2. Якщо ряд (2) збiжний, то
∞∑

n=k+1

un = rk =
uk+1 + ΦΨuk

1 − (Ψ + Φ) + ΦΨ
) =

uk+1 + suk
1 − p− s

. (8)

Доведення. Нехай виконується умова леми. Використовуючи рiвнiсть (3), можна за-

писати наступне

rk =
∞∑

n=k+1

un =
∞∑

n=k+1

Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ − Ψ
.

Оскiльки, ряд за умовою збiжний, то |Φ| < 1 та |Ψ| < 1. Число rk є сумою залишкiв

двох збiжних геометричних прогресiй зi знаменниками Φ та Ψ вiдповiдно, звiдки

отримаємо

rk =

∞∑

n=k+1

(u2 − u1Ψ)

Φ − Ψ
Φn−1 −

∞∑

n=k+1

(u2 − u1Φ)

Φ − Ψ
Ψn−1 =

(u2 − u1Ψ)Φk

(Φ − Ψ)(1 − Φ)
− (u2 − u1Φ)Ψk

(Φ − Ψ)(1 − Ψ)
=

=
u2Φ

k − u2Φ
kΨ − u1Φ

kΨ + u1Φ
kΨ2 − u2Ψ

k + u2ΦΨk + u1ΦΨk − u1Φ
2Ψk

(Φ − Ψ)(1 − Ψ)(1 − Φ)
=

uk+1 + ΦΨuk
(1 − Ψ)(1 − Φ)

.

Врахувавши, що Φ · Ψ = −s та Φ + Ψ = p, останню рiвнiсть можна записати

наступним чином

rk =
uk+1 + ΦΨuk

1 − (Ψ + Φ) + ΦΨ
) =

uk+1 + suk
1 − p− s

.

�

3. Тополого-метричнi та фрактальнi властивостi множини неповних

сум

Означення 2. Якщо M ∈ 2N , тобто M ⊆ N, то число

x = x (M) =
∑

n∈M
un =

∞∑

n=1

εnun, (9)

де

εn =

{
1, n ∈M ,

0, n /∈M ,
називається неповною сумою ряду.

З роботи I. E. Nyman та R. A. Saenz [6] вiдомо, що множина неповних сум збiжно-

го знакододатного ряду є однiєю з трьох типiв: скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв,

множиною канторiвського типу або канторвалом.
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Означення 3. Цилiндром k -ого рангу з основою c1c2 . . . ck, де ci ∈ {0, 1}, називається

множина ∆′
c1c2...ck

, яка мiстить всi неповнi суми ряду (2) виду

k∑

n=1

cnun +
∞∑

n=k+1

εnun, де εn ∈ {0, 1} .

Означення 4. Цилiндричним вiдрiзком рангу k з основою c1c2 . . . ck називається вiд-

рiзок

∆c1c2...ck =
[
inf ∆′

c1c2...ck
, sup ∆′

c1c2...ck

]
.

Iнтервал з тими ж кiнцями, що й в ∆c1c2...ck , будемо позначати через ∇c1c2...ck i

називатимемо цилiндричним iнтервалом рангу k з основою c1c2 . . . ck. В залежностi

вiд (un) i набору c1c2 . . . ck можливi випадки, коли ∆′
c1c2...ck

i ∆c1c2...ck спiвпадають та не

спiвпадають, але завжди ∆′
c1c2...ck

⊂ ∆c1c2...ck . Безпосередньо з означення випливають

загальнi властивостi цилiндричних множин, що породженi збiжним знакододатнiм

рядом:

Властивiсть 1.

inf ∆c1c2...ck = inf ∆′
c1c2...ck

=

k∑

i=1

ciui,

sup ∆c1c2...ck = sup ∆′
c1c2...ck

=
k∑

i=1

ciui + rk.

Таким чином, цилiндричний вiдрiзок матиме вигляд

∆c1c2...ck =

[
k∑

i=1

ciui,

k∑

i=1

ciui + rk

]
.

Властивiсть 2.

∆c1c2...ck ⊂ ∆c1c2...ck0

⋃
∆c1c2...ck1,∆

′
c1c2...ck

= ∆′
c1c2...ck0

⋃
∆′
c1c2...ck1.

Властивiсть 3.

inf ∆c1c2...ck = inf ∆c1c2...ck0 < inf ∆c1c2...ck1, sup ∆c1c2...ck = sup ∆c1c2...ck1 > sup ∆c1c2...ck0.

Властивiсть 4.

|∆c1c2...ck | = rk → 0, при k → ∞.

Властивiсть 5.
∞⋂

k=1

∆c1c2...ck =

∞⋂

k=1

∆′
c1c2...ck

≡ ∆c1c2...ck... = x ⊂ [0, r] .
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Властивiсть 6.

|∆c1c2...ckc|
|∆c1c2...ck |

=
rk+1

rk+1 + uk+1

=
1

δk+1 + 1
, де δk+1 =

uk+1

rk+1

.

Властивiсть 7.

∆c1c2...ck = ∆s1s2...sk
↔ ci = si, i = 1, k.

Властивiсть 8.

∆c1c2...ck1

⋂
∆c1c2...ck0 =





[
k∑

n=1

cnun + un+1,
k∑

n=1

cnun + rn

]
, якщо uk+1 < rk+1,

∆c1c2...ck10...0..., якщо uk+1 = rk+1, ,

∅, якщо uk+1 > rk+1.

Властивiсть 9.

∣∣∣∆c1c2...ck1

⋂
∆c1c2...ck0

∣∣∣ =

{
rk+1, якщо uk+1 < rk+1,

0, якщо uk+1 ≥ rk+1.

Як випливає з означення цилiндричних множин (цилiндрiв та вiдрiзкiв), власти-

востей 2, 4 та 5, для довiльної послiдовностi (ck), ck ∈ {0, 1} :

∆c1 ⊃ ∆c1c2 ⊃ . . .∆c1c2...ck ⊃ . . . i ∆′
c1 ⊃ ∆′

c1c2 ⊃ . . .∆′
c1c2...ck

⊃ . . . ,

бiльше того, iснує єдине число x ∈ [0, r] таке, що

x =

∞⋂

k=1

∆c1c2...ck =

∞⋂

k=1

∆′
c1c2...ck

=

∞∑

k=1

ckuk. (10)

Подання числа x у виглядi (10) називається цилiндричним. Вираз (10) символi-

чно будемо записувати x = ∆c1c2...ck... i називатимемо цилiндричним зображенням

числа (точки) x. Множина всiх точок x ∈ [0, r], що мають цилiндричне зображення,

спiвпадає з множиною неповних сум ряду (2).

Теорема 6 ([1]). Множина неповних сум ∆′ збiжного знакододатного ряду має

наступнi властивостi

1. вона є досконалою множиною (замкненою без iзольованих точок);

2. ∆′ =
⋃

c1c2...cm

△′
c1c2...cm для довiльного m ∈ N , причому всi △′

c1c2...cm, якi входять в

об’єднання, є iзометричними;

3. вона являє собою об’єднання вiдрiзкiв, якщо нерiвнiсть rn < un виконується лише

для скiнченного числа n;

4. вона є нiде не щiльною множиною, якщо нерiвнiсть rn ≥ un виконується лише

для скiнченного числа n.
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Теорема 7. Якщо для ряду (2) виконується система нерiвностей
{

0 < p < 1,

1
4
− p

2
≤ s < 1 − p,

(11)

то ряд збiгається, а множина його неповних сум являє собою скiнченне об’єднання

вiдрiзкiв.

Доведення. Якщо виконується умова теореми, то автоматично виконується система

(6), яка є необхiдною i достатньою умовою збiжностi ряду. Систему (11) вiдносно

чисел Φ та Ψ можна записати у виглядi
{

1
2
< Φ < 1,

−Φ < Ψ < 0.

Для ряду (2) введемо до розгляду величину

δn =
un
rn
,

де uk — k-ий член, rk — вiдповiдно k-ий залишок ряду (2). Використовуючи рiвностi

(3) та (8), можна встановити справедливiсть наступного вiдношення

δn =
un
rn

=
Φn−1(u2 − u1Ψ) − Ψn−1(u2 − u1Φ)

(u2 − u1Ψ)Φn

1 − Φ
− (u2 − u1Φ)Ψn

1 − Ψ

.

Враховуючи, що |Φ| > |Ψ|, при додатних параметрах p та s, справедливо наступне

δ = lim
n→∞

δn =
1 − Φ

Φ
.

Оскiльки, 1
2
< Φ < 1, то можна зробити висновок, що δn < 1 (δ < 1) для нескiнчен-

ного числа n ∈ N , або iншими словами нерiвнiсть rn < un для ряду (2) виконується

лише для скiнченного числа n. Звiдси, за теоремою 6, множина неповних сум ряду

буде являти собою скiнченне об’єднання вiдрiзкiв. �

Наслiдок 5. Якщо для ряду (2) має мiсце система (11) та додатково виконується

нерiвнiсть

un+1 ≥ (1 − p− 2s)un, n ∈ N,

то множина неповних сум такого ряду є вiдрiзком
[
0, u1(1−p)+u2

1−p−s

]
.

Наслiдок 6. Якщо для ряду (2) має мiсце система нерiвнiстей
{

0 < p < 1,

1
2
− p

2
≤ s < 1 − p,
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то вiн збiгається, а множина його неповних сум являє собою вiдрiзок
[
0, u1(1−p)+u2

1−p−s

]
.

Наведемо далi означення α-мiрної мiри Хаусдорфа та розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича,

якi будуть потрiбнi далi.

Нехай E — довiльна обмежена пiдмножина R1, d(E) — дiаметр множини E i Υ

— сiм’я всiх непорожнiх пiдмножин простору R1. Тодi для довiльних α > 0 i ε > 0

можна означити величину

mε
α(E) = inf

d(Ej)≤ε

{
∑

j

dα(Ej)

}
,

де iнфiмум береться по всiх не бiльш нiж зчисленних ε-покриттях {Ej} множини E

множинами Ej ∈ Υ. Величина mε
α(E) називається наближаючою мiрою порядку ε.

Означення 5. Невiд’ємне число

Hα(E) = lim
ε→∞

mε
α(E) = sup

ε>0
mε
α(E)

називається α-мiрою Хаусдорфа–Безиковича множини E.

Якщо Υ - сiм’я всiх вiдкритих пiдмножин з R1 або сiм’я всiх замкнених пiдмножин

з R1, то отримуємо ту ж мiру Хаусдорфа Hα(E), хоча наближаючi мiри порядку ε

можуть вiдрiзнятися одна вiд одної.

Означення 6. Невiд’ємне число

α0(E) = sup{α : Hα(E) = +∞} = inf{α : Hα(E) = 0}

називається розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини E.

Означення 7. Фракталом називається кожна континуальна обмежена множина про-

стору R1, яка має тривiальну (рiвну 0 або ∞) Hα-мiру Хаусдорфа, порядок α якої

дорiвнює топологiчнiй розмiрностi.

Теорема 8 ([4]). Якщо збiжний знакододатний ряд задовiльняє умову ak ≤ rk для

довiльного k ∈ N (це еквiваленто тому, що δk = ak

rk
≥ 1), тодi мiра Хаусдорфа-

Безиковича множини його неповних сум обчислюється за формулою

α0 (A) =

[
lim
k→∞

(
1

k

k∑

i=1

log2 (δn + 1)

) ]−1

.

Наслiдок 7. Якщо для ряду виконуються умови теореми 8 та limn→∞ δn = δ, то

мiра Хаусдорфа-Безиковича множини його неповних сум обчислюється за формулою

α0 (A) = log2
−1 (δ + 1) .
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Теорема 9. Якщо для ряду (2) виконується система нерiвностей
{

0 < p < 1
2
,

0 < s < 1
4
− p

2
,

(12)

то ряд буде збiгатися, а множина його неповних сум буде:

1. досконалою;

2. нiде не щiльною;

3. нульової мiри Лебега;

4. розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича

α0 = − logΦ 2.

Доведення. Якщо виконується умова теореми, то автоматично виконується система

(6), яка є необхiдною i достатньою умовою збiжнiсть ряду. Умову (12) вiдносно чисел

Φ та Ψ можна записати наступним чином
{

0 < Φ < 1
2
,

−Φ < Ψ < 0.

У такому випадку

δ = lim
n→∞

δn =
1 − Φ

Φ
> 1.

Тодi, згiдно теореми 6, множина неповних сум ряду буде досконалою та нiде не

щiльною, оскiльки, нерiвнiсть rn ≥ un (δ > 1) виконується лише для скiнченного

числа n.

Мiра Лебега множини неповних сум ряду (2) обчислюється за формулою (в за-

гальному випадку не перевищує числа µ)

µ(∆′) = lim
n→∞

2nrn.

Неважко переконатися, що при виконаннi умови теореми

2nrn → 0 при n→ ∞.

Це i доводить нульмiрнiсть за Лебегом множини неповних сум ряду (2).

Згiдно з наслiдком 3, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини неповних сум

ряду можна обчислити за формулою

α0 (A) = log2
−1 (δ + 1) = log2

−1

(
1

Φ

)
= − logΦ 2.

Теорему доведено. �
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4. Представлення дiйсних чисел за допомогою узагальнених

послiдовностей Фiбоначчi

Розглянемо знакододатнiй ряд
∞∑

n=1

un, (13)

для членiв якого виконуються наступнi умови:

(1) un+2 = pun+1 + sun, n ∈ N, причому u1, u2, p, s ∈ R+;

(2)

{
0 < p < 1,

0 < s < 1 − p;

(3) un+1 ≥ (1 − p− 2s)un, n ∈ N .

Нехай A = {0 , 1} , L = A×A×A×A× .... Вiдповiднiсть f мiж множинами L i R1

L ⊃ (αn)
f→x ∈ R1,

яка встановлюється рiвнiстю

x =

∞∑

n=1

αnun,

очевидно є функцiональною.

Теорема 10. Для будь-якого x ∈
[
0 , u1(1−p)+u2

1−p−s

]
, iснує L ⊆ N таке, що має мiсце

розклад

x =
∑

k∈L
uk =

∞∑

n=1

αnun, (14)

де

αk =

{
1, k ∈ L ,

0, n ∈ N \ L.

Доведення. Нехай x ∈
[
0 , u1(1−p)+u2

1−p−s

]
. Якщо x = u1(1−p)+u2

1−p−s , то L = N i теорему

доведено.

Якщо 0 < x < u1(1−p)+u2

1−p−s , то очевидно, що iснує k1 ∈ N таке, що

uk1 ≤ x < uk1−1

i буде виконуватися нерiвнiсть

0 ≤ x− uk1 = x1 < uk1−1 − uk1.

Звiдки отримаємо, що

x = uk1 + x1, (15)
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де x1 ∈ [0, uk1−1 − uk1). У випадку x1 = 0 матимемо, що x = uk1 i рiвнiсть (14)

доведена. Якщо x1 > 0, то iснує k2 ∈ N таке, що

uk2 ≤ x1 < uk2−1,

причому, k2 > k1 (послiдовнiсть (un) є спадною). Таким чином,

0 ≤ x1 − uk2−1 = x2 < uk2−1 − uk2.

Матимемо, що x1 = uk2 + x2, де x2 ∈ [0, uk2−1 − uk2) .

Пiдставивши x1 у рiвнiсть (15) отримаємо наступну тотожнiсть

x = uk1 + uk2 + x2.

Якщо x2 = 0, то теорему доведено, оскiльки x = uk1 + uk2. Якщо ж x2 > 0, то iснує

k3 > k2, k3 ∈ N таке, що

uk3 ≤ x < uk3−1.

Здiйснюючи аналогiчнi мiркування, можна знайти x3, x4, x5....

Якщо на деякому n−ому кроцi

xn = xn−1 − ukn = 0,

то розклад (14) знайдено:

x = uk1 + uk2 + ...+ ukn.

Якщо ж такого скiнченного n не знайдеться, то

0 < xn = xn−1 − ukn < ukn−1 − ukn

та iснує kn+1 > kn, kn+1 ∈ N таке, що

ukn+1 ≤ xn < ukn+1−1.

Звiдки матимемо, що

0 ≤ xn − ukn+1 = xn+1 < ukn+1−1 − ukn+1

i x = uk1 + uk2 + ... + ukn+1 + xn+1.

Враховуючи, що

ukn+1−1 − ukn+1 → 0,

а отже, xn+1 → 0 (при n→ ∞). Теорему доведено. �

Зауваження 2. З рiвностi (9) випливає, що множина всiх неповних сум ряду (13)

спiвпадає з множиною E значень функцiї f , а отже, за теоремою 5, являє собою

вiдрiзок.
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Означення 8. Подання числа x з вiдрiзка
[
0 , u1(1−p)+u2

1−p−s

]
у виглядi (14) називатимемо

Fg—представленням (Fg—розкладом) даного числа. Символiчно це будемо записува-

ти у виглядi

x = △c1c2...cn...

i називатимемо Fg—зображенням цього числа. При цьому ck називатимемо k−ою

цифрою Fg-зображення числа x.

5. Властивостi цилiндричних множин

Далi вважатимемо, що ряд (13) є заданим i можна вважати заданою множину

його неповних сум ∆′, яка згiдно наслiдку 5, являє собою вiдрiзок [0, u1(1−p)+u2

1−p−s ]. Ци-

лiндричнi множини, якi породженi Fg-представленням, будуть володiти наступними

властивостями:

Властивiсть 10. Для довiльної послiдовностi (ck), ck ∈ {0, 1} та номеру n ∈ N

справедлива рiвнiсть

△c1c2...ck ≡ △′
c1c2...ck

.

Властивiсть 11.
1⋃

i1=0

· · ·
1⋃

ik=0

△i1...ik =

[
0 ,

u1(1 − p) + u2

1 − p− s

]
, k ∈ N.

Властивiсть 12.

△c1...ck0

⋂
△c1...ck1 =

[
k∑

n=1

cnun + uk+1,

k∑

n=1

cnun +
uk+2 + suk+1

1 − p− s

]
= Πk+1

c1...ck
(0, 1) 6= ∅.

Властивiсть 13.

|△c1c2...ck | =
uk+1 + suk
1 − p− s

.

Означення 9. Нехай △c1c2...ck — цилiндр рангу k з основою c1c2 . . . ck. Тодi вiдношення

λ(△c1c2...ckc)

λ(△c1c2...ck)
,

де λ— мiра Лебега, є додатною дiйснозначною функцiєю f(c1, c2, . . . , ck, c) вiд змiнних

c1, c2, . . . ck, c i називається основним метричним вiдношенням.

Властивiсть 14. Має мiсце рiвнiсть

|△c1c2...ckc|
|△c1c2...ck |

=
uk+2 + suk+1

uk+1 + suk
=

(p+ s)uk+1 + suk
uk+1 + suk

.
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Властивiсть 15. Якщо (ck)— фiксована послiдовнiсть нулiв та одиниць, то

△c1c2...ck... ≡
∞⋂

k=1

△c1c2...ck = x ∈
[
0 ,

u1(1 − p) + u2

1 − p− s

]
.

Властивiсть 16. Для довiльного n ∈ N має мiсце рiвнiсть

|△c1c2...cn1 ∩△c1c2...cn0| =
un+2 − (1 − p− 2s)un+1

1 − p− s
.

Властивiсть 17. Для довiльного k ∈ N мають мiсце нерiвностi

max△c1c2...ck110 > max△c1c2...ck001,

min△c1c2...ck110 > min△c1c2...ck001.

Властивiсть 18. Для довiльного k ∈ N має мiсце рiвнiсть

|△c1c2...ck1 ∩△c1c2...ck0|
|△c1c2...ck |

=
uk+2 + (1 − p− 2s)uk+1

uk+1 + suk
.

Властивiсть 19. Цилiндри ∆c1c2...ckα та ∆(1−c1)(1−c2)...(1−ck) симетричнi вiдносно се-

редини вiдрiзка
[
0, u1(1−p)+u2

1−p−s

]
, де ci ∈ {0, 1}, i = 1, k.

Властивiсть 20. Цилiндри ∆c1c2...cmαm+1...αm+k
та ∆(1−c1)(1−c2)...(1−cm)(1−αm+1)...(1−αm+k)

симетричнi вiдносно середини ∆c1c2...cm , де ci, aj ∈ {0, 1}, i = 1, m, j = m+ 1, m+ k.

6. Теореми про рiзну кiлькiсть Fg-зображень

Очевидно, що кiнцi вiдрiзка
[
0, u1(1−p)+u2

1−p−s

]
мають єдине Fg-представлення i бiльше

того

0 = ∆000...0... та
u1(1 − p) + u2

1 − p− s
= ∆111...1....

Лема 3. Для будь-якої точки з iнтервала
(
0, u1(1−p)+u2

1−p−s

)
iснує принаймнi одне пе-

рекриття цилiндрiв одного рангу, якому вона належить.

Доведення. Нехай x ∈
(
0, u1(1−p)+u2

1−p−s

)
. Тодi можливi наступнi випадки:

1.1 x ∈ ∆0

⋂
∆1 = Π1(0, 1);

1.2 x ∈ ∆0\Π1(0, 1);

1.3 x ∈ ∆1\Π1(0, 1).

Якщо має мiсце випадок 1, то лему доведено.

В силу того, що цилiндричнi множини, якi вiдповiдають Fg-зображенню, володiють

властивiстю симетричностi (властивiсть 19, 20), то подальшi мiркування можуть бути

проведенi для одного з випадкiв 1.2 або 1.3.
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Без втрати загальностi будемо вважати, що має мiсце випадок 1.2. Тодi для цилiн-

дричних множин другого рангу будемо мати:

2.1 x ∈ ∆00

⋂
∆01 = Π2

0(0, 1);

2.2 x ∈ ∆00\Π2
0(0, 1);

2.3 x ∈ ∆01\ (Π2
0(0, 1)

⋃
Π1(0, 1)) .

Якщо має мiсце випадок 2.1, то твердження леми, очевидно, виконується. Врахову-

ючи, що △00 та △01 симетрiчнi вiдносно середини вiдрiзка △0, подальшi мiркування

можуть бути проведенi для одного з випадкiв 2.2 або 2.3. Нехай виконується 2.2. Для

цилiндрiв третього рангу матимемо:

3.1 x ∈ ∆000

⋂
∆001 = Π3

00(0, 1);

3.2 x ∈ ∆000\Π3
00(0, 1);

3.3 x ∈ ∆01\ (Π2
0(0, 1)

⋃
Π1(0, 1)) .

Таким чином, стає зрозумiло, що ми постiйно будемо мати справу з трьома випад-

ками та їх вiдповiдними пiдвипадками. I, оскiльки, |∆0...00| → 0 та |∆0...01| → 0 при

n, k → ∞, то лему доведено. �

Теорема 11. Усi точки iнтервалу
(
0, u1(1−p)+u2

1−p−s

)
мають континуальну кiлькiсть

Fg-зображень.
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