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G-ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ — УНІКАЛЬНЕ ЗА ПРОСТОТОЮ І ТОПОЛОГО-

МЕТРИЧНИМИ ВЛАСТИВОСТЯМИ ДВОСИМВОЛЬНЕ КОДУВАННЯ ЧИСЕЛ 

 

Нехай 𝐴 ≡ {0,1} –– алфавiт (набiр цифр) двосимвольної системи кодування 

(зображення) дiйсних чисел; 𝐿 ≡ 𝐴 × 𝐴 ×. . .× 𝐴 ×. .. –– простiр послiдовностей 

елементiв алфавiту (нулiв та одиниць). Очевидними є такi твердження. 
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1) Якщо (𝛼𝑘) — довiльна послiдовнiсть простору 𝐿, 𝜎𝑘 ≡ 𝛼1 + 𝛼2+. . . +𝛼𝑘−1,то 

значення виразу 𝑢𝑘 ≡ (−1)
𝜎𝑘

𝛼𝑘

2𝑘
 є нулем тодi й тiльки тодi, коли 𝛼𝑘 = 0; додатним 

числом, коли  𝜎𝑘— число парне; вiд’ємним числом, коли 𝜎𝑘 непарне. 

2) Пiдпослiдовнiсть 𝑢1 =
𝛼1

2
, 𝑢𝑛+1 = (−1)𝜎𝑛+1

𝛼𝑛+1

2𝑛+1
 ненульових членiв послiдовностi 

(𝑢𝑛) є знакопочережною. 

Лема 1. Для будь-якої послiдовностi (𝛼𝑛) ∈ 𝐿 ряд 

𝛼1

2
+ ∑

𝑘=2

∞ 𝛼𝑘

2𝑘
(−1)𝜎𝑘 =

𝛼1

2
+ ∑

𝑘=2

∞ 𝛼𝑘

2𝑘−𝜎𝑘(−2)𝜎𝑘
= 𝑆,𝜎𝑘 ≡ 𝛼1 + 𝛼2+. . . +𝛼𝑘−1,                  (1)  

є абсолютно збiжним, його сума 𝑆 є невiд’ємною i не перевищує першого вiдмiнного 

вiд нуля члена ряду (1), причому  

𝑆 = 𝑆𝑚 + 2
−𝑚(−1)𝜎𝑚+1𝑅𝑚,𝜎𝑘 = 𝛼1 + 𝛼2+. . . +𝛼𝑘−1;             (2)  

𝑆𝑚 =
𝛼1
2
+ ∑

𝑘=2

𝑚

𝛼𝑘2
−𝑘(−1)𝜎𝑘 ;𝑅𝑚 =

𝛼𝑚+1
2

+ ∑
𝑖=2

∞

𝛼𝑚+𝑖2
−𝑖(−1)𝜎𝑚+𝑖−𝜎𝑚+1 . 

Теорема 1 [8]. Для будь-якого числа 𝑥 ∈ [0; 0,5] iснує послiдовнiсть (𝛼𝑘) ∈ 𝐿 

така, що 

𝑥 =
𝛼1

2
+ ∑

𝑘=2

∞

[𝛼𝑘2
−𝑘(−1)𝜎𝑘] ≡ 𝛥𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

𝐺 ,𝜎𝑘 = 𝛼1 + 𝛼2+. . . +𝛼𝑘−1.                   (3) 

Означення 1. Розклад числа 𝑥 ∈ [0; 0,5] у ряд (3) називається 𝐺-розкладом, а 

його скорочений запис 𝛥𝛼1...𝛼𝑛...
𝐺 𝐺-зображенням числа 𝑥. При цьому 𝛼𝑛 = 𝛼𝑛(𝑥) 

називається 𝑛-ю цифрою цього зображення.  

Наслiдок 1. Для будь-якого 𝑥 ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (𝛼0,𝛼1, . . . ,𝛼𝑛, . . . ) ∈ 𝐿 

така, що  

𝑥 =
𝛼0
2
+
𝛼1
2
+ ∑

𝑘=2

∞

[𝛼𝑘2
−𝑘(−1)𝜎𝑘] ≡ 𝛥𝛼0𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...,𝜎𝑘 = 𝛼1 + 𝛼2+. . . +𝛼𝑘−1. 

Лема 2. Кожне число 𝑥 ∈ [0; 0,5]має не бiльше двох G-зображень i лише 

злiченна множина чисел має їх два: числа з зображеннями 𝛥𝑐1...𝑐𝑚01(0)
𝐺 = 𝛥𝑐1...𝑐𝑚11(0)

𝐺 . 

Зауваження 1. Особливiстю 𝐺-зображення чисел є те, що оператор 

лiвостороннього зсуву 𝜔(𝑥 = 𝛥𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...
𝐺 ) = 𝛥𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...

𝐺 = (−1)𝛼1(2𝑥 − 𝛼1) є 

неперервною коректно означеною кусковолiнiйною функцiєю. 

Означення 2. Цилiндром (𝐺-цилiндром) рангу 𝑚 з основою 𝑐1𝑐2. . . 𝑐𝑚 

називається множина 𝛥𝑐1𝑐2...𝑐𝑚
𝐺 чисел 𝑥 ∈ [0; 0,5], якi мають 𝐺-зображення 

𝛥𝑐1...𝑐𝑚𝑎1𝑎2...
𝐺 , (𝑎𝑛) ∈ 𝐿. З означення 𝐺-цилiндра випливають рiвностi:  

1) 𝛥𝑐1...𝑐𝑚
𝐺 = 𝛥𝑐1...𝑐𝑚0

𝐺 ∪ 𝛥𝑐1...𝑐𝑚1
𝐺 ;  

2) [0; 0,5] = ⋃
𝑐1∈𝐴

. . . ⋃
𝑐𝑚∈𝐴

𝛥𝑐1...𝑐𝑚
𝐺 .                     

Лема 3. Цилiндр 𝛥𝑐1𝑐2...𝑐𝑚
𝐺  є вiдрiзком [𝑎; 𝑏], де  

𝑎 = 𝑚𝑖𝑛𝛥𝑐1...𝑐𝑚
𝐺 = {

𝛥𝑐1...𝑐𝑚(0)
𝐺 ,якщо𝑐1+. . . +𝑐𝑚 ≡ 𝑁1парне,

𝛥𝑐1...𝑐𝑚1(0)
𝐺 ,якщо𝑁1непарне;

 

𝑏 = 𝑚𝑎𝑥𝛥𝑐1...𝑐𝑚
𝐺 = {

𝛥𝑐1...𝑐𝑚1(0)
𝐺 ,якщо𝑁1парне,

𝛥𝑐1...𝑐𝑚(0)
𝐺 ,якщо𝑁1непарне.

 

Наслiдок 2. Довжина 𝐺-цилiндра 𝛥𝑐1...𝑐𝑚
𝐺  рангу 𝑚 обчислюється за формулою 

|𝛥𝑐1...𝑐𝑚
𝐺 | =

1

2𝑚+1.  
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Наслiдок 3. Основне метричне вiдношення для 𝐺-зображення чисел має вигляд 

|𝛥𝑐1...𝑐𝑚𝑖
𝐺 |

𝛥𝑐1...𝑐𝑚
𝐺 |

=
1

2
, що споріднює дане зображення з класичним двійковим зображенням. 

Наслiдок 4. Для будь-якої послiдовностi (𝛼𝑛) ∈ 𝐿 виконується ⋂
𝑛=1

∞

𝛥𝛼1...𝛼𝑛
𝐺 =

𝛥𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...
𝐺 . 

Наслiдок 5. Якщо  𝑐1+. . . +𝑐𝑚— парне число, то 𝑚𝑎𝑥𝛥𝑐1...𝑐𝑚0
𝐺 = 𝑚𝑖𝑛𝛥𝑐1...𝑐𝑚1

𝐺 , 

якщо ж воно непарне, то  𝑚𝑎𝑥𝛥𝑐1...𝑐𝑚1
𝐺 = 𝑚𝑖𝑛𝛥𝑐1...𝑐𝑚0

𝐺 . Внутрiшнiсть цилiндра 𝛥𝑐1...𝑐𝑚
𝐺  

позначатимемо через𝛻𝑐1...𝑐𝑚
𝐺 . Тоді 

𝛥𝑐1...𝑐𝑚
𝐺 = 𝛥𝑑1...𝑑𝑚

𝐺 ⇔ 𝑐𝑖 = 𝑑𝑖 , 𝑖 = 1,𝑚;  

𝛻𝑥1...𝑐𝑚
𝐺 ∩ 𝛻𝑑1...𝑑𝑚...𝑑𝑛

𝐺 = {
𝛻𝑑1...𝑑𝑚...𝑑𝑛
𝐺 ,якщо𝑑𝑖 = 𝑐𝑖, 𝑖 = 1,𝑚,

Ø,якщо iснує𝑑𝑖 ≠ 𝑐𝑖, 𝑖 ≤ 𝑚.
 

Означення 3. Кажуть, що 𝐺-зображення чисел 𝑥1 = 𝛥𝛼1...𝛼𝑛...
𝐺 i𝑥2 = 𝛥𝛽1...𝛽𝑛...

𝐺 мають 

однаковий хвiст, якщо iснують натуральнi 𝑘 i 𝑚 такi, що 𝛼𝑘+𝑗 = 𝛽𝑚+𝑗 для будь-якого 

𝑗 ∈ 𝑁 (символiчно: 𝑥1 ∼ 𝑥2). Якщо 𝑘 i 𝑚 — найменшi числа, для яких виконується 

попередня умова, то число 𝑧 ≡ 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝛥𝛼𝑘+1𝛼𝑘+2...
𝐺 = 𝛥𝛽𝑚+1𝛽𝑚+2...

𝐺  називається спiльним 

хвостом чисел 𝑥𝑖𝑦.  

Бiнарне вiдношення “мати однаковий хвiст” є вiдношенням еквiвалентностi. 

Зауважимо, що всi 𝐺-бiнарнi числа належать одному класу еквiвалентностi, що є 

особливiстю цiєї двосимвольної системи кодування чисел. Кожен клас еквiвалентностi 

є злiченною всюди щiльною в [0; 0,5] множиною.  

Зауважимо, що 𝐺-зображення чисел 𝑥,𝜔𝑛(𝑥)i𝛿𝑐1...𝑐𝑚(𝑥 = 𝛥𝛼1...𝛼𝑛
𝐺 ) ≡ 𝛥𝑐1...𝑐𝑚𝛼1...𝛼𝑛

𝐺  

належать однiй хвостовiй множинi. 

Теорема 2 (основний результат). Для довiльної послiдовностi (𝛼𝑛) ∈ 𝐿 

виконується рiвнiсть 

𝛥𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...
𝐺 = 𝛥0𝑎1𝑎2...𝑎𝑛...

2 ,                                                     (4)  

𝑎1 = {
0,якщо𝛼1 = 0,
1,якщо𝛼1 = 1;

𝑎𝑛+1 = {
𝛼𝑛+1,якщо𝛼1+. . . +𝛼𝑛парне,

1 − 𝛼𝑛+1,якщо𝛼1+. . . +𝛼𝑛непарне.
        (5) 

Зауваження 3. Завдяки вiдомому [6] взаємозв’язку класичного двiйкового зображення з 

нега-двiйковим: 𝛥𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...
2 = 𝛥[1−𝛼1]𝛼2[1−𝛼3]𝛼4...[1−𝛼2𝑘−1]𝛼2𝑘...

−2 ,  де 

[0; 1] ∋ 𝑥 = 𝛥𝜏1𝜏2...𝜏𝑛...
−2 ≡

2

3
+ ∑

𝑛=1

∞ 𝜏𝑛
(−2)𝑛

, 

легко встановлюється зв’язок мiж нега-двiйковим i G-зображенням. 

Означення 4. Ппроєктором 𝐺-зображення чисел у класичне двiйкове 

зображення називається функцiя p, означена рiвнiстю 

 𝑝(𝑥 = 𝛥𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...
𝐺 ) = 𝛥0𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

2                                                  (6)  

Коректнiсть означення проєктора p неможлива без домовленостi 

використовувати лише одне iз зображень 𝐺-бiнарних чисел, а саме 𝛥𝑐1...𝑐𝑚−101(0)
𝐺 , 

оскiльки для рiзних зображень 𝐺-бiнарного числа формула (6) визначає рiзнi значення.  

Легко бачити, що:  

 1) 𝑚𝑖𝑛
𝑥∈[0;

1

2
]
𝑝(𝑥) = 𝑝(0 = 𝛥(0)

𝐺 ) = 0; 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[0;

1

2
]
𝑝(𝑥) = 𝑝(

1

3
= 𝛥(1)

𝐺 ) =
1

2
; 
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 2) 𝑝(
1

2
𝑡) =

1

2
𝑝(𝑡) ⇔ 𝑝(𝛥0𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

𝐺 ) =
1

2
𝑝(𝛥𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

𝐺 ); 

 3) 𝑝(
1

2
−
1

2
𝑡) =

1

4
+
1

2
𝑝(𝑡) ⇔ 𝑝(𝛥1𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

𝐺 ) =
1

4
+
1

2
𝑝(𝛥𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

𝐺 ). 

Теорема 3. Функцiя 𝑝неперервна по множинi 𝑈всiх 𝐺-унарних чисел. Стрибок 

𝜌функцiї 𝜌(𝑥) у 𝐺-бiнарнiй точцi рангу 𝑚 дорiвнює 
1

2𝑚
. 

Наслiдок 6. Проєктор 𝑝 є функцiєю необмеженої варiацiї. 

Теорема 4. Для проєктора 𝑝 виконується рiвнiсть ∫
0

1

2𝑝(𝑥)𝑑𝑥 =
1

8
. 

Лема 4. Множиною значень функцiї 𝑝(𝑥) є вiдрiзок [0; 0,5]. 

Лема 5. Графiк 𝛤𝑝 функцiї 𝑝(𝑥),𝑥 ∈ [0; 0,5], має самоподiбну структуру 𝛤𝑝 =

𝜑0(𝛤𝑝) ∪ 𝜑1(𝛤𝑝), де 𝜑0 i 𝜑1— перетворення подiбностей: 

𝜑0: {
𝑥′ =

1

2
𝑥,

𝑦′ =
1

2
𝑦,

𝜑1: {
𝑥′ =

1

2
−
1

2
𝑥,

𝑦′ =
1

4
+
1

2
𝑦.

 

Наслiдок 7. Самоподiбна розмiрнiсть графiка 𝛤𝑝 функцiї p дорiвнює 1.  

Теорема 5 (основний результат). Проєктор 𝑝 є майже скрiзь неперервною 

функцiєю (за виключенням точок злiченної множини), яка є нiде не монотонною 

функцiєю необмеженої варiацiї. 
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