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Исторические решения XXIII съезда КПСС ставят перед 
советской средней школой новые ответственные задачи в 
деле подготовки всесторонне развитых молодых строителей 
коммунизма. В наше время осуществляются мероприятия 
по переходу к общему среднему образованию. Особого вни­
мания заслуживает сейчас повышение уровня преподавания 
математики, одного из важнейших школьных предметов.

Широко известна оценка роли и значения качественного 
овладения учащимися идеей функциональной зависимости, 
которая дается нашими учеными и методистами П. С. Алек­
сандровым, Б. В. Гнеденко, В. Л. Гончаровым, А. Н. Колмо­
горовым, А. Н. Маркушевичем, А. Я. Хинчиным и др. Учеб­
ные программы и пособия, начиная с 1956—57 уч. года, за­
метно больше стали уделять внимания изучению вопросов 
элементарного исследования функций.

В период работы советской средней школы, особенно в 
послевоенное время, учеными, методистами выполнена зна­
чительная работа по усовершенствованию методики изучения 
различных вопросов функциональной зависимости в сред­
ней школе. Так, следует отметить исследования в направ­
лении изучения истории введения понятия функции в курс 
математики дореволюционной русской средней школы (Б. П. 
Бычков), общей постановки вопроса об изучении функций 
в средней школе (Ф. Ф. Нагибин, С. М. Головина, В. И. Сев­
бо, М. Сахаев), функциональной пропедевтики (В. Добро­
вольский, Р. Горбач), методики изучения отдельных классов 
функций (Е. И. Вандышева, А. И. Жаворонков, М. В. Ж вир­
блис, В. Котек, Д. М. Маергойз, Ю. Н. Макарычев, Н. Н. 
Шоластер).

Вопросам графического изображения функций посвящено 
исследование С. И. Збарского, разработке упражнений три­
гонометрического содержания—А. Г. Грекуловой. Есть иссле­
дования, которые рассматривают методику изучения функций



с отдельных классах (В. Г. Ашкинузе). В последнее время 
обращено внимание на роль упражнении в преподавании ма­
тематики (В. А. Грибулин, Е. И. Лященко, И. М Эрдниев), 
установление связей между курсом алгебры и геометрии (З . Г. 
Муртазин, В. М. Чернов), выявление причин недостатков в 
усвоении функциональных понятий учащимися (И. А. Мар­
нянский), использование средств экранизации в преподава­
нии математики (А. В. Михалевский).

Отдельным вопросам изучения функциональной зависи­
мости посвящен ряд печатных работ:

функциональная пропедевтика — В. Л. Гончаров, Р. А. 
Майер;

показательная и логарифмическая функции — И. В. Ар­
нольд, Н. М. Поспелов, М. Л. Поспелов, Е. Я. Ремез и Д. М. 
Маергойз;

тригонометрические функции — Я. И. Айзенштат и Б. Г. 
Белоцерковская, И. К. Андронов и А. К. Окунев, В. И. За­
рецкий, Г. П. Михальков, П. Б. Погребысский и П. Ф. Филь- 
чаков, С. В. Синакевич;

построение графиков функций — П. М. Гельфанд и др., 
И. П. Рурский, В. К. Егерев п др., И. Я Танатар, И. X. Сива­
шинский.

Значительный функциональный материал содержится в 
пособиях В. Г. Ашкинузе и Н. Н. Шоластер, В. А. Вышен­
ского и др., С. А. Гастевой и др., М. Б. Гельфанда, И. А. Гиб­
ша, С. Е. Ляпина, С. И. Новоселова.

Функциональный материал послужил основой для созда­
ния программированных пособий:

Б. Н. Белого, Н. М. Поспелова; М. Б. Гельфанда; коллек­
тива авторов, членов кафедры элементарной математики и 
методики преподавания математики Киевского пединститу­
та им. А. М. Горького (О. С. Боришполец, В. М. Кухарь, 
Д. М. Маергойз, Е. А. Ченакал, И. Е. Шиманский).

И все же, несмотря на внимание, уделяемое этим вопро­
сам, в знаниях учащихся имеются еще значительные про­
белы. Об этом, в частности, говорится в обращении Ученого 
Совета физико-математического факультета МГУ им. М. В. 
Ломоносова к преподавателям математики средних школ к 
руководителям органов народного образования (см. жури. 
«Математика в школе», 1962, № I) и в выводах учебно-мето­
дического совета МВССО РСФСР (см. журн. «Математика в 
школе», 1969, № 1).



Такое положение можно объяснить, наряду с другими 
возможными причинами недостаточной разработкой методи­
ки элементарного исследования функций с более широким 
использованием графического метода. Возможными путями 
повышения уровня знаний учащихся по элементарному ис­
следованию функций может быть выполнение ими соответ­
ствующих систем упражнений. Однако, учителя математики 
таких систем упражнений, разработанных применительно к 
действующим программам, нс имели.

Исходя из анализа состояния методики изучения вопро­
сов элементарного исследования функций и практики рабо­
ты школы, диссертант определил своей главной проблемой-

Установить возможные пути повышения уровня препода­
вания и качества знаний учащихся но вопросам элементар­
ного исследования функции посредством разработки систе­
мы соответствующих упражнений и методики их выполнения, 
более широкого внедрения графического метода исследова­
ния функций в сочетании с использованием функциональной 
символики. Исследование но этой проблеме осуществляется 
нами путем решения таких частных задач: 1) раскрытие ро­
ли и значения элементарного исследования функций; 2) раз­
работка системы упражнений и методики их выполнения на 
применение геометрических преобразований к построению 
графиков функций в связи с элементарным исследованием 
функций; 3) разработка упражнений на применение функ­
циональной символики при элементарном исследовании функ­
ций; 4) подготовка отдельных новых учебно-наглядных по­
собий, которые могут способствовать поднятию эффектив­
ности обучения элементарному исследованию функций:
а) подготовка методических материалов для непосредствен­
ного использования учителями математики графического ме­
тода исследования функций применительно к курсу алгебры 
восьмилетней школы и алгебры и элементарных функций в 
IX—X классах средней школы.

В ходе работы над диссертацией мы пользовались такими 
методами исследования:

1) научно-методический анализ литературных источников.
2) анализ состояния знаний учащихся: а) из бесед с уча­

щимися; б) из бесед с учителями; в) по материалам школьной 
документации; г) по отчетам работы проверочных комиссий 
Черниговского ОблОНО, программно-методического управ­
ления Министерства просвещения УССР; д) по результатам



специально проведенных контрольных работ; е) по материа­
лам работы различных семинаров, конференции учителей; 
ж) из анализа результатов выпускных экзаменов в восьми­
летних и средних школах и вступительных экзаменов в тех­
никумы и институты; з) из личного 20-летнего опыта педаго­
гической работы в средней школе и педагогическом инсти­
туте;

3) изучение и обобщение опыта работы передовых учите­
лей математики школ УССР;

4) экспериментальная проверка предложенных нами сис­
тем упражнений и методики их выполнения в условиях ра­
боты со всеми учениками в классе и при проведении факуль­
тативных занятий по математике в 8 классе при изучении те­
мы «Функции и их графики»;

5) экспериментальная проверка использования специаль­
но изготовленных учебных диафильмов и раздаточных печат­
ных учебно-наглядных пособий.

При проведении исследования автор диссертации исполь­
зовал также результаты проведенной экспериментальной про­
верки наших материалов [2] (см. список литературы в конце 
автореферата) в 19 опорных школах НИИ педагогики УССР 
в 1958—59 гг.:

Костопольская СШ № 3 Ровенской области — учит. А. И. 
Белецкий; Харьковская СШ № 94 — учит. Р. И. Либерман;
О. Д. Нелегач; Луганская СШ № 2 — учит. Н. А. Морозова, 
Г. В. Бабенко, С. А. Зодова, В. Т. Шиманская; Николаев­
ская СШ № 15 — учит. Рябова, Москалец; Житомирская 
СШ № 23 — учит. Р. Ю. Любинская; Донецкая СШ № 1 — 
учит. Курило и др.

С участием диссертанта была проведена эксперименталь­
ная работа в Черниговских школах — № 8 (учит. Л. Г. Кип­
нис; Е. А. Неговская — 1958—1964 гг.); № 2 (учит. Е. В. 
Коптюр — 1958—1962 гг.); № 9 (Р. И. Фридман — 1958- 
59 гг.); № 10 (учит. А. В. Рудник — 1958—59 гг.); № 1 (учит.
А. П. Калий, А. И. Симентова, А. Ф. Яковинчик — 1959— 
1968 гг.).

Материалы по разработке системы графических упражне­
ний в 7—8 классах и изготовлению ученических «Альбомов 
графических работ», содержание которых отражено в [7], 
[8], проверялись в 1961—67 гг. в Черниговской СШ № 1 (учит. 
А. И. Симентова, А. Ф. Яковинчик); в Прилукской СШ-ии- 
тернате (учит. А. П. Вареник) — в 1964—66 гг.; в Березнян- 
ской СШ Черниговской области в 1965—66 гг.



Дидактический материал по созданию диссертантом экспе­
риментальных учебных диафильмов, которые изготовлялись 
в лаборатории технических средств обучения Черниговского 
пединститута им. Т. Г. Шевченко (ЧГПИ), проверялись ав­
тором совместно со студентами физико-математического ф а­
культета ЧГПИ в Черниговских СШ №№ 1, 4, 9, 16. Наши 
учебные диафильмы [1] — [IV], изданные по заказу МП УССР 
в 1967 году Укркинохроникой, прошли массовую проверку в 
школах Украины.

Около 60 студентов-заочников и около 30 студентов ста­
ционарного отделения физико-математического факультета 
ЧГПИ писали иод нашим руководством в течение 1964—68 гг. 
курсовые работы на темы, связанные с диссертационной те­
мой. Они были взяты из наших «Курсовых работ по методи­
ке преподавания математики», изд. 2-е [9] — номера тем 
51—69, 62, 123, 125; изд. 3 [10] — 105. 120, 141 — 143, 145, 167.

В течение 1964—68 гг. кружок студенческого научного 
общества ЧГПИ включал в тематику своей работы, которая 
велась под руководством диссертанта, вопросы элементарно­
го исследовния функций. 12 членов кружка СНО за этот пе­
риод делали соответствующие доклады на студенческих на­
учных конференциях. В течение 1965—68 гг. диссертант вел 
спецсеминар на тему: «Элементарное исследование функции 
в средней школе». Ежегодно, начиная с 1959 года, автор чи­
тал лекции соответствующей тематики для учителей го­
рода Чернигова, а в течение 1964—69 гг. для учителей г. Ки­
ева, Киевской, Полтавской, Сумской, Черкасской, Чернигов 
ской областей на постоянно действующих курсах переподго­
товки учителей математики 9—10 классов при ЧГПИ, где их 
прослушали около 900 человек.

В 1967 году автор провел выездные 2-х дневные семинары 
со всеми учителями математики старших классов в 11 райо­
нах Черниговской области, на которых рассматривались во­
просы элементарного исследования функций в 10 классе при 
изучении темы «Функции и пределы».

В 1967—68, 1968—69 уч. гг. автором проводились занятия 
с группами учащихся Черниговской СШ № 1, которые изуча­
ли тему «Функции и графики» по программе факультативных 
занятий.

О планах, ходе и результатах работы автор докладывал:
I. На отчетной научной конференции кафедр ЧГПИ за 

1955 год.



2. На заседании сектора математики НИИ педагогики 
УССР, руководителей районных секций учителей математи­
ки г. Киева — 1956—59 гг.

5. На заседании Ученого Совета НИН педагогики УССР— 
1959 г.

4. На ежегодных отчетно-научных конференциях препо­
давателей ЧГПИ (1960—69 гг.).

5. На научных конференциях и педагогических чтениях:
а) Республиканская научно-практическая конференция 

Учителей математики и черчения (г. Чернигов — 8 -  
11.Х—1958 г.);

б) Областная научно-практическая конференция по воп­
росам повышения эффективности урока и связи в преподава­
нии математики, физики, биологии и химии с жизнью (г. Чеп- 
нигов — 28 29.111 —1963 г.);

в) XIV Центральные педагогические чтения (г. Москва — 
5—7.1—1965 г.);

г) XV Центральные юбилейные педагогические чтения 
(г. Москва — 5—8.1 —1968 г.);

д) I научная конференция преподавателей математичес­
ких кафедр педагогических институтов Центральной Зоны 
РСФСР (г. Тула 15—18.V—1968 г.);

е) В сентябре 1968 г. о результатах наших исследовании 
был сделан доклад на Республиканском научно-методичес­
ком семинаре преподавателей математики, который работает 
при Киевском пединституте им. А. М. Горького под руко­
водством проф. И. Е. Шиманского.

В практику работы школ Украины внедрены результаты 
наших исследований путем издания 7 методических писем 
Программно-Методического Управления Министерства Про­
свещения УССР (общий объем их — около 30 и. л.), статей 
в республиканских методических сборниках «Преподавание 
математики в школе», а также выпуском 4 учебных диафиль­
мов Укркинохроникой в 1967 году. Положительные отзывы 
на наши работы имеются в центральной республиканской 
печати:

М. Б. Гельфанд, Основные вопросы преподавания алгеб­
ры в IX—XI классах, Киев, Изд-во «Радянська школа», 1963;'

М. П. Маланюк, О подборе и системе упражнений для 
контроля математических знаний учащихся, В кн. «Методика 
викладання математики», Республиканский научно-методи­
ческий сборник, вып. III, отв. редактор проф. II. Е. Шиман­
ский, Киев, Изд-во «Радянська школа», 1967;



В. Ф. Шморгун, Технические средства обучения на вузов­
ской лекции, научно-педагогический жури. «Радянська 
школа», 1968, № 2;

В. Н. Белый — «Школьный курс — первооснова», газ. 
«Радянська освіта», 24.VIII—1968 г.

Положительная оценка нашим учебным диафильмам 
дается в кандидатской диссертации А. В. Михалевского 
«Элементы экранизации в преподавании математики в сред­
ней школе», Киев, 1968.

Доклад «Графические работы как средство повышения 
уровня знаний учащихся по математике» на XIV Централь­
ных педагогических чтениях шел по секции «Новое в методи­
ке математики» и отмечен Поощрительной Грамотой АПН 
РСФСР.

Наши материалы «Опыт разработки содержания и мето­
дики изучения темы «Функции и их графики» по программе 
факультативных занятий в 8 классе» (объем 1 и. л.) включены 
в сборник статей «Новые идеи в преподавании математики», 
который готовится к изданию АПН СССР.

Рецензент издательства «Радянська школа» А. И. Черва- 
тюк и рецензент издательства «Просвещение» Л. М. Волов 
рекомендовали к печати наши рукописи «Альбомы графичес­
ких работ по алгебре».

★ ★ ★

Диссертация состоит из введения, трех глав, раздела об 
учебно-наглядных пособиях, разработанных автором, списка 
использованной литературы (свыше 350 названий), перечня 
9-ти диафильмов диссертанта.

Во введении дается обоснование актуальности темы ис­
следования, указывается основная проблема, поставленная 
диссертантом, и частные задачи для ее решения, указывают­
ся методы исследования, перечисляются школы и учителя, 
которые оказывали содействие автору в проведении экспе­
риментальной работы, перечисляются основные места вы­
ступлений диссертанта с сообщениями о подготовке, ходе и 
результатах исследования, приводятся некоторые отзывы о 
наших работах.

В п е р в о й  г л а в е  диссертации дается обзор учебной 
и методической литературы. Как известно, литература, отно­
сящаяся к различным аспектам изучения функциональной



зависимости в курсе математики средней школы, достаточно 
обширна. Об этом можно судить хотя бы по тем аннотациям 
к книгам, которые даются в наших работах [20], [21]. Мы со­
средоточили внимание на анализе литературы по вопросам 
методики обучения построения графиков функций, использо­
ванию графического метода для иллюстрации и исследо­
вания свойств функций. Еще в выступлениях участников 
Всероссийских съездов преподавателей математики (1911 — 
12 гг., 1913—14 гг.) подчеркивалось большое значение изло­
жения основных понятий о переменной величине и функцио­
нальной зависимости в наглядной форме (А. Г. Пичугин). 
М. Л. Франк отмечал, что графическое изображение функций 
может быть введено с самого начала алгебры и тогда основ­
ные положения дифференциального исчисления будут естест­
венным следствием уже известного материала. Н. А. 'Го­
милии подчеркивал роль графического метода в осуществле­
нии двух педагогических принципов — разделение труднос­
тей и интереса. Д. Е. Теннер указывал, что если одной из 
задач преподавания математики есть воспитание понятия 
функциональной зависимости, выраженной аналитически, то 
одним из средств для такого понимания является графичес­
кое изображение этой зависимости. Высокая оценка роли и 
значения графического метода давалась и в выступлениях 
других участников съездов (Б. А. Марковича, С. Н. Бернштей­
на, Б. Б. Пиотровского). При этом нужно иметь в виду, что 
в то время школа не могла быть обеспеченной техническими 
средствами экранизации учебного процесса. В данный период 
роль и значение, возможности графического метода значи­
тельно возросли.

В диссертации анализируются высказывания проф. А. Я 
Хинчина, проф. Б. В. Гнеденко о роли и значении графичес­
кого метода в школьном преподавании математики. Приво­
дятся высказывания проф. В. Л. Гончарова, проф. Ф. Ф. На- 
іибина, Д. М. Маергойза, В. А. Семенова о значении графи­
ческого метода в психологическом аспекте. Роль графическо­
го метода при элементарном исследовании функций как сред 
ства установления взаимной связи между отдельными разде­
лами школьного курса математики подчеркивается в работах 
И. П. Гурского, Ю. Н. Макарычева, С. И. Новоселова и др

В работах Г. П. Бевза, Б. П. Бычкова, М. И. Ромакина от­
ражены общие тенденции относительно роли и основного 
содержания вопросов использования графического метода при



изучении функциональной зависимости в программах различ­
ных периодов работы школы до 1956 года. Мы даем анализ 
программ периода работы школы в 1956—1968 гг. Этот ана­
лиз показывает, что в эти годы в программах стало уделять­
ся больше времени на изучение вопросов элементарного ис­
следования функции. Были введены темы для повторения, си­
стематизации и обобщения ранее изученного материала о 
функциях и их графиках, что следует признать определенным 
достижением. В программы факультативных занятий в 8 
классе введена тема «Функции и их графики». По нашему 
мнению, материал этой темы при переходе на новые програм­
мы должен войти в программу основного курса алгебры во­
сьмилетней школы.

Перспективы перехода на новые программы требуют еще 
более пристального внимания к вопросам методики изучения 
функций и использования при этом графических методов. Мы 
согласны с проф. A. И. Маркушевичем, что «...изучение... ко­
ординат и графиков, векторов, симметрии, движений и гомо­
тетии, элементарных функций... должно составлять основное 
содержание полного школьного курса».

В диссертации дан анализ стабильных учебников и задач­
ников по курсу алгебры и алгебры и элементарных функций, 
которыми пользовались учащиеся школ Украины в 1956 — 
68 гг., в свете нашей темы исследования. Проанализированы 
эти пособия по украинским изданиям «Радянської школи» 
1967 года: 1. А. Н. Барсуков, Алгебра (учебник для 6—8 клас­
сов); 2. А. П- Киселев, Алгебра, ч. II; 3. С. И. Новоселов, Три­
гонометрия (учебник для IX—X классов средней школы): 
4. П. А. Ларичев, Сборник задач по алгебре, ч. I; 5. П. А. Л а­
ричев, Сборник задач но алгебре, ч. II; 6. П. В. Стратилатов, 
Сборник задач по тригонометрии; 7. Е. С. Кочетков, Е. С. Ко­
четкова, Алгебра и элементарные функции, ч. 1; 8. Е. С. Ко­
четков, Е. С. Кочеткова, Алгебра и элементарные функции, 
ч. II.

В анализе этих пособий указываются положительные мо­
менты и отмечаются упущенные возможности успешного обу­
чения учащихся проведению элементарного исследования 
функций при использовании графического метода, которые 
характерны для каждого в отдельности рассматриваемого по­
собия. Учебник А. Н. Барсукова имеет значительно больше 
функционального материала, чем это имело место в свое вре­
мя в учебнике «Алгебра», ч. I А. П. Киселева. Вторая часть 
этого учебника, которым пользовались учащиеся школ Укра-



ины до 1967 года, не была совершенно согласована по изло­
жению материала с учебником А. Н. Барсукова, что и не уди­
вительно, если принять во внимание хотя бы хронологию их 
выхода. Это служило также одной из причин затруднении в 
работе учителей и учебе учащихся. В эти годы учебник С. И. 
Новоселова «Тригонометрия» являлся «более функциональ­
ным», чем учебник «Алгебры», ч. II А. П. Киселева.

Изучение курса алгебры и элементарных функций в пос­
ледние годы ведется по пособиям Е. С. Кочеткова и Е. С. Ко­
четковой, общий анализ которых дан акад. А. Н. Колмогоро­
вым в журн. «Математика в школе», 1966, № 1; 1967, № 2.

Значительный материал на элементарное исследована;', 
функций с использованием графического метода содержится 
в задачниках П. А. Ларичева и П. В. Стратилатова. Однако, 
для анализируемых нами пособий характерны п определен­
ные недостатки. К ним можно отнести в учебнике А. Н. Бар­
сукова, например, определенную рецептурность в объяснени­
ях построения точек на координатной плоскости и нахожде­
ния координат точек. Нет в учебнике и объяснения построе­
ний графиков функций, когда необходимо было бы выполнять 
сжатия или растяжения относительно оси ординат, что свиде­
тельствует о неполноте изложения материала. Этот пробел не 
восполняется и упражнениями задачника П. А. Ларичева.

В учебнике С. И. Новоселова примеры алгебраических 
функций и их графиков не используются при введении функ­
циональных, понятий возрастающих, убывающих, монотоннных 
функций. Не делаются автором учебника «Тригонометрии» 
сравнения построений графиков алгебраических и тригономе­
трических функций. Это же замечание относится и к пособию 
Кочетковых. Для задачников П. А. Ларичева и П. В. Страти­
латова, а также пособий Кочетковых характерным является 
недостаточно разнообразная постановка вопросов, связанных 
с элементарным исследованием функций. Графики в задачни­
ках и учебниках часто выполнены в техническом отношении 
несовершенно. Нет в задачниках графически заданных усло­
вий на исследование функций и ни к одному из упражнений 
графического характера не даны ответы, что следует отнести 
к методическим недостаткам задачников. Большинство пост­
роений графиков функций, содержащихся в заданиях задачни­
ков П. А. Ларичева и П. В. Стратилатова и в пособиях Ко­
четковых, может быть выполнено с помощью простейших гео­
метрических преобразований. Термин «геометрические пре­
образования графиков функций» в пособиях и задачниках но



употребляется. Графическим метол в анализируемых пособиях 
используется больше как средство иллюстрации свойств функ­
ции и почти нигде не используется как средство исследования 
функции. В анализе работ С. И. Новоселова и Кочетковых мы 
рассматриваем некоторые вопросы методики введения функ­
ционального символа „f  (х)и и его использования для прове­
дения элементарного исследования функции.

В диссертации дается анализ и проводится сравнительная 
методическая характеристика определении содержания эле­
ментарного исследования функции, которые дают проф. В. Л. 
Гончаров («Энциклопедия элементарной математики», т. Ill),
С. И. Новоселов (Алгебра и элементарные функции (Пособие 
для учителей), М., Учпедгиз, 1956); А. Н. Барсуков (Алгебра, 
ч. II, М„ Учпедгиз, 1957), И. А. Гибш (Алгебра (Пособие 
для учителей IX—XI классов), М„ Учпедгиз, 1960). Отмеча­
ется, что ряд авторов (И. П. Гурский, И. А. Гибш, Ю. Н. Ма­
карычева) частично рассматривают задачу элементарного ис­
следования функций, как подчиненную задаче построения 
графиков функций. Обращает на себя внимание предостере­
жение (Г. Г. Левитас, С. И. Новоселов, Ю. Н. Макарычев) на 
опасность, которую представляет собой противопоставление 
элементарных средств и применения производной к исследо­
ванию функций, недооценка роли и значения элементарного 
исследования функций. Вместе с тем С. И. Новоселов спра­
ведливо отмечает, что не стоит вдаваться в «кустарщину» и 
чрезмерное увлечение искусственными приемами там, где не­
посредственное исследование элементарными средствами ус­
ложнено. Р. А. Майер в результатах своих исследований от­
мечает, что чисто аналитическое исследование, оторванное от 
графика, усваивается учащимися с большими трудностями и 
может быть проведено лишь наиболее успевающими учащи­
мися.

При рассмотрении аналитического метода исследования 
функций авторы анализируемой литературы в большинстве 
случаев средствами его осуществления видят лишь решения 
уравнений, неравенств, систем уравнений и неравенств, до­
казательство неравенств. Не рассматривается методика воз­
можного использования функциональной символики „f ( х ) “ 
при графическом методе исследования функций, хотя Ю. И. 
Макарычев и обращает внимание на то, что она может зна­
чительно расширить возможности использования понятия 
функции в действии.



В диссертации дан анализ построении графиков функции: 
1) по точкам, 2) на основании аналитически выполненного 
элементарного исследования функций, 3) с помощью геомет­
рических преобразовании, 4) с помощью параллельного пе­
ренесения координатных осей, 5) с помощью изменения мас­
штаба на осях координат, 6) с помощью выполнения дейс­
твий над графиками. Каждый из этих способов имеет право 
на свое применение на различных этапах обучения. Особого 
внимания сейчас заслуживают вопросы методики изучения 
способа геометрических преобразований для построения гра­
фиков функций. Как отмечал акад. А. Н. Колмогоров (см. 
журн. «Математика в школе», 1964, № 6), усиление внимания 
к геометрическим преобразованиям и функциональной зави­
симости в восьмилетней и средней школе является одним из 
основных путей усовершенствования преподавания матема­
тики, приближения его к достижениям науки, к нуждам прак­
тики. Проф. А. И. Маркушевич в своем выступлении 25 мая 
1969 г. на Республиканском научно-методическом семинаре в 
г. Киеве вопросы методики изучения геометрических преобра­
зований отнес к числу наиболее актуальных методических 
проблем в настоящее время работы нашей школы. Понятие 
геометрического преобразования является частным случаем 
понятия функции. Поэтому и становится понятным большое 
образовательное значение изучения геометрических преобра­
зований в средней школе, на что указывает А. И. Фетисов. С 
начала 60-х годов начало выходить больше литературы, в 
которой рассматриваются применения геометрических преоб­
разований графиков функций. Специально этому вопросу 
была посвящена работа И. Я. Танатара «Геометрические пре­
образования графиков функций», М., Учпедгиз, 1960. Одна­
ко эта книга не преследовала цели осветить методику обу­
чения учащихся этому способу построений, о чем автор ее и 
заявляет в предисловии. А решение вопросов этой методики, 
как отмечает В. И. Мишин, является нелегким делом для 
учителя.

О необходимости уделять должное внимание вопросам 
методики обучения построению графиков функций способом 
геометрических преобразований можно сделать вывод и из 
того, что в пособиях для поступающих в вузы (Вышенский 
В. А., Дороговцев А. Я., Ежов И. И., Скороход А. В., Ядрен­
ко М. И.; Гурский И. П., Дорофеев Г. В., Потапов М. К., Ро­
зов Н. X., Сивашинский И. X.), для студентов физико-мате­
матических факультетов (Ривкинд Я. И., Скобелев Г. Н.),



для студентов технических вузов (Егерев В. К., Радунский 
Б. А., Тальский Д. А.; Запорожец Г. И.; Крейн С. Г., Уша­
кова В. Н.), в сборниках задач и упражнений (Смирнов 
И. И.; Худобин А. И., Худобин Н. И., Шуршалов М. Ф.) 
приводятся сведения и примеры на построения графиков функ­
ций с помощью геометрических преобразований. Однако, 
этими способами сознательно могут пользоваться только 
лишь те учащиеся, которые изучали эти способы построения. 
Но они то ведь не рассматриваются в нынешних пособиях 
для школ как самостоятельный объект изучения, не преду­
смотрено их такое изучение и по школьным программам 
основного курса математики, а есть только изучение этих 
вопросов по программе факультативных занятий в 8 классе. 
В анализируемой литературе нет и постановки вопросов «Что 
такое геометрические преобразования графиков функций?.», 
«В чем состоит суть способа геометрических преобразований 
графиков функций?», «Как согласуется использование спо­
соба геометрических преобразований графиков функций с 
функциональной символикой?», «Какая система упражнении 
позволяет научить учащихся применять определенный вид 
геометрического преобразования?» и т. д. Однако, характер 
содержания упражнений и объяснений к построению графиков 
в работах упомянутых авторов четко указывает на тенденцию 
усиления внимания к геометрическим преобразованиям гра­
фиков функций.

В диссертации приводится перечень основных наглядных 
пособий: таблиц, диафильмов, кинофильмов, приборов, изго­
товленных и выпущенных в Москве, Ленинграде, Киеве. Ука­
зывается литература, где дается описание этих пособий. Ана­
нии должно выполняться в «чертежной» и в «лаборатории ис- 
казал, что была необходимость создания специальных диа­
фильмов для изучения вопросов графического метода ис­
следования функций.

Б. Б. Пиотровский отмечал, что построение графика функ­
ции должно выполняться в «чертежной» и в «лаборатории ис­
следования». Говоря о «чертежной», он имел в виду вопросы 
техники выполнения и культуры оформления построений гра­
фиков функций. Однако, в анализируемой нами литературе, 
в большинстве случаев, оформление графиков выполнено с. 
недостатками. Часто не указываются направления осей коор­
динат, нет масштабных делений на осях, графики непрерыв­
ных функций изображаются штриховыми линиями, надписи 
возле графиков идут «по ходу» кривой и т. п. Мы никак по



можем согласиться с тем, чтобы в типографским способом 
издаваемой литературе очень грубо — эскизно выполнялись 
графики, как это имеет место в работе И. М. Гельфанда и 
др. «Функции и их графики», М., «Наука», 1965. Мы в этом 
вопросе согласны с Е. С. Дубинчук, которая отмечает, что 
«неправильно вычерченный график не только теряет свое 
педагогическое значение, но и становится причиной закреп­
ления в памяти учащихся неправильных ассоциации, дезо­
риентирует при решении задач и обесценивает в их глазах 
графический метод в целом». В методической литературе, 
кроме работы Е. С. Дубинчук «О культуре математических 
записей в старших классах средней школы», Киев, Изд-во 
«Радянська школа», 1965 (на укр. языке), мы нигде не встре­
чали попыток формулировать требования к оформлению 
графических работ.

В методической литературе определенное внимание уде­
ляется вопросам оценки роли систем упражнений. Как от­
мечает П. М. Эрдниев «...всякое исследование по методике 
математики в конце-концов сводится к упражнениям: к вы­
яснению принципов их классификации, разнообразия их форм 
и содержания, к вопросам о последовательности их выполне­
ния, о приемах работы над ними и т. и.». Е. И. Лященко 
справедливо отмечает, что подбор систем упражнений являет­
ся одним пз важных путей решения проблемы доступности 
в раскрытии идеи функции в средней школе. Исследования 
П. М. Эрдниева, Е. И. Лященко, М. П. Маланюка, И. А. Мар­
нянского отмечают роль упражнений так называемого синте­
тического характера, которые требуют обратных логических 
операций. Однако систем таких упражнений и вопросов при­
менительно к использованию графического метода исследо­
вания функций в анализируемой нами литературе нет, что 
служит одной из причин недостатков в знаниях учащихся 
(М. П. Маланюк, И. А. Марнянский). Мы хотим отметить, 
что в методической литературе, задачниках, пособиях для по­
ступающих в вузы периода последнего десятилетия намети­
лись тенденции к переусложнению упражнений. Часто не вы­
держивается принцип «от простого к сложному». Недооцен­
ка роли и значения графического метода часто ведет к чрез­
мерному увлечению применением аналитических методов 
элементарного исследования функций. При этом решение 
примеров на исследование функций больше служит обучению 
учащихся решать уравнения и неравенства, доказывать тож-



дества, нежели способствует глубокому раскрытию содержа­
ния основных функциональных понятии. И если современная 
методика признает необходимость функциональной трактовки 
уравнений, неравенств, то, при указанном выше положении, в 
практике работы школы есть опасность сбиться на формально- 
оперативный подход к изучению функционального материа­
ла. Особого внимания заслуживает теперь пункт объясни­
тельной записки к новой программе по математике:

«6. Прочность формирования навыков достигается на 
большом числе достаточно простых упражнений и задач. 
Необходимо отказаться от трудоемких задач и упражнений, 
решение которых представляет лишь специальный интерес 
для ограниченного числа учащихся», (журн. «Математика в 
школе», 1968, № 2, стр. 6).

Этот пункт можно выполнить при проведении элементар­
ного исследования функций путем уделения должного внима­
ния графическому методу.

Первая глава завершается выводами, подтверждающими 
актуальность нашей темы исследования.

Во в т о р о й  г л а в е  освещены вопросы методики 
использования графического метода исследования функций 
и курсе алгебры восьмилетней школы. Изложение содержа­
ния этой главы начинается с рассмотрения современного на­
учного понятия функции, которое может быть отнесено к чис­
лу таких основных, первичных понятий, как соответствие, 
отображение (см. Ю. А. Шиханович, Введение в современ­
ную математику, М., «Наука», 1965; Р. Р. Столл, Множества. 
Логика. Аксиоматические теории, М„ «Просвещение», 1968; 
А. А. Столяр, Педагогика математики, Минск, Изд-во «Вы­
шэйшая школа», 1969; Феликс Люсьен, Элементарная матема­
тика в современном изложении, М., «Просвещение», 1967). В 
классической математике происходит осмысление понятия 
функции по двум направлениям (см. предисловие В. А. Ус­
пенского к книге А. Ю. Шихановича). Эти два направления 
находят свое определенное отражение и в школьном препо­
давании. Так, в восьмилетней школе функция имеет истолко­
вание как переменная величина и как закон (правило), свя­
занный также с понятием переменной величины (см. ответы 
в статье акад. А. Н. Колмогорова в журн. «Математика в 
школе», 1967, № 6 на вопрос «Что такое функция?»).

Из второго направления, связанного с отказом от пере­
менных величин, в практику школьного преподавания мате­
матики проникают подходы, трактующие функцию как пра -



вило, или закон и как соответствие (см. автореферат канд. 
диссертации Е. И. Лященко «Содержание и система упраж­
нений, раскрывающих идею функции в курсе алгебры 
восьмилетней школы», Л., 1967; Е. А. Краснянская, Ю. М. 
Макарычев, Изучение раздела «Функции и тождественные 
преобразования» в 6 классе, журн. «Радянська школа», 1968, 
№ 11 (на укр. языке).

Мы подчеркиваем, что в практике школьного преподава­
ния существенную роль играет не то, какое словесное «опре­
деление функции» учащиеся выучат наизусть, а как форми­
руется и используется понятие функции. При этом сущест­
венную роль играет графический метод и в научном отноше­
нии, а не только в методическом. Если рассматривать график 
функции как множества упорядоченных пар, то «...любая 
информация о функции может быть извлечена из ее графика.» 
(Р. Столл). Далее мы показываем, что точечные геометричес­
кие преобразования, изучаемые в курсе геометрии, должны 
найти соответствующее применение и в курсе алгебры. Ведь 
определение: «Геометрическим преобразованием называется 
всякая функция П сопоставляющая любой точке А плоскости 
некоторую точку А '= П  (А)" является замечательным приме­
ром функциональной трактовки понятий курса геометрии, а 
конкретные геометрические преобразования являются одним 
из способов задания функций.

Мы отвечаем на вопрос «Что такое геометрические пре­
образования графиков функций?» так:

«Под геометрическими преобразованиями графиков 
функций мы понимаем любую операцию, которая дает воз­
можность способом точечных геометрических преобразований 
но данному графику Функции (1) строить график функции 
( I I ) » .

Далее мы показываем, что для успешного применения 
геометрических преобразований как способа построения гра­
фиков функций нужно, чтобы учащиеся и построение точек 
на координатной плоскости и построение графиков рассматри­
вали как задачу на нахождение определенных множеств то­
чек. Геометрические преобразования точек координатной 
плоскости дают хорошие возможности «арифметизации» и 
«алгебраизации» геометрии. Для каждого из отдельных ви­
дов основных геометрических преобразований (симметрия 
относительно осей координат, прямой у = х, начала коорди­
нат, параллельные переносы в направлении осей координат, 
сжатия и растяжения относительно осей координат) мы вво-



дим специальные графические обозначения. Ими мы пользо­
вались в наших опубликованных работах [11], [12], [16], [17], 
[23] н в диафильмах [I] — [IV]. Мы указываем, какие дина­
мические стереотипы должны вырабатываться при обучении 
учащихся строить графики функций с помощью геометри­
ческих преобразований в связи с графическим методом иссле­
дования функций. Эти стереотипы должны обеспечивать 
условия для выработки устойчивых ассоциаций между графи­
ческими образами, аналитическими выражениями функции, 
и определенными видами геометрических преобразований 
графиков функций. Мы формулируем требования и услов­
ности, которых целесообразно придерживаться при выпол­
нении построений графиков функций (см. [ll, стр. 13—15]).

После рассмотрения возможных оснований классифика­
ции упражнений на применение графического метода иссле­
дования функций мы даем обоснованную систему упражнении 
применительно к условиям изучения курса алгебры восьми­
летней школы по действующим программам. Все наши пред­
ложения нашли отражение в опубликованных методических 
письмах, направленных во все школы УССР. Они уже вошли 
в последние годы в практику работы школ республики. В 
частности, при прохождении темы «Числовая ось» мы пред­
лагаем использовать специальные графические обозначения 
числовых промежутков, которые связаны с символическими 
записями сегментов, интервалов, полусегментов, полуинтерва­
лов и ставить разнообразные вопросы о записях с помощью 
неравенств и в форме [а; в], [а; в), (а; в], (а; в), графически изо­
браженные числовые промежутки на числовой оси (см. [11], 
[17], [I], [II]). В диссертации дается система упражнений на 
построение точки по ее координатам как нахождение опреде­
ленного геометрического места точек. В диссертации приво­
дится система упражнений на построение точек на координат­
ной плоскости, положение которых указывается с помощью ко­
ординат пли геометрического положения данных точек, на 
примерах симметрии относительно оси абсцисс, начала коор­
динат, параллельного переноса в направлении оси ординат, 
сжатия к оси абсцисс. Относительно остальных видов геомет­
рических преобразований делается ссылка на аналогию из­
ложения и на то, что эти вопросы более полно изложены в 
наших работах [11], [15], [23]. Нами дается обоснование необ­
ходимости выполнения систем упражнений на построение
графиков зависимостей y = k x ,  y= k x + b, у= k / x ,  которые



подготавливают учащихся к сознательному выполнению всех 
основных видов геометрических преобразований графиков 
разнообразных функций. Такая система упражнений дается 
в связи с элементарным исследованием функций ([11]). Мето­
дика обучения учащихся построению графиков алгебраичес­
ких функций сжатием и растяжением относительно осп орди­
нат рассмотрена более подробно по сравнению с другими ви­
дами преобразований.

В диссертации приводится описание методики введения 
функциональной символики. Приводятся примеры использо­
вания ее для математической символической записи постано­
вок вопросов и ответов на них в связи с графическим методом 
исследования функций. В числе их есть такие, где требуется 
дать примеры функций, для которых f (3)= 0, f (- 5 )= f (5),

f1(3)= f 2(5) и т . п .
Учащиеся с интересом относились к решению таких 

упражнений, ответы к которым были многозначны и иллю­
стрировались графически. С целью обеспечения более созна­
тельного понимания смысла символа „f(x)u учащимся предла­
гались объяснения и упражнения на записи с использованием 
символа „f “ различных простейших алгебраических функций. 
Подбирались эти упражнения так, чтобы они могли способ­
ствовать также более глубокому пониманию смысла геомет­
рических преобразований графиков функций и их символи­
ческой записи. Примером такой постановки вопроса может 
служить упражнение:

Дана функция у = 3 x + 1(1) и она обозначена f (x ) =  
= 3 x + 1(1). Записать с помощью символа „f “ функции: 
а)y = 3 x + 5(II); б) у = - 3x+ l(II); в) у = 6 х + 2 (II): г) у = 6х +  
+ 1 (II); Д)у= - 3 х—1 (II) и т. д. ([15], [16], [17], [23]).

Нами также описана в диссертации экспериментальная 
работа с группами учащихся, изучавших тему «Функции и их 
графики» по программе факультативных занятий в 8 классе. 
Эта программа позволяет рассматривать геометрические пре­
образования графиков функций как самостоятельный объект 
изучения. В связи с этим мы и разработали системы упражне­
ний, классифицированных по видам геометрических преобра­
зований. О возможностях и целесообразности такой класси­
фикации мы говорили в наших работах еще в 1965—1966 гг. 
([11], [12], [13]). Наши диафильмы [III], [IV] также содержат 
дидактический материал, классифицированный по видам ос­
новных геометрических преобразований. Знания о функциях,



наличие определенного запаса графиков простейших алгебра­
ических функций, введенная функциональная символика, по­
нимание графика функции как определенного множества точек 
— все что позволяет ко времени завершения изучения курса 
алгебры восьмилетней школы провести с учащимися обобще­
ния, которые весьма эффективно могут быть использованы 
ими при изучении курса алгебры и элементарных функции в 
IX—X классах.

В диссертации мы рассматриваем изложение этих вопро­
сов на примерах симметрии относительно осп абсцисс, начала 
координат, параллельного переноса в направлении оси орди­
нат, сжатия и растяжения относительно оси абсцисс. При 
проведении эксперимента мы давали определения геометри­
ческих преобразований точек координатной плоскости, гра­
фиков по аналогии с определениями, которые давались в кур­
се геометрии (см. В. Г. Болтянский, И. М. Яглом, Преобразо­
вания. Векторы, М., «Просвещение», 1964). Примеры таких оп­
ределений, не подлежащих обязательному заучиванию, кото­
рыми мы пользовались при изложении материала по изуче­
нию симметрии относительно осп абсцисс:

1. Точки А и А1 называются симметричными относительно 
оси абсцисс, если отрезок АА1 перпендикулярен оси абсцисс 
и делится ею пополам.

2. Если точка А лежит на оси абсцисс, то мы условимся 
считать, что точка, симметричная точке А относительно оси 
абсцисс, совпадает с точкой А.

3. График функции (II), образованный всеми точками, 
симметричными точкам графика функции (1) относительно 
оси абсцисс, называется симметричным графику функции (I) 
относительно оси абсцисс.

4. Переход от графика функции (I) к симметричному ему 
относительно оси абсцисс графику функции (II) называется 
симметрией относительно оси абсцисс.

Рассматриваются упражнения на: 1) построение точек, 
симметричных относительно осп абсцисс, 2) запись координат 
точки А1, симметричной относительно оси абсцисс данной точ­
ке А с указанными ее координатами, 3) построение пар взаим­
но-симметричных относительно оси абсцисс графиков простей­
ших алгебраических функций, 4) запись аналитического вы­
ражения функции (II), график которой симметричен графику 
функции (I) относительно оси абсцисс, если известно анали-



тическое выражение функции (I), 5) записи аналитических 
выражений функции (I) и (II), графики которых будут вза­
имно симметричны относительно оси абсцисс. После этого 
формулируется условие применения симметрии относительно 
осп абсцисс для построения графиков функций: Симметрией 
относительно оси абсцисс можно построить график функции 
(I), если есть график функции (1) и известно, что при одних 
и тех же значениях аргумента все значения функции (II) 
противоположны соответственным значениям функции (I).

Графики функций у = f ( x )  (I) и у =  —f ( x ) (II) взаимно 
симметричны относительно оси абсцисс. После этого рассмат­
риваются инвариантные свойства функций (I) и (II). В ана­
логичном плане изучались и остальные преобразования (см. 
[16], [17], [18], [23]). На последовательное применение геометри­
ческих преобразований графиков функций предлагались уп­
ражнения как на выполнение собственно построений, так и 
на одну лишь запись последовательности выполнения постро­
ений. Это давало значительную экономию учебного времени. 
Особый интерес учащихся вызывало решение упражнений на 
запись аналитических выражений функций (II), (III), (IV), 
графики которых были изображены на рисунках с принятыми 
нами условными графическими обозначениями геометрических 
преобразований графика основной элементарной функции (I) 
(См. такие задания в [11], [12], [15], [17], [23], [I], [III]).

Опыт проведения факультативных занятий по изучению 
темы «Функции и их графики» показал, что этот материал 
следует включить в содержание основного курса алгебры 
восьмилетней школы в новых программах, а наша методика 
применима к его преподаванию.

В третьей главе рассматриваются вопросы методики обу­
чения графическому методу исследования функций в курсе 
алгебры и элементарных функций IX—X классов средней 
школы.

Вопросы этой методики освещаются применительно к изу­
чению курса по действующим в течение последних 5 лет про­
граммам средней школы. Классификации упражнений даются 
по темам программы, по видам геометрических преобразова­
ний графиков функций. Значительная часть упражнений ста­
вится в форме заданий на построение графиков с необходи­
мыми исследованиями свойств функций. Построение графиков 
функций увязывается с графическими иллюстрациями изу­
ченных свойств и с использованием графиков для установле­
ния свойств функций но данным графикам или но графикам,



Построенным с помощью данных графиков, т. е. с использо­
ванием графического метода исследования. Ко веем темам 
программы приводятся системы дополнительных вопросов, 
позволяющих учащимся глубже изучить свойства функции 
на графическом материале, а учителям проконтролировать 
сознательность и глубину знаний по изучаемым темам. Зна­
ния учащихся из курса алгебры восьмилетней школы о гео­
метрических преобразованиях графиков функций, полученные 
по разработанной нами методике ([11], [ІІI]) позволяют видеть 
много аналогий в построении графиков функций алгебраичес­
ких и тех новых, трансцендентных, функций, которые изу­
чаются в IX—X классах. Материал темы «Функции и их гра­
фики» по программе факультативных занятий позволяет смо­
треть на многие построения графиков показательных, лога­
рифмических, тригонометрических функций как на частные 
иллюстрации изученных общих положений. Если, например, 
учащимся известно построение графика функции у = f (—х) 
(II), по данному графику функции у =  f (x)  (1), то построение
у = ( 1/2) x = 2 -x (II) может быть выполнено симметрией 
данного графика y = 2 x (I) без особых дополнительных 
объяснений. По построенному таким способом графику функ­
ции у = ( 1/2)x можно устанавливать ее свойства.

Нами дается в диссертации система вопросов, позволяю­
щая предупреждать типичные ошибки учащихся при построе­
нии графиков функций с использованием их геометрических 
преобразований. Построение графиков увязывается с исследо­
ванием свойств функций постановкой вопросов такого, на­
пример, характера:

1. При каком геометрическом преобразовании графика 
функции у = s in x (1) можно построить график функции 
(II)\ у которой периодом будет: а) 6 П: б) П/2?

2. Определить а в формуле y = tg a x , если известно, что
для графика этой функции ассимптотами будут: x = - П / 4 ,

x=П/4, x=3П/4 и т. д.

3. Что можно сказать об экстремальных значениях 
функций, графики которых построены сжатием графика 
у= sin x к оси ординат?



4. Каким геометрическим преобразованием графика 
функции у = sin  x  ( I) можно построить график функции
(II), нулями которой будут x 1 =0, x2=П/2, x3=П и  т. д.?

Мы рассматривали построения графиков функции способа­
ми параллельного перенесения осей, изменения масштабов на 
осях координат, выполнения арифметических действии над 
графиками, даем сравнительную характеристику этим спосо­
бам и рекомендации относительно их применения. Основной 
материал по этим вопросам освещен в нашей работе [12].

В диссертации изложена методика заключительного повто­
рения вопросов элементарного исследования функций при 
изучении темы «Функции и пределы». Эти вопросы входили и 
тему нод названием «Обобщение понятия функции» в про­
граммах по математике для школ УССР в 1966—67 уч. году, 
а в ныне действующей программе их углубленное изучение 
предусмотрено третьим вариантом, о котором говорится в 
программах по математике для IX—X классов. Мы подчерки­
ваем, что обзор ранее изученного материала не должен сво­
диться только лишь к повторению известных сведений, а дол­
жен носить именно характер обобщений и применений полу­
ченных ранее знаний к решению вопросов о свойствах функ­
ций и их графических изображениях. Раньше объектом изуче­
ния были свойства и графики конкретных элементарных функ­
ций. В теме «Функции и пределы» объектом изучения становят­
ся свойства функций вообще, а ранее изученные конкретные 
функции служат средством иллюстрации изучаемых свойств. 
Особенно важно при этом достаточно всесторонне раскрыть 
сущность основных функциональных понятий путем постанов­
ки разнообразных вопросов, ответы на которые даются с ис­
пользованием функциональной символики и разнообразных 
графических иллюстраций, без решения затруднительных в 
техническом отношении упражнений. Особая роль при этом 
принадлежит упражнениям синтетического, конструктивного 
характера. Подбор таких упражнений был дан нами еще в 
1963 году ([6]), а дальнейшая их разработка нашла свое от­
ражение в пашем методическом письме [15]. Мы в диссерта­
ции приводим системы таких упражнений и раскрываем ме­
тодику их решения. Такие системы упражнений даются к изу­
чению понятий: область определения функции, область изме­
нения функции, убывающая и возрастающая функция, проме­
жутки монотонности, промежутки знакопостоянства, нули



функции, максимум и минимум, четность и нечетность, перио­
дичнОСТЬ функции.

В эти системы упражнении входят также вопросы такого 
типа:

1. Дать пример функции, областью определения которой 
является данный числовой промежуток, указанный с помощью 
неравенств, словесным описанием, в символической записи 
или графически изображенный на числовой оси.

2. Дать примеры двух функций, области изменения кото­
рых однаковы.

3. При каких геометрических преобразованиях графика 
функции (I) получаем график функции (II), у которой об­
ласть изменения такая же, как и у данной функции (I)? (Здесь 
делаем оговорку о том, что области определения — вся чис­
ловая ось).

4. Область изменения функции у = f (х) (I) определя­
ется неравенством —2< у<5. Найти область изменения 
функции (II):

а) y = f (x +З) (II); б) у= - f (х) (II): 
в) у = 2f (х) (II).
5. Записать функцию, у которой промежутки возрастания 

(убывания) совпадают с промежутками убывания (возраста­
ния) данной функции.

6. Дать примеры двух функций, значения одной из кото­
рых положительны (отрицательны) при тех значениях аргу­
мента, при которых вторая функция возрастает (убывает) .

7. Функция у = f (x ) (I) имеет нули x 1 = - 2, x2= 4,
x3= 6. Найти нули функций: a) y = f ( x + 2) (II);
б) y = 2f(x) (II); у = f  (2х) (II).

8. Что можно сказать о свойстве четности функции 
у = f (x )+ а (II), если функция у = f(x ) (I) четна?

9. При каких геометрических преобразованиях графика 
периодической функции у = f (x )(1) строим график функции 
(II), которая также будет периодической и будет иметь тог 
же период, что и функция (I)?

Ответы на вопросы такого характера иллюстрируются гра­
фиками, а иногда ответы даются по предварительно постро­
енным графикам. При этом используются принятые нами усло­
вные графические обозначения положения точек на коорди­
натной плоскости ([11, стр. 26—28]). Учащиеся, усвоившие ин­
вариантность свойств функций (I) и (II), графики которых 
могут переходить один в другой при определенных геометри­
ческих преобразованиях, дают объяснения свойств исследуе-



Мых функции, сравнивая их со свойствами функций, уже изу­
ченных, что очень важно в образовательном отношении.

В диссертации мы приводим примеры элементарного иссле­
дования ряда функций ([15]). На описание свойств функций 
по данным графикам задания ставятся с использованием 
кадров диафильмов [I]—[IV].

В диссертации дается описание учебно-наглядных пособий, 
подготовленных нами. В отзывах на наши первоначальные 
материалы для педагогического исследования [2] учителя от­
мечали, что построения графиков функций не были полностью 
выполнены ввиду недостатка времени. Нам стала очевидной 
потребность создания учебно-наглядных пособий примени­
тельно к методике графического метода исследования функ­
ций. В 1964 году нами были разработаны, а кафедрой элемен­
тарной математики и методики преподавания математики 
ЧГПИ и кабинетом математики Черниговского ОИУКУ типо­
графским способом в форме альбомов изданы наши работы 
«Методические указания о выполнении графических работ по 
алгебре» [7] и [8]). Этими работами (мы их дальше сокращен­
но называем «Альбомами») были обеспечены все учителя ма­
тематики Черниговской области и учащиеся VII и VIII клас­
сов ряда школ Черниговской области.

В содержание этих «Альбомов», кроме адресованных учи­
телям предисловия и методических указаний, вошли образцы 
решения всех основных типов упражнений графического ха­
рактера в соответствии с программой VII и VIII классов. В 
«Альбоме» [7] содержалось 94 рисунка, в «Альбоме» [8] — 
102 рисунка. Приведенные образцы построений графиков и 
объяснений к ним чередуются с постановкой перед учащи­
мися заданий, которые должны быть ими выполнены на заго­
товленных в «Альбомах» системах координат с построенны­
ми уже вспомогательными графиками. Большинство условий 
дается графически, и учащимся остается лишь записать от­
вет в «Альбоме» и выполнить одно—два построения, состав­
ляющих сущность задания. Таким образом, вся чисто техни­
ческая работа по вычерчиванию систем координат и вспомо­
гательных графиков отпадает. Например: «На рис. 40 построен 
график у= - x 2+ 1.  Построить график, симметричный данному 
графику относительно оси абсцисс, и записать функцию, 
которую он изображает. Ответ: . . .» ([8]). При этом в
«Альбоме» есть построенный график у = - x 2+ 1, и на этой же



системе координат учащемуся остается лишь выполнить 
построение параболы у = x2— 1 с помощью шаблона у —х 2. 
Все упражнения — образцы и упражнения — задания имеют 
в «Альбомах» сплошную нумерацию, что способствует облег­
чению контроля работы учащихся и проведению необходимо­
го обзора, обобщения материала. В «Альбомах» заготовлено 
место и для индивидуальных задании учащимся. По отзывам 
учителей Ярославской школы Бобровицкого района Черни­
говской области Шелест М. Н. и Мовчан Г. П., «каждое пре­
дыдущее упражнение увязано с выполнением последующего. 
Это учащимся понравилось, и они с охотой работали самосто­
ятельно в классе и выполняли домашние задания. Много бы­
ло сэкономлено времени. Необходимо, чтобы учащиеся VII и 
VIII классов систематически использовали «Альбомы». По от­
зыву учителя Прилукской СШ А. П. Вареника, «...использо­
вание «Альбомов» повышает эффективность усвоения про­
граммного материала,... экономится время... повышается куль­
тура оформления учащимися графических работ».

В экспериментальных классах все учащиеся успевали вы­
полнить все упражнения, содержащиеся в «Альбомах». Уча­
щиеся IX и X классов самостоятельно выполняли все упраж­
нения в «Альбоме» [7] за 3—4 часа, в «Альбоме» [8] — за 
4—5 часов.

При проведении экспериментальной работы мы видели не­
обходимость использования диафильмов. В распоряжении 
школ были диафильмы, которые могли быть использованы 
при изучении некоторых вопросов о функциях (См. канди­
датскую диссертацию А. В. Михалевского и методическое пи­
сьмо МП УССР, «Использование диафильмов по математике в 
средней школе», Киев, Изд-во «Радянська школа», 1968 (на 
укр. языке). Однако, диафильмов, дидактический материал ко­
торых создавал бы условия для успешного обучения графичес­
кому методу исследования функций, не было. Мы разработа­
ли и в лаборатории технических средств обучения ЧГПИ вы­
пустили соответствующие диафильмы для экспериментальной 
работы. (См. о них в нашей работе «Учебные диафильмы к 
изучению вопросов элементарного исследования функций в 
курсе математики средней школы». Тезисы докладов и сооб­
щений юбилейной научной конференции, посвященной 50-ле- 
тню ЧГПИ, Чернигов, 1966 (па укр. языке). Принципы их 
создания легли в основу наших диафильмов [I]—[IV], которые 
были выпущены Укркинохроникой в 1967 году.



В диссертации дается описание принципов создания каж­
Дого из 4 диафильмов. Диафильмы построены в виде фраг­
ментов.

Диафильм [III], ч. I.
I. Симметрия относительно оси абсцисс. 2. Симметрия от­

носительно оси ординат. 3. Симметрия относительно начала 
координат. 4. Симметрия относительно прямой у = х .  5. Па­
раллельный перенос в направлении оси ординат. 6. Параллель­
ный перенос в направлении оси абсцисс.

Диафильм [III], ч. II.
I. Растяжение от оси абсцисс. 2. Сжатие к оси абсцисс.

3. Растяжение от оси ординат. 4. Сжатие к оси ординат.
5. Примеры и задания на построение графиков.

К каждому из фрагментов 1—6 в [III], ч. I и 1—4 в [III],
ч. II упражнения подобраны по одному и тому же принципу. 
Этот принцип подбора дидактического материала проиллю­
стрирован в диссертации на примере фрагмента I из ч. II. На­
звания фрагментов 1—6 диафильма [IV], ч. I и 1—4 ч. II 
одинаковы с соответствующими фрагментами диафильма 
[III]. Принцип подбора дидактического материала к фрагмен­
там диафильма [IV] в диссертации раскрывается на примере 
фрагмента I из ч. II.

Диафильм [I] имеет фрагменты: 1. Числовая ось. 2. Систе­
ма координат. 3. Простейшие графики. 4. Функции и их гра­
фики.

Диафильм [II], ч. I: Уравнения и неравенства. 2. Степенная 
функция. 3. Графики тригонометрических функций.

Диафильм [II], ч. II: I. Показательная и логарифмическая 
функции. 2. Обобщение понятия функции.

Фрагменты диафильмов [I] и [II] имеют наименование тем 
курса алгебры и алгебры и элементарных функций по про­
граммам для школ УССР 1967 года. Дидактический материал 
диафильмов согласуется с содержанием методических писем: 
[I], [III]—[11 ]; [II], [IV] — [12], [15] О методике использования 
диафильмов [I]—[IV] говорится в нашей работе [19]. Диафиль­
мы [III], [IV] могут быть частично использованы и при прове­
дении факультативных занятий по теме «Функции и их гра­
фики» в VIII классе.



Нами был изготовлен в лаборатории технических средств 
обучения ЧГПИ в январе 1968 года и специальный диафильм 
«Функции и их графики. Факультативные занятия в VIII 
классе» (в 2-х частях). В настоящее время принят к печати 
Укркинохроникой по заказу МП УССР наш диафильм такого 
же названия. Дидактический материал его полностью согла­
суется с содержанием раздела «Функции и их графики» кни­
ги «Математика. Пособие для факультативных занятий в 
VIII классе», под ред. доц. В. Н. Костарчука, Киев, Изд-во 
«Радянська школа», 1969 (на укр. языке), автором которого 
является диссертант ([23]).



О Б Щ И Е  ВЫВОДЫ

1. На современном этапе работы советской общеобразова­
тельной школы признается идея функциональной зависимос­
ти, как ведущая в преподавании математики. Это находит  
свое отражение в программах, учебной и методической лите­
ратуре, где изучению различных вопросов функциональной 
зависимости уделяется определенное внимание. Однако, в 
знаниях учеников имеются еще значительные недостатки по 
вопросам изучения функций и использования графических 
методов их элементарного исследования.

2. Анализ стабильных учебников и задачников по алгебре 
и алгебре и элементарным функциям, которыми пользуются 
в период 1956—1969 гг. ученики восьмилетних и средних школ, 
показывает, что они содержат значительный материал по во­
просам элементарного исследования функций, однако он в 
них подан недостаточно последовательно и без разнообразной 
постановки вопросов, которые всесторонне раскрывали бы со­
держание основных функциональных понятий. В задачниках 
нет полной системы упражнений на применение графических 
методов к иллюстрации свойств функций. Почти совсем не 
отражен графический метод исследования свойств функций. 
Все это служит значительным препятствием в поднятии уров­
ня знаний учащихся по вопросам элементарного исследования 
функций.

3. Одним из важных путей осуществления формирования 
современного понятия функции в условиях школьного препо­
давания математики есть более широкое использование гео­
метрических преобразований графиков функций, как способа 
их построений. Оно должно проводиться во взаимной связи 
с использованием общей функциональной символики, которая 
должна быть введена в курс алгебры восьмилетней школы.

4. Действующие программы по математике для восьми­
летней и средней школы позволяют значительно шире исполь­
зовать графический метод при элементарном исследовании 
функций. Для этого нужно включать разнообразно постав-



ленные вопросы и упражнения в процессе изучения програм­
много материала. Именно таких вопросов и упражнении не­
достает в учебной н методической литературе. Мы их даем в 
наших работах и в диссертации.

5. Отдельные виды геометрических преобразовании гра­
фиков функции должны быть п объектом самостоятельного 
изучения. Среди них достаточно рассмотреть только основные:

а) симметрии относительно осей координат, прямой у = х  
начала координат и сжатия и растяжения относительно осей 
координат. Последовательное применение этих видов геомет­
рических преобразований дает возможность выполнять пост­
роения графиков достаточно разнообразных функций и ис­
пользовать эти графики для элементарного исследования 
функций.

6. При переходе на новые программы преобразование 
графиков функций можно рассматривать как частный случай 
геометрических преобразований, которые будут изучаться в 
курсе геометрии. Это будет устанавливать более тесные связи 
в преподавании алгебры и геометрии.

7. Геометрические преобразования графиков функций дают 
возможность лучше использовать общую функциональную 
символику при элементарном исследовании функций, исполь­
зовать шаблоны для упрощения техники выполнения построе­
ния графиков функций, создания необходимых ассоциации 
графических образов и аналитических выражений функций.

8. Как вспомогательные способы построения графиков при 
элементарном исследовании функций могут быть использова­
ны в практике работы школы и способы параллельного пе­
ренесения осей, изменения масштаба на осях координат, вы­
полнения действий над графиками.

9. Графический метод служит важным средством раскры­
тия содержания функциональных понятий, средством иссле­
дования функций. Он позволяет сделать наглядным изуче­
ние большинства свойств функций, учит учащихся графичес­
ки мыслить. Ученики должны иметь много зрительного мате­
риала, связанного с графическим методом исследования функ­
ций. Именно такого материала в учебных пособиях и задачни­
ках для учащихся недостаточно. Данные в пособиях для уча­
щихся восьмилетней и средней школы графики недостаточно 
разнообразны, малочисленны и не всегда удачно выполнены.

Мы формулируем требования относительно техники выпол­
нения построения графиков функций. Вводим условные гра­
фические обозначения геометрических преобразований,



что дает возможность использовать их при графическом за ­
дании условии разнообразных упражнений.

10. Важными путями более широкого внедрения графичес­
кого метода исследования функции есть использование 
средств экранизации в преподавании алгебры и алгебры и 
элементарных функций и, в частности, учебных диафильмов. 
Этому служит использование специально изготовленных на­
ми 4 учебных диафильмов, изданных Укркинохроникой по 
заказу МП УССР в 1967 г. ([I]—[IV]) . На кадрах этих диа­
фильмов в определенной системе дан основной дидактический 
материал, связанный с применением графического метода ис­
следования функций. Все эти диафильмы рекомендованы 
Программно-методическим Управлением Министерства про­
свещения УССР для использования в школе.

11. Выполнение построений графиков требует от учащих­
ся большой затраты времени. С целью экономии времени и 
повышения эффективности учебного процесса мы считаем не­
обходимым обеспечить учащихся учебно-раздаточным мате­
риалом. Этот материал должен экономить время учащихся 
на уроках и при выполнении домашних заданий. Таким ма­
териалом могут быть «Альбомы», принцип построения кото­
рых нами описан в диссертации, а содержание и методика их 
использования даны в работах «Методические указания о 
выполнении графических работ по алгебре» ([7], [8]). Экспе­
риментальная проверка использования «Альбомов» показала, 
что они служат эффективным средством поднятия графичес­
кой культуры учеников и уровня знаний по вопросам приме­
нения графического метода исследования функций.

12. Глубокому раскрытию содержания основных функцио­
нальных понятий благоприятствует решение конструктивных 
упражнений. При этом учащиеся приводят примеры функций, 
которые имеют или не имеют соответственных свойств, и дают 
графические иллюстрации к многозначным в таких случаях 
ответам. Эти упражнения не сложны по технике их выпол­
нения, требуют от учащихся сознательных знаний об основ­
ных свойствах функций и умения графически выражать своп 
мысли. Система таких упражнений приведена нами в рабо­
тах [6], [15], [17], [22], [23] и в диссертации.

13. Графический метод исследования функций заслужи­
вает внимания не только как самостоятельный объект изу­
чения, но и как вспомогательное, необходимое звено в подго­
товке учеников к введению понятия производной и ее при­
менения к исследованию свойств функций.



14. Разработанные нами упражнения и вопросы по приме­
нению графического метода исследования функции могут 
быть более успешно выполнены при обеспечении школ 
соответственными диафильмами ([I]—[IV]) и вышеупоминав­
шимися раздаточными материалами.

Учителя математики школ УССР имеют теперь в своем 
распоряжении соответствующие учебные диафильмы и мате­
риалы [11], [12], [15], [17]. Мы рекомендуем издать для учащих­
ся раздаточные материалы «Тетради для графических работ 
по алгебре», построенные по принципу наших «Альбомов» 
[7], [8].

15. Разработанные нами рекомендации дают сейчас один 
из конкретных путей поднятия уровня знаний учащихся по 
вопросам применения графического метода исследования 
функций в курсе математики средней школы.



О С Н О В Н Ы Е  П О Л О Ж Е Н И Я  Д И С С Е Р Т А Ц И И  И З Л О Ж Е Н Ы  
В С Л Е Д У Ю Щ И Х  О П У Б Л И К О В А Н Н Ы Х  Р А Б О Т А Х  АВТОРА:

1. Задачи на максимум и минимум на уроках математики и средней 
школе, и книге «Методичні матеріали па допомогу вчителеві», Чернигов, 
1958, стр. 25—33 (на укр. языке).

2. Исследование функций па уроках математики в старших классах 
средней школы (материалы для пед. исследования), Киев, издание НИМИ 
УССР, 1958, 86 стр., на ротаторе (на укр. языке).

3. Исследование функций па уроках математики г* старших классах 
средней школы, Научные записки НИИП УССР, т. 12. Киев. . Изд-по «Ра­
дянська школа», 1959, стр. 111 — 136 (на укр. языке).

4. К вопросу о содержании элементарного исследования функций в 
курсе математики старших классов средней школы. Б книге «Питания 
викладання математики в школі», Киев, издание НИИП УССР, 1959. 
ротатор, стр. 94— 103 (на укр. языке).

5. Система упражнении на исследование функций элементарными сред­
ствами на уроках математики в старших классах средней школы. Науч­
ные записки НИИП УССР, т. XXII, вып. IV, Киев, Пзд-во «Радянська 
школа», 1962, стр. 112-146 (на укр. языке).

6. Упражнения на исследование функций, в сб. статей «Викладання ма­
тематики в школі», вып. П і, под ред. проф. И. Е Шиманского, Киев, 
Пзд-во «Радянська школа», 1963, стр. 34—45 (на укр. языке).

7. Методические указания о выполнении графических работ но алгебре 
VII класс, Чернигов, 1964, 40 стр. (на укр. языке).

8. Методические указания о выполнении графических работ по алгебре. 
8 класс, Чернигов, 1964, 48 стр. (да укр. языке).

9. Курсовые работы по методике преподавания математики (Тематика 
и методические указания к написанию курсовых работ студеитами-заоч- 
пиками физико-математических факультетов педагог, институтов), нзд 
2-е, Киев, Изд-во «Радянська школа», 1964, 112 стр. (па укр. языке).

10. Курсовые работы по методике преподавания математики, изд. 3-е, 
Киев, Изд-во «Радянська школа», 1967, 76 стр. (иа укр. языке).

11. Построение графиков функций в курсе алгебры восьмилетней школы. 
Методическое письмо, Киев, Изд-во «Радянська школа». 1965, 88 стр. 
(на укр. языке).

12. Построение графиков функций в курсе алгебры и элементарных 
функций средней школы. Методическое письмо, Киев, Изд-во «Радянська 
школа», 1965, 92 стр. (на укр. языке).



13. Методика обучения построению графиков функции с помощью гео­
метрических преобразовании, в со. статей «Викладання математики в шко­
лі». вып. IV. под редакцией доц. Ф. П. Яремчука, Киев. Изд-во «Радян­
ська школа». 1966. стр. 5—22 (на укр. языке).

14. Каталог рекомендованной литературы по методике преподавания 
математики, Чернигов, 1966, 69 стр. (па укр. языке).

16. Обобщение понятия функции в курсе математики X класса. Методиче­
ское письмо, Киев, Пзд-во «Радянська школа», 1967, 70 стр. (на укр. 
языке).

16. Изучение темы «Функции и их графики» в 8 классе (факультативные 
занятия), жури. «Радянська школа». 1968, Л» 1, стр. 69—83 (на укр. языке).

17. Функции и их графики (факультативные занятия по математике. 
8 класс). Методическое письмо, Киев. Изд-во «Радянська школа», 1968, 
76 стр. (на укр. языке).

18. Опыт организации факультативных занятий но математике, жури. 
«Радянська школа», 1968. № 11, стр. 65—69 (на укр языке).

19. Геометрические преобразования графиков функций (для восьмилет­
ней школы).

Геометрические преобразования графиков функций (Для IX—X клас­
сов средней школы).

Построение графиков функций (Для восьмилетней школы).
Построение графиков функций (Для IX--X классов средней школы),

в Методическом письме Программно-методического Управления МП УССР 
«Використання діафільмів з математики в середній школі», Киев, Пзд-во 
«Радянська школа», 1968, стр. 41—52 (на укр. языке).

20. Учебная, методическая и научно-популярная литература для учи­
телей математики средней школы, ч. I, Киев, Изд-во «Радянська школа»,
1968. 63 стр. (па укр. языке).

21. Учебная, методическая и научно-популярная литература для учите­
лей математики средней школы, ч. II, Киев. Изд-во «Радянська школа»,
1969, 95 стр. (на укр. языке).

22. Элементарное исследование функций при изучении темы «Функции 
и пределы» в X классе, в со. статей «Викладання математики в школі», 
вып. V, под ред. доц. Л. М Лоповка. Киев, Пзд-во «Радянська школа». 
1969, стр. 5—24 (на укр. языке).

23. Функции и их графики, в книге «Математика. Посібник для факуль­
тативних занять у 8 класі», под ред. доц. В. Н. Костарчука, Киев, Изд-во 
«Радянська школа», 1969, стр. 199—276 (на укр. языке).

Кроме того, отдельные вопросы диссертационной работы освещены в 
трех публикациях тезисов докладов на отчетно-научных конференциях 
преподавателей ЧГПИ Обший объем их составляет 1 печатный лист.

Работы [11], [12], [15], [17], [19], [20] рекомендованы Программно Ме­
тодическим Управлением Министерства Просвещения Украинской ССР 
учителям восьмилетиях и средних школ (Программы восьмилетней школы. 
Математика, V—VIII классы. Киев, Изд-во «Радянська школа», 1968; 
Программы средней школы. Математика, ІХ—X классы. Киев, Изд-во 
«Радянська школа», 1968).



У Ч Е Б Н Ы Е  Д И А Ф И Л Ь М Ы ,  АВ ТО РО М  К О Т О Р Ы Х Я В Л Я Е Т С Я  
Д И С С Е Р Т А Н Т :

1. Построение графиков функции (Для восьмилетием ніколи). Украин­
ская студия хроникально-документальных фильмов, Киев. 1967 (иа укр. 
языке).

И. Построение графиков функции (Для IX—X классов средней школы. 
В 2-х частях). Украинская студня хроникально-документальных фильмов, 
Киев. 1967 (на укр. языке).

III. Геометрические преобразования графиков функций (Для восьмн- 
летней школы. В 2-х частях). Украинская студия хроникально-докумен­
тальных фильмов, Киев, 1967 (на укр. языке).

IV. Геометрические преобразования графиков функций (Для IX—X 
классов средней школы. В 2-х частях). Украинская студия хроннкально- 
документальных фильмов, Киев, 1967 (ча укр. языке).

Диафильмы [I] — [IV] выпущены по заказу Программно-Методичес­
кого Управления Министерства Просвещения Украинской ССР и рекомен- 
дованы учителям восьмилетиях и средних школ (Программы восьмилетней 
школы. Математика, V—VIII классы. Киев. Изд-во «Радянська школа», 
1968; Программы средней школы. .Математика, IX X классы. Киев, Изд-во 
«Радянська школа». 1968).

Кроме того, в лаборатории технических средств обучения ЧГПИ в 
1966 году были изготовлены 3 учебных диафильма (7 лент) и в 1968 году 
1 учебный диафильм 12 ленты) по теме диссертации.

Диафильм «Функции и их графики. Факультативные занятия по ма­
тематике в VIII классе». (В 2-х частях) (на укр. языке) принят к печати 
по заказу Программно-Методического Управления Министерства Про­
свещения УССР Украинской студией хроникально-документальных филь­
мов.


