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Про один клас ймовiрнiсних мiр в R2

заданих за допомогою Q∗-представлення дiйсних чисел

В. В. Коваль

(Унiверситет м. Утрехт, Нiдерланди)

Анотацiя. В роботi вивчається структура ймовiрнiсних мiр в R2, заданих розподi-
лом елементiв свого W ∗-представлення, яке, в свою чергу, є природнiм двовимiрним
аналогом Q∗-представлення дiйсних чисел.

Abstract. In the paper we study the structure of probability measures on R2 defined by
the distributions of the elements of their W ∗-representation, which is a two dimensional
analogue of Q∗-representation of real numbers.

1. Вступ.

Iснує багато робiт, присвячених вивченню структури iмовiрнiсних мiр (випадко-
вих величин), заданих розподiлами символiв свого Q∗-представлення. Зокрема, для
цього класу мiр справджується аналог теореми Джесена-Вiнтнера про чистоту роз-
подiлу та теорема про розклад сингулярної мiри на компоненти з рiзними тополого-
метричними властивостями. Також фрактальнi властивостi (мiра Хаусдорфа та роз-
мiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича) носiїв цих розподiлiв є добре вивченими.

В данiй роботi розглядається клас ймовiрнiсних мiр, породжених W ∗-представ-
ленням елементiв простору R2. Таке представлення є природнiм аналогом Q∗-
представлення, i фактично є Q∗-розкладом (взагалi з двома рiзними матрицями
Q∗

1 та Q∗
2) кожної з компонент точки простору. Цей клас мiр є значно багатшим i за

структурою вiдрiзняється вiд одновимiрного аналогу. Зокрема, рiвномiрний розподiл
на довiльнiй гладкiй кривiй буде сингулярним (бо зосереджений на множинi нульової
площi), що йде в розрiз з уявленням про одновимiрнi сингулярнi розподiли як такi,
що зосередженi переважно на фрактальних множинах. Також вивчення фракталь-
них властивостей цих розподiлiв значно ускладнюється. Наприклад в якостi спектра
можуть виступати самоафiннi множини, складнощi в обчисленнi розмiрностi яких
вiдомi тривалий час.
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Стаття має таку структуру. Другий роздiл присвячений огляду Q∗-представленню
дiйсних чисел. Третiй - введенню W ∗-представлення елементiв простору R2. В четвер-
тому роздiлi вводиться випадковий елемент, заданий розподiлами компонент свого
W ∗-представлення i для нього наводиться критерiй дискретностi.

2. Q∗-представлення дiйсних чисел.

Нехай s є фiксованим натуральним числом, s ≥ 2, i нехай Q∗ = ‖qik‖, де
i ∈ A = {0, 1, . . . , s − 1}, k = 1, 2, . . ., фiксована нескiнченна матриця з наступни-
ми властивостями:

(1) qik > 0,
(2)

∑
i

qik = 1,

(3)
∞∏

k=1

qikk = 0 для довiльної послiдовностi {ik}, ik ∈ A,

(4) q∗ = inf
ik
{qik} > 0.

Легко показати [10], що для довiльного дiйсного числа x ∈ [0, 1] iснує послiдов-
нiсть {αk}, αk ∈ A така, що

x = βα11 +
∞∑

k=2

(
βαkk

k−1∏
i=1

qαii

)
, (1)

де β0k = 0, βαkk =
αk−1∑
j=0

qjk, k = 1, 2, . . .. навпаки: для довiльної послiдовностi {αk},
αk ∈ A вираз (1) збiгається до елемента з [0, 1].

Представлення дiйсного числа x у виглядi (1) називається Q∗-представлення x i
символiчно позначається

x = ΔQ∗
α1...αk.... (2)

Число αk називається k-им Q∗-символом в розкладi x.
Нехай η1, . . . , ηk є незалежнi випадковi величини з наступними розподiлами

ηk 0 1 . . . s − 1

p0k p1k . . . p(s−1)k

.

Тодi випадкова величина
η = ΔQ∗

η1...ηk..., (3)

називається випадковою величиною з незалежними Q∗ символами. Вона набуває зна-
чення на вiдрiзку [0, 1]. Вивченню цiєї випадкової величини присвячена, зокрема,
робота [4].
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3. W ∗-представлення елементiв з R2

Нехай s > 1 i r > 1 є фiксованi натуральнi числа, i нехай m = sr A1 = {0, 1, . . . , s−
1}, A2 = {0, 1, . . . , r − 1}, A = A1 × A2, де × позначає прямий добуток множин.
зафiксуємо двi матрицi Q∗

1 = ‖qik‖, Q∗
2 = ‖q′jk‖, i ∈ A1, j ∈ A2, якi задовольняють

умови 1) – 4) для Q∗-представлення.
Множина

Δβ1...βm
α1...αk

≡ ΔQ∗
1

α1...αk
× Δ

Q∗
2

β1...βm
=

=
{

(x, y) : x ∈ ΔQ∗
1

α1...αk
, y ∈ Δ

Q∗
2

β1...βm

}
називається цилiндричною множиною рану (k × m).

Для цилiндричних множин виконуються наступнi властивостi:

(1) Δβ1...βm
α1...αk

=
s−1⋃
α=0

Δβ1...βm
α1...αkα =

r−1⋃
β=0

Δβ1...βmβ
α1...αk

=
r−1⋃
β=0

s−1⋃
α=0

Δβ1...βmβ
α1...αkα .

(2)
∣∣Δβ1...βm

α1...αk

∣∣ =

(
k∏

i=1

q2
αii

+
m∏

j=1

q′2βjj

) 1
2

→ 0

якщо k → ∞ i m → ∞. Де | · | позначає дiаметр множини.

(3)
∞⋂

m=1

∞⋂
k=1

Δβ1...βm
α1...αk

≡ Δβ1...βm...
α1...αk... = M(Δ

Q∗
1

α1...αk..., Δ
Q∗

2
β1...βm...) ∈ [0, 1]2.

(4) Δβ1...βm
α1...αk... =

∞⋂
i=0

Δβ1...βm
α1...αk+i

= {(x, y) : x = Δ
Q∗

1
α1...αk..., y ∈ Δ

Q∗
2

β1...βm
},

Δβ1...βm...
α1...αk

=
∞⋂

j=0

Δ
β1...βm+j
α1...αk = {(x, y) : x ∈ Δ

Q∗
1

α1...αk , y ∈ Δ
Q∗

2
β1...βm...}.

(5) λ1

(
Δβ1...βm

α1...αk...

)
= |ΔQ∗

2
β1...βm

| =
m∏

j=1

q′βjj,

λ1

(
Δβ1...βm...

α1...αk

)
= |ΔQ∗

1
α1...αk | =

k∏
i=1

qαii.

Згiдно з властивiстю 3 ми можемо кожнiй точцi з [0, 1]2 поставити у вiдповiднiсть
впорядковану пару нескiнчених послiдовностей (α1, α2, . . . , αk, . . .) i (β1, β2, . . . , βk, . . .)

символiв з алфавiтiв A1 = {0, . . . , s−1} i A2 = {0, . . . , r−1} вiдповiдно. Представлення
точки M ∈ [0, 1]2 як перерiзу цилiндричних множин

M =
∞⋂

k=1

Δβ1...βk
α1...αk

≡

≡ Δβ1...βk...
α1...αk... (4)

будемо називати W ∗-представленням M . Очевидно, що

Δβ1...βk...
α1...αk... = M(x, y) ⇔

⎧⎨
⎩x = Δ

Q∗
1

α1...αk...,

y = Δ
Q∗

2
β1...βk....
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Майже всi (вiдносно мiри Лебега λ2) точки з [0, 1]2 мають єдине W ∗-представлення
бо майже всi (вiдносно мiри Лебега λ1) точки з [0, 1] мають єдине Q∗-представлення.

Перепозначимо елементи множини A = A1 × A2 наступним чином:

(0, 0) ≡ 0, (1, 0) ≡ r, . . . (s − 1, 0) ≡ (s − 1)r,

(0, 1) ≡ 1, (1, 1) ≡ r + 1, . . . (s − 1, 1) ≡ (s − 1)r + 1,

. . . . . . . . . . . .

(0, r − 1) ≡ r − 1, (1, r − 1) ≡ 2r − 1, . . . (s − 1, r − 1) ≡ sr − 1.

Отримаємо новий алфавiт A = {0, 1, . . . , m − 1}, де m = sr. Нехай

�γ1...γk
≡

{
M(x, y) : x ∈ ΔQ∗

1
α1...αk

, y ∈ Δ
Q∗

2
β1...βk

}
,

де γi = (αi, βi).Тодi для кожної точки M ∈ [0, 1]2 iснує послiдовнiсть {γk}, γk ∈ A,
така що

M = �γ1...γk... ≡
∞⋂

k=1

�γ1...γk
(5)

i для довiльної послiдовностi {γk}, γk ∈ A: �γ1...γk... = M ∈ [0, 1]2. γk будемо називати
k-им W ∗-символом точки M : γk = γk(M).

4. Випадковi елементи, заданi розподiлом своїх W ∗ символiв

Нехай ηk є послiдовнiстю незалежних дискретно розподiлених випадкових вели-
чин, що приймають значення 0, 1, 2, . . . , m − 1 (m = sr) з iмовiрностями

P{ηk = i} = pik ≥ 0, p0k + p1k + . . . + p(m−1)k = 1.

Випадковий елемент
ξ = �η1η2...ηk... ∈ [0, 1]2

будемо називати випадковим елементом з незалежними W ∗ символами. Властивостi
розподiлу ξ визначаються матрицями Q∗

1, Q∗
2 i нескiнченною стохастичною матрицею

‖pik‖, (i = 0,m − 1, k ∈ N).
Нагадаємо, що iмовiрнiсна мiра називається сингулярною, якщо в неї iснує носiй

нульової мiри Лебега i дискретною, якщо в неї iснує не бiльш як зчисленний носiй.
Нехай μξ це iмовiрнiсна мiра, яка вiдповiдає розподiлу випадкового елемента ξ з

незалежними W ∗ символами.

Теорема. Мiра μξ є дискретною тодi i тiльки тодi, коли

M =
∞∏

k=1

max
i

{pik} > 0. (6)
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Доведення. Покажемо необхiднiсть умови (6). Нехай M =
∞∏

k=1

max
i

{pik} = 0. Тодi

для довiльної точки w ∈ [0, 1]2 маємо

μξ(w) ≤
∞∏

k=1

max
i

{pik} = 0,

тобто мiра не має атомiв i є, вiдповiдно, неперервною.
Покажемо достатнiсть. Позначимо wk, k-ий символ W ∗ представлення точки w i

позначимо

Dμξ
=

{
w :

∞∏
k=1

pwkk > 0

}
.

Очевидно, що множина Dμξ
є зчисленною. З властивостей нескiнченних добуткiв

слiдує що подiя w ∈ Dμξ
не залежить вiд довiльної скiнченної кiлькостi елементiв wk

i є хвостовою, тобто для неї справджується закон Колмогорова нуля-одиницi (дивись
наприклад [1]) i як наслiдок μξ

(
Dμξ

)
= 0 або μξ

(
Dμξ

)
= 1. З умови (6) слiдує, що

μξ

(
Dμξ

)
> 0 i тому μξ

(
Dμξ

)
= 1. Теорему доведено.

Нагадаємо, що топологiчним носiєм мiри називається найменша замкнена множи-
на повної мiри. Добре вiдомо, що для сингулярних мiр, в якостi топологiчних носiїв
часто виступають фрактальнi множини. Для мiри μξ в загальному випадку спектр
має складну локальну структуру.

Зафiксуємо два натуральних числа m i n (m ≤ n). Нехай

Q∗
1 =

⎛
⎜⎝1/n . . . 1/n . . .

. . . . . . . . . . . .

1/n . . . 1/n . . .

⎞
⎟⎠

i

Q∗
2 =

⎛
⎜⎝1/m . . . 1/m . . .

. . . . . . . . . . . .

1/m . . . 1/m . . .

⎞
⎟⎠

та pik = pi для всiх k. Тодi спектр мiри μξ породженої цим преставленням спiвпадає
з килимом МакМалена [5] i його розмiрнiсть обчислюється за формулою

α0(Sμξ
) = logm

(
m−1∑
j=0

a(j)logn m

)
,

де a(j) позначає кiлькiсть ненульових pi для яких елемент i в якостi другої компо-
ненти має цифру j.

Подальшими питаннями для дослiдження природньо постають знаходження кри-
терiя сингулярностi мiри μξ , ї ї структура з точки зору вмiсту рiзних компонент за
тополого-метричною структурою (Кантора, Салема та Працьовитого) та фрактальнi
властивостi топологiчного носiя.
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