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Ряди Енгеля та їх застосування

М. В. Працьовитий, Б. I. Гетьман

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова)

Анотацiя. В роботi обгрунтовується, що довiльне число x ∈ (0, 1] можна єдиним
чином подати у виглядi ряду Серпiнського-Енгеля

x =
∞∑

n=1

1
(2 + g1) (2 + g1 + g2) . . . (2 + g1 + . . . + gn)

≡ ΔE
g1g2...gn...,

де gk ∈ {0, 1, 2, . . .}. Вивчається геометрiя такого зображення (властивостi цилiн-
дричних множин, геометричний змiст цифр, основне метричне вiдношення тощо).
Використовуючи здобутi метричнi спiввiдношення, дослiджуються множини канто-
рiвського типу спецiального виду.

Abstract. In this paper we prove that any number x ∈ (0, 1] can be uniquely repre-
sented in the form of Sierpiński–Engel series:

x =
∞∑

k=1

1
(2 + g1)(2 + g1 + g2) . . . (2 + g1 + · · · + gk)

≡ ΔE
g1g2...gk...,

where gk ∈ {0, 1, 2, . . . }. We study the geometry of such a representation (properties
of cylindrical sets, geometric interpretation of digits, basic metric relation, etc.). Using
obtained metric relations, we solve metric problems and study special sets of Cantor
type.

Вступ

У 1911 роцi В. Серпiнський в роботi [6] розглядає алгоритми розвинення (роз-
клади) дiйсних чисел в знакододатнi та знакозмiннi ряди, членами яких є числа,
оберненi до натуральних. Серед них ряди Остроградського 1-го та 2-го виду [1]-[7],
а також ряди виду

∞∑
k=1

1

a1a2 . . . ak

,

де (an) — монотонно неспадна послiдовнiсть натуральних чисел, an ≥ 2. Стосовно
останнiх вiн доводить, що кожне число з пiвiнтервала (0, 1] можна розкласти в такий
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ряд. Наводяться приклади розкладiв деяких чисел, зокрема,

e − 2 =
1

2
+

1

2 · 3 +
1

2 · 3 · 4 + . . . ,

3 −√
5

2
=

1

3
+

1

3 · 7 +
1

3 · 7 · 47
+

1

3 · 7 · 47 · 2207
+ . . . .

Авторство останнього розкладу Серпiнський приписує Люку (Lukas E.), посилаючись
на 331 сторiнку його монографiї ("Theorie des nombres T.1, Paris, 1891), де такий
розклад називається рядом Пелля (Pell). Бiльше того, Серпiнський вказує загальний
алгоритм розкладу чисел виду a−√

a2−4
2

, a ∈ N, який ґрунтується на рiвностi

a −√
a2 − 4

2
=

1

a1

+
a2 −

√
a2

2 − 4

2a1

,

де a1, a2 ∈ N, а також зупиняється на питаннi швидкостi збiжностi рядiв цього класу.
Через три роки (1913 – 1914) ряди вказаного виду фiгурують в тезах доповiдi

нiмецького математика Енгеля [5] без посилань на Серпiнського. Так склалось, що в
подальших дослiдженнях такi ряди стали називати рядами Енгеля. В першу чергу,
це завдяки нiмецькому математику — Штратемейеру (Stratemeyer G.), який при-
святив таким рядам своє дисертацiйне дослiдження (одним з опонентiв на захистi
якого був Енгель) [9]. В цьому випадку, як i в багатьох iнших, вибiр термiну не мав
науково-iсторичного обґрунтування (нам, принаймнi, невiдомi iншi роботи Енгеля,
де б вивчалися чи використовувалися такi ряди). Оскiльки ж термiн ”ряди Енгеля”
прижився в науковiй лiтературi [7, 8, 10, 11, 12], то ми далi будемо пiдтримувати
цю традицiю.

Вбачаючи перспективнiсть у використаннi розкладiв чисел в ряди Енгеля для
вивчення функцiй, перетворень i мiр зi складною локальною структурою, зокрема,
їх фрактальних властивостей, в данiй роботi ми здiйснюємо свiй самостiйний виклад
основ метричної теорiї таких розкладiв, запропонувавши їм нову рiзницеву форму
запису. Ми доводимо кiлька нових результатiв, якi стосуються тополого-метричних
властивостей множин дiйсних чисел з обмеженнями на вживання символiв алфавiту.

1. Ряди Енгеля

Означення 1. Рядом Енгеля називається вираз виду
1

q1 + 1
+

1

(q1 + 1) (q2 + 1)
+

1

(q1 + 1) (q2 + 1) (q3 + 1)
+ · · · , (1)

де qk — натуральнi числа, причому qk+1 ≥ qk.

Прикладами рядiв Енгеля є:

1.
∞∑

k=1

1

3uk
, де (uk) — класична послiдовнiсть Фiбоначчi без першого члена, тобто

u1 = 1, u2 = 2, uk+2 = uk + uk+1;
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2.
∞∑

k=1

1

sm1+m2+...+mk
, де s — фiксоване натуральне число, бiльше 1, (mk) — неспадна

послiдовнiсть натуральних чисел;

3.
∞∑

k=2

1

k!
;

4.
∞∑

n=1

[
n∏

k=1

pk

]−1

, (pk) — зростаюча послiдовнiсть всiх простих чисел.

Згiдно з теоремою Д’Аламбера кожний ряд Енгеля є збiжним. Очевидно, що сума
ряду (1) належить

(
1

q1+1
, 1

]
.

Якщо всi qk = s− 1, то очевидно, що ряд є сумою всiх членiв нескiнченно спадної

геометричної прогресiї, перший член i знаменник якої дорiвнюють
1

s
.

2. Розклади чисел в ряди Енгеля

Лема 1. Довiльне число x з (0, 1] єдиним чином розкладається в ряд Енгеля,
тобто iснує послiдовнiсть натуральних чисел (qk) така, що qk+1 ≥ qk i

x =
∞∑

k=1

1

(q1 + 1)(q2 + 1) . . . (qk + 1)
≡ Δq1q2...qn.... (2)

Доведення. Очевидно, що число x = 1 має єдиний розклад в ряд Енгеля:

1 =
1

2
+

1

22
+

1

23
+ . . . = Δ(1).

Нехай x — довiльне дiйсне число з (0, 1]. Оскiльки пiвiнтервали
(

1

n + 1
,
1

n

]
, n ∈ N ,

не перетинаються i (0, 1] =
∞⋃

n=1

(
1

n + 1
,
1

n

]
, то iснує натуральне число q1 таке, що

1

q1 + 1
< x ≤ 1

q1

. (3)

Якщо x =
1

q1

, то

x =
1

q1

=
1

q1 + 1
+

1

(q1 + 1)2
+

1

(q1 + 1)3
+ ... = Δ(q1)

i розклад числа x в ряд Енгеля знайдено.

Якщо x <
1

q1

, то з нерiвностей (3) маємо

0 < x1 ≡ x − 1

q1 + 1
<

1

q1

− 1

q1 + 1
=

1

q1(q1 + 1)

i
x =

1

q1 + 1
+ x1, де 0 < x1 <

1

q1(q1 + 1)
.
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Тодi, очевидно, знайдеться натуральне q2 таке, що
1

(q1 + 1)(q2 + 1)
< x1 ≤ 1

(q1 + 1)q2

. (4)

Причиною iснування такого q2 ∈ N знову є те, що(
0,

1

q1(q1 + 1)

]
=

∞⋃
q2=q1

(
1

(q1 + 1)(q2 + 1)
,

1

(q1 + 1)q2

]
.

Якщо x1 =
1

(q1 + 1)q2

, то x1 =
∞∑

k=1

1

(q1 + 1)(q2 + 1)k
= Δq1(q2).

Якщо x1 <
1

(q1 + 1)q2

, то з нерiвностей (4) отримуємо

0 < x2 ≡ x1 − 1

(q1 + 1)(q2 + 1)
≤ 1

(q1 + 1)(q2 + 1)q2

i
x =

1

q1 + 1
+ x1 =

1

q1 + 1
+

1

(q1 + 1)(q2 + 1)
+ x2.

Тодi, очевидно, знайдеться натуральне q3 таке, що
1

(q1 + 1)(q2 + 1)(q2 + 1)
< x2 ≤ 1

(q1 + 1)(q2 + 1)q3

. (5)

Якщо x2 =
1

(q1 + 1)(q2 + 1)q3

, то x2 =
1

(q1 + 1)(q2 + 1)

∞∑
k=1

1

(q3 + 1)k
i

x =
1

q1 + 1
+

1

(q1 + 1)(q2 + 1)
·
(

1 +
∞∑

k=1

1

(q3 + 1)k

)
= Δq1q2(q3).

Якщо ж x2 <
1

(q1 + 1)(q2 + 1)q3

, то процес продовжується.

Якщо за скiнченне число крокiв ми отримаємо xn =
1

(q1 + 1)(q2 + 1)...(qn + 1)qn+1

,

то

x =
n−1∑
k=1

1

(q1 + 1)(q2 + 1) . . . (qk + 1)
+

+
1

(q1 + 1)(q2 + 1) . . . (qn + 1)
·
(

1 +
∞∑

k=1

1

(qn+1 + 1)k

)
= Δq1q2...qn(qn+1).

Якщо xn <
1

(q1 + 1)(q2 + 1)...(qn + 1)qn+1

для довiльного натурального n, то процес

обчислення xn i qn необмежений i його результатом є рiвнiсть (2). Те, що сума ряду
(2) дорiвнює x випливає з того, що

xn ≤ 1

(q1 + 1)(q2 + 1)...(qn + 1)qn+1

→ 0 при n → ∞.
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Доведемо єдинiсть. Припустимо, що деяке x ∈ (0; 1] має два рiзнi розклади x ≡
Δq1...qk... = Δq′1...q′k... ≡ x′. Тодi iснує номер m такий, що q1 = q′i при i < m i qm 
= q′m.
Не порушуючи загальностi, нехай q′m < qm. Розглянемо рiзницю

x′−x =
1

(q1 + 1)...(qm−1 + 1)
·
( ∞∑

i=0

1

(q′m + 1)...(q′m+i + 1)
−

∞∑
i=0

1

(qm + 1)...(qm+i + 1)

)
>

>
1

(q1 + 1)...(qm−1 + 1)
·
(

1

q′m + 1
−

∞∑
k=1

1

(qm + 1)k

)
=

=
1

(q1 + 1)...(qm−1 + 1)
·
(

1

q′m + 1
− 1

qm

)
≥ 0,

тобто x′ > x. Отримане протирiччя доводить єдинiсть. �

Зауваження. На вiдмiну вiд розкладiв чисел в ланцюговi дроби або ряди Остро-
градського 1-го та 2-го виду, розклади числ в ряди Енгеля завжди нескiнченнi, в
тому числi i для рацiональних чисел.

Зауваження. Вираз (2) можна переписати у виглядi

x =
1

2 + g1

+
1

(2 + g1) (2 + g1 + g2)
+

1

(2 + g1) (2 + g1 + g2) (2 + g1 + g2 + g3)
+ · · · , (6)

де g1 = q1 − 1, gk+1 = qk+1 − qk ∈ N0 = {0, 1, 2, . . .}.
Вираз (6) скорочено позначатимемо ΔE

g1g2...gn... i називатимемо E-зображенням.
При цьому gk = gk(x) називається k-тим символом (цифрою) E-зображення або
k-тим E-символом x.

Приклади E-розкладiв чисел:
1

s + 1
= ΔE

s0...0... =
1

s + 2
+

1

(s + 2)2
+

1

(s + 2)3
+ . . . ,

e − 2 = ΔE
(1) =

1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+

1

5!
+ . . . .

Зрозумiло, що E-зображення числа x ∈ (0, 1] є його кодуванням за допомогою
символiв нескiнченного алфавiту {0, 1, 2, . . .}.

Зауваження. Якщо qk = const = s − 1, то розклад числа в ряд Енгеля є класи-
чним s-адичним розкладом.

3. Основи метричної теорiї

3.1. Цилiндричнi множини

Означення 2. Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm називається множина
Δc1c2...cm всiх точок пiвiнтервалу (0, 1], якi мають E-зображення виду ΔE

c1c2...cmgm+1gm+2...,

тобто таке E-зображення, першi m символiв якого спiвпадають з c1, c2, . . . , cm вiд-
повiдно.

Безпосередньо з означення цилiндра випливають наступнi властивостi.
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Властивiсть 1. inf ΔE
c1c2...cm

=
∞∑

k=1

1

(2 + c1)(2 + c1 + c2) . . . (2 + c1 + c2 + . . . + ck)
=

= ΔE
c1c2...cm−1(cm+1)0...0... = a.

Властивiсть 2. max ΔE
c1c2...cm

= ΔE
c1c2...cm(0) ≡ b =

= a +
1

(2 + c1)(2 + c1 + c2) . . . (2 + c1 + c2 + . . . + cm)(1 + c1 + c2 + . . . + cm)
.

Властивiсть 3. Цилiндр ΔE
c1c2...cm

є пiвiнтервалом (a, b].

Означення 3. Цилiндричним iнтервалом рангу m з основою c1c2 . . . cm (символi-
чно: ∇E

c1c2...cm
) називається iнтервал з тими ж кiнцями, що й цилiндр ΔE

c1c2...cm
.

Властивiсть 4. Довжина ΔE
c1c2...cm

обчислюється за формулою

|ΔE
c1c2...cm

| =
1

(2 + c1)(2 + c1 + c2) . . . (2 + c1 + c2 + . . . + cm)(1 + c1 + c2 + . . . + cm)
=

=
1

(2 + σ1)(2 + σ2) . . . (2 + σm)(1 + σm)
.

Властивiсть 5. Мають мiсце рiвностi:
lim

m→∞
|ΔE

c1c2...cm
| = 0; lim

c→∞
|ΔE

c | = 0.

Властивiсть 6. ΔE
c1c2...cm

=
∞⋃

c=0

ΔE
c1c2...cmc.

Властивiсть 7. Якщо m ≤ k, то

ΔE
c1c2...cm

⋂
ΔE

d1d2...dk
=

⎧⎨
⎩

ΔE
c1c2...cm

, коли ci = di, i = 1,m;

O, коли ∃ ci 
= di.

Властивiсть 8. sup ΔE
c1c2...cm(c+1) = inf ΔE

c1c2...cmc;

sup ΔE
c1c2...cm(c+j) < inf ΔE

c1c2...cmc при j > 1.

Властивiсть 9. Для довiльної послiдовностi (cn), cn ∈ N0, виконується,
∞⋂

m=1

ΔE
c1c2...cm

≡ ΔE
c1c2...cm... = x ∈ (0, 1].

3.2. Основне метричне вiдношення, його оцiнки та наслiдки

Лема 2. Для довiльних c1, c2, . . . , cm, cm+1 ∈ N0 має мiсце рiвнiсть

|ΔE
c1c2...cmcm+1

|
|ΔE

c1c2...cm
| =

1 + c1 + . . . + cm

(2 + c1 + c2 + . . . + cm + cm+1)(1 + c1 + c2 + . . . + cm + cm+1)
=

= 1+σm

(2+σm+cm+1)(1+σm+cm+1)
= =

1 + σm

(2 + σm+1)(1 + σm+1)
≡ δ(σm, cm+1),

де σk = c1 + c2 + . . . + ck.
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Доведення. Дане твердження є наслiдком властивостi 4 цилiндричних множин
та означення рiзницевого зображення чисел рядами Енгеля. �

Наслiдок 1. Якщо c1 + . . . + cm = s1 + . . . + sn, то

|ΔE
c1c2...cmi|

|ΔE
c1c2...cm

| =
|ΔE

s1s2...sni|
|ΔE

s1s2...sn
| при i ∈ N0.

Наслiдок 2. Для довiльного набору c1, c2, . . . , cm, cm+1 (ci ∈ N0) має мiсце нерiв-
нiсть

1

(2 + σm+1)2
≤ |ΔE

c1c2...cmcm+1
|

|ΔE
c1c2...cm

| ≤ 1

2 + σm + cm+1

,

причому, рiвнiсть має мiсце при cm+1 = 0.

Наслiдок 3. Мають мiсце рiвностi

|ΔE
c1c2...cmi|

|ΔE
c1c2...cm

| =
|ΔE

σ1σ2...σmi|
|ΔE

σ1σ2...σm
| =

1 + σm

(2 + σm + i)(1 + σm + i)
,

де σm = c1 + c2 + . . . + cm.

Лема 3. Мають мiсце нерiвностi:

|ΔE
c1c2...cmc|

|ΔE
c1c2...cm

| ≤ 1

2(2c + 1)
≤ 1

2
. (7)

Доведення. З виразу δ(σm, c) отримуємо
f(x) ≡ δ(x − 1, c) = x

(x+1+c)(x+c)
, де x = σm + 1.

Функцiя f(x), x ≥ 1, набуває найбiльшого значення в точцi x =
√

c(c + 1), що
легко перевiряється засобами диференцiального числення. Враховуючи, що σm + 1

набуває лише натуральних значень, отримуємо

max f(x) = f(c) = f(c + 1) =
1

2(2c + 1)
.

Перша нерiвнiсть доведена. Оскiльки c ≥ 0, то має мiсце друга нерiвнiсть з (7).
Зауважимо, що перша з рiвностей (7) має мiсце, коли σm = c або σm = −c, а

друга, при c = 0. �

3.3. Найпростiшi метричнi задачi

Лема 4. Якщо ΔE
c1c2...cm

— фiксований цилiндр, то

λ

( ∞⋃
i=k+1

ΔE
c1c2...cmi

)
=

σm + 1

σm + k + 2
· |ΔE

c1c2...cm
|,

де σm = c1 + . . . + cm.



112 М.В. Працьовитий, Б. I. Гетьман

Доведення. Враховуючи властивостi цилiндричних множин, маємо

Ik ≡ λ

( ∞⋃
i=k+1

ΔE
c1c2...cmi

)
=

∞∑
i=k+1

|ΔE
c1c2...cmi| =

=
∞∑

i=k+1

1

(2 + σ1) . . . (2 + σm)(2 + σm + i)(1 + σm + i)
=

=
1

(2 + σ1) . . . (2 + σm)

∞∑
i=k+1

1

(2 + σm + i)(1 + σm + i)
.

Оскiльки
1

(2 + σm + i)(1 + σm + i)
=

1

1 + σm + i
− 1

2 + σm + i
,

то
Ik =

1

(2 + σ1) . . . (2 + σm)
· 2

1 + σm + k
=

=
1

(2 + σ1) . . . (2 + σm)(1 + σm)
· 1 + σm

1 + σm + k
=

=
σm + 1

σm + k + 2
· |ΔE

c1c2...cm
|.

Лему доведено. �

Наслiдок 4. Для довiльного набору c1, c2, . . . , cm (ci ∈ N0) мають мiсце нерiв-
ностi

1

k + 2
· |ΔE

c1c2...cm
| ≤ λ

( ∞⋃
i=k+1

ΔE
c1c2...cmi

)
≤ σm + 1

σm + 2
· |ΔE

c1c2...cm
|.

Наслiдок 5. Якщо ΔE
c1c2...cm

— фiксований цилiндр, то

λ

( ∞⋃
i=σm+1

ΔE
c1c2...cmi

)
=

1

2
· |ΔE

c1c2...cm
|,

де σm = c1 + . . . + cm.

Наслiдок 6. Для довiльного цилiндра ΔE
c1c2...cm

має мiсце нерiвнiсть

λ

(
k⋃

i=0

ΔE
c1c2...cmi

)
=

k + 1

σm + k + 2
· |ΔE

c1c2...cm
| ≤ k + 1

k + 2
· |ΔE

c1c2...cm
|.

Наслiдок 7. Якщо ΔE
c1c2...cm

— фiксований цилiндр, то

λ

(
σm⋃
i=0

ΔE
c1c2...cmi

)
=

1

2
· |ΔE

c1c2...cm
|,

де σm = c1 + . . . + cm.
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Лема 5. Якщо ΔE
c1c2...cm

— фiксований цилiндр, то

λ

(
n⋃

i=k

ΔE
c1c2...cmi

)
=

(1 + n − k)(σm + 1)

(σm + k + 1)(σm + n + 2)
· |ΔE

c1c2...cm
|, (8)

Доведення. Оскiльки In
k ≡ λ

(
n⋃

i=k

ΔE
c1c2...cmi

)
=

n∑
i=k

|ΔE
c1c2...cmi|, то

In
k =

n∑
i=k

1

(2 + σ1) . . . (2 + σm)(2 + σm + i)(1 + σm + i)
=

=
1

(2 + σ1) . . . (2 + σm)

n∑
i=k

1

(2 + σm + i)(1 + σm + i)
.

Враховуючи, що
1

(2 + σm + i)(1 + σm + i)
=

1

1 + σm + i
− 1

2 + σm + i
,

маємо
n∑

i=k

1

(2 + σm + i)(1 + σm + i)
=

1 + n − k

(1 + σm + k)(2 + σm + n)
.

Тому має мiсце рiвнiсть (8). �

Наслiдок 8. Має мiсце рiвнiсть

λ

(
q·σm⋃

i=p·σm

ΔE
c1c2...cmi

)
=

(1 + σm(q − p))(σm + 1)

(1 + (p + 1)σm)(2 + (q + 1)σm)
· |ΔE

c1c2...cm
|.

Наслiдок 9. Має мiсце рiвнiсть

λ

(
3σm+2⋃
i=σm+1

ΔE
c1c2...cmi

)
=

1

4
· |ΔE

c1c2...cm
|.

Наслiдок 10. Має мiсце рiвнiсть

λ

⎛
⎝ ⋃

i∈N0\(k,n)

ΔE
c1c2...cmi

⎞
⎠ =

(1 + k + σm)2 − (k2 − kn − k)

(σm + k + 1)(σm + n + 2)
· |ΔE

c1c2...cm
|.

4. Множини канторiвського типу спецiального виду

Теорема 1. Нехай M — фiксоване натуральне число. Мiра Лебега множини

AM
σ = {x : x = Δc1...cn..., cn+1 > c1 + . . . cn при n ≥ M}

дорiвнює нулю.

Доведення. Нехай

LM ≡
∞⋃

c1=0

. . .

∞⋃
cM=0

ΔE
c1...cM

= (0, 1],
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LM+k ≡
∞⋃

c1=0

. . .

∞⋃
cM=0

⋃
cM+1>σM

. . .
⋃

cM+k>σM+k−1

ΔE
c1...cM cM+1...cM+k

,

k = 1, 2, . . . . Тодi λ (LM) = 1, а

λ(LM+k+1) ≡
∞∑

c1=0

. . .

∞∑
cM=0

∑
cM+1>σM

. . .

∞∑
cM+k+1=σM+k+1

|ΔE
c1...cM cM+1...cM+k+1

|.

Враховуючи попередню лему, маємо
∞∑

cM+k+1=σM+k+1

|ΔE
c1...cM cM+1...cM+k+1

| =
σM+k + 1

σM+k + σM+k + 2
|ΔE

c1...cM cM+1...cM+k
| =

=
1

2
|ΔE

c1...cM cM+1...cM+k
|.

Тодi λ (LM+k+1) = 1
2
λ (LM+k) = 1

2k λ (LM) = 1
2k .

Очевидно, що LM+k+1 ⊂ LM+k i AM
σ =

⋂∞
k=1 LM+k.

Тому λ(AM
σ ) = lim

k→∞
λLM+k = 0. �

Теорема 2. Мiра Лебега множини A всiх чисел x пiвiнтервала (0, 1], для яких
нерiвнiсть

cn+1(x) > c1(x) + . . . cn(x)

виконується для всiх n, бiльших деякого n0, дорiвнює нулю.

Доведення. Легко бачити, що

A =
∞⋃

M=1

AM
σ .

Тому множина A, будучи об’єднанням зчисленної кiлькостi нуль-множин Лебега,
сама є нуль-множиною. �

Теорема 3. Для майже всiх (в розумiннi мiри Лебега) чисел x ∈ (0, 1] нерiвнiсть
cn+1(x) ≤ c1(x) + . . . + cn(x) виконується для нескiнченної множини значень n.

Доведення. Легко бачити, що множина A всiх чисел, що мають властивiсть,
вказану в умовi теореми, є доповненням до множини A. Тобто

A = (0, 1] − A.

Тодi λ(A) = 1 − λ(A) = 1, що й вимагалось довести. �

Зауваження 1. Властивiсть числа x ∈ (0, 1] : cn+1(x) ≤ c1 + . . . cn(x) є нор-
мальною.
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Теорема 4. Якщо для множини E iснує зростаюча послiдовнiсть натуральних
чисел (mk) така, що для всiх x ∈ E виконуються або нерiвнiсть

cmk
(x) > c1(x) + . . . + cmk−1(x) (9)

або нерiвнiсть протилежного знаку, то E є нiде не щiльною множиною нульової
мiри Лебега.

Доведення. Оскiльки твердження для обох нерiвностей доводиться аналогiчно,
то припустимо, що для всiх x ∈ E виконується нерiвнiсть (9). Розглянемо множину

B ≡ B[ΔE, (mk)] =
{
x : x = ΔE

c1c2...cn..., cmk
(x) > c1(x) + . . . cmk−1, ci ∈ N0, i /∈ {mk}

}
.

Зрозумiло, що для множини B умови теореми виконуються. Бiльше того, для до-
вiльної множини E iснує множина B, що мiстить E. Тому теорему досить довести
для множини B.

Нехай Fk — об’єднання цилiндрiв рангу k, серед внутрiшнiх точок яких є точки
множини B, F k+1 = Fk\Fk+1. Тодi, очевидно, що Fi = (0, 1] ≡ F0 при i < m1,

Fmk
є об’єднанням цилiндрiв рангу mk, що не мiстять точок множини B, але нале-

жать цилiндрам рангу mk − 1, якi входять до Fmk−1. Тому

Fk+1 ⊂ Fk ⊂ Fk−1 ⊂ . . . ⊂ F1 ⊂ F0, B =
∞⋂

k=1

Fk

i
λ(B) = lim

k→∞
λ(Fk).

Нехай ΔE
c1c2...cmk−1

— довiльний цилiндр, що входить до Fmk−1. Тодi цилiндричний
iнтервал ∇E

c1c2...cmk−1i не мiстить точок множини B. Тому B є нiде не щiльною мно-
жиною.

Згiдно з наслiдком 7 леми 4

λ (Fmk
) =

1

2
λ (Fmk−1) =

1

2
λ(Fj), при mk−1 ≤ j < mk.

Тому

λ (Fmk
) =

1

2k−1
λ (F0) =

1

2k−1
i λ(B) = 0,

що й вимагалося довести. �

Наслiдок 11. Якщо всi точки множини B мають властивiсть: нерiвнiсть

cn+1(x) > c1(x) + . . . + cn(x) або cn+1(x) ≤ c1(x) + . . . + cn(x)

виконується нескiнченну кiлькiсть разiв, то мiра Лебега множини B дорiвнює ну-
лю.
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