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Основи аналiзу функцiй дуальної змiнної

Л. А. Вотякова

(Вiнницький державний педагогiчний унiверситет iм. М. Коцюбинського)

Анотацiя. В роботi побудовано основи аналiзу функцiй дуальної змiнної: означе-
но в стандартний спосiб похiдна i введено (за Вейєрштрассом) поняття аналiтичної
функцiї, зокрема означено основнi елементарнi функцiї.

Abstract. In this paper built foundation of analysis functions of dual variable: on
the algebra of dual numbers the norm is introduced the concept of derivative of such
functions are developed, the fragment of theory of elementary functions built.

1. Вступ. Як зазначено в роботi [1] ”багатство теорiї функцiй комплексної змiн-
ної стимулює пошук подiбної теорiї для єдиної нетривiальної асоцiативної алгебри
кватернiонiв”. Якраз в цiй роботi подано огляд головних результатiв кватернiонно-
го аналiзу, причому найбiльш iстотними є результати для функцiй, якi подаються
кватернiонними рядами, точнiше рядами з чотирьох дiйсних змiнних.
Цiлком природною є спроба побудови теорiї аналiтичних функцiй на алгебрах

без дiлення, насамперед на алгебрах дуальних i подвiйних чисел. В цiй роботi ба-
зисною множиною є множина дуальних чисел , для якої нами побудовано матричне
подання, через яке надiлено топологiчною структурою. Як результат, маємо повний
нормований простiр, норма якого породжується скалярним добутком. В стандартний
спосiб означається похiдна функцiї дуальної змiнної, зокрема для степеневої функцiї
з натуральним показником маємо: (δn)′ = nδn−1. Остання рiвнiсть i стала основною
для явного подання сум степеневих рядiв з дуальними членами i означення базисних
елементарних функцiй.

2. Алгебра дуальних чисел, її матричне подання, надiлення нормою.
Нехай маємо множину = {x + y|x, y ∈}. Надiлимо її алгебраїчною структурою, а
саме означимо для будь-яких δ1 = x1 + y1, δ2 = x2 + y2 ∈, α ∈

δ1 + δ2 := x1 + x2 + (y1 + y2),

αδ1 := αx1 + (αy1), (1)

δ1 · δ2 := x1x2 + (x1y2 + y1x2),
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зокрема
δn = (x + y)n = xn + nxn−1. (2)

В очевидний спосiб перевiряється, що є алгебра рангу 2 над полем [2], яку називають
алгеброю дуальних чисел [3]. Алгебра є комутативною алгеброю з одиницею, але з
дiльниками нуля ((0+y1)(0+y2) = 0). Для кожного δ = x+y добуток δδ̄, де δ̄ = x−y

— дуальне число, спряжене до дуального числа δ, є дiйсне число x2, а тому, коли
x2 �= 0, то

δ1

δ2

=
δ1δ̄2

δ2δ̄2

=
1

x2
2

(x1 + y1)(x2 − y2) =

=
x1

x2

+
−x1y2 + y1x2

x2
2

(3)

є часткою вiд дiлення дуального числа δ1 на дуальне число δ2. Якщо x1 = x2 = 0, y2 �=
0, то

δ1

δ2

:=
y1

y2

. (4)

Нарештi, якщо x1 �= 0, x2 = 0, то не iснує дуального числа δ такого, що δδ2 = δ1.

Таким чином, алгебра є алгеброю без дiлення (напевно краще було б сказати
"алгебра, у якiй дiлення не завжди виконується").
Число

√
δδ̄ модулем дуального числа δ. Однак, щоб забезпечити подання дуально-

го числа, подiбне до тригонометричної форми комплексного числа, необхiдно вважа-
ти, що його модуль рiвняється x (у поданнi δ = x+ y дiйсне число x назвемо дiйсною
частиною δ, а y — дуальною частиною). Зрозумiло, що ним не можна скористатись
для надiлення алгебри нормою.
Напевно це основна причина через що (наскiльки нам вiдомо) алгебра не була

надiлена топологiєю. Для надiлення алгебри топологiчною структурою застосуємо
прийом, який успiшно спрацював в [4] i [5], а саме побудуємо матричне подання
алгебри , надiлимо матричну алгебру певною нормою i перенесемо її на алгебру .

Очевидно, що множина

M δ = {
(

x − y y

−y x + y

)
|x, y ∈},

вiдносно звичайних операцiй додавання i множення матриць i множення матрицi на
число, є алгебра рангу 2, причому iзоморфна алгебрi . Для нормування алгебри M δ

скористаємось нормою Гiльберта–Шмiдта

‖
(

x − y y

−y x + y

)
‖ :=

(
(x − y)2 + y2 + (−y)2 + (x + y)2

) 1
2 =

=
√

2x2 + 4y2

i перенесемо її на алгебру , а саме означимо на функцiю

‖δ‖ = ‖x + y‖ :=
√

2x2 + 4y2, (5)
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яка виявляється задовольняє аксiоми норми. Бiльше того, для будь-яких δ1, δ2 ∈
‖δ1δ2‖ ≤ ‖δ1‖ · ‖δ2‖. (6)

Для будь-яких δ1, δ2 ∈
‖δ1 + δ2‖2 + ‖δ1 − δ2‖2 = 2(‖δ1‖2 + ‖δ2‖2),

тобто норма породжується скаклярним добутком, сам скалярний добуток має вигляд

(δ1, δ2) = 2x1x2 + 4y1y2. (7)

Оскiльки базиснi елементи 1 + 0·, 0 + 1· алгебри є ортогональними (‖1 + 0 · ‖ =√
2, ‖0 + 1 · ‖ = 2), то дуальнi числа можна подати точками площини, на якiй обрано

прямокутну систему координат.
3. Повнота алгебри . Нехай маємо послiдовнiсть дуальних чисел δn = (xn +yn).

Вона породжує двi послiдовностi дiйсних чисел (xn) i (yn). Неважко обгрунтувати,
що послiдовнiсть (δn) збiгається тодi i лише тодi, коли збiгаються послiдовностi (xn)

i (yn), причому
lim

n→∞
δn = lim

n→∞
xn + lim

n→∞
yn. (8)

Як приклад, розглянемо послiдовнiсть(
(1 +

δ

n
)n

)
,

де δ ∈ . Оскiльки

(1 +
δ

n
)n = (1 +

x

n
+

y

n
)n = (1 +

x

n
)n + n(1 +

x

n
)n−1 y

n
,

i
lim

n→∞
(1 +

x

n
)n = ex, lim

n→∞
(1 +

x

n
)n−1 = ex,

то в силу (8) для кожного δ ∈

lim
n→∞

(1 +
δ

n
)n = ex + exy. (9)

Теорема 1. Алгебра як нормований простiр з нормою ( 5) є повним.

Доведення. Нехай послiдовнiсть (δn) є збiжною i

lim
n→∞

δn = δ0.

Тодi для будь-якого ε > 0, зокрема для ε
2
, iснує n0 таке, що для всiх n > n0

‖δn − δ0‖ <
ε

2
,

для кожного натурального p

‖δn+p − δ0‖ <
ε

2
.

Отож для всiх n ≥ n0 i кожного натурального p

‖δn+p − δn‖ ≤ ‖δn+p − δ0‖ + ‖δn − δ0‖ < ε,
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тобто послiдовнiсть (δn) фундаментальна.
Нехай послiдовнiсть (δn) фундаментальна. А оскiльки

|xn+p − xn| ≤
√

2(xn+p − xn)2 ≤

≤ (
2(xn+p − xn)2 + 4(yn+p − yn)2

) 1
2 = ‖δn+p − δn‖,

аналогiчно
|yn+p − yn| ≤ ‖δn+p − δn‖,

то з фундаментальностi послiдовностi (δn) випливає фундаментальнiсть, а отже, збi-
жнiсть послiдовностей (xn), (yn). А тому в силу (8) послiдовнiсть (δn) збiжна, i алге-
бра повна. �
Нехай маємо функцiю w = f(δ), визначену в областi E, i нехай w = u(x, y)+v(x, y)

її алгебраїчне подання. Як приклад, многочлен

Pn(δ) = a0δ
n + a1δ

n−1 + ... + an

з дiйсними коефiцiєнтами подається у виглядi

Pn(δ) = Pn(x) + P ′
n(x)y. (10)

В очевидний спосiб доводиться

Теорема 2. Функцiя w = f(δ), визначена в деякому околi точки δ0 = x0 + y0,

неперервна у цiй точцi тодi i лише тодi, коли неперервнi у точцi (x0, y0) функцiї
u(x, y), v(x, y).

Як приклад, дробово-рацiональна функцiя
Pm(δ)

Qn(δ)
,

де Pm(δ), Qn(δ) многочлени з дiйсними коефiцiєнтами (Qn(δ) — многочлен ненульо-
вого степеня), неперервна у кожнiй точцi δ ∈, за винятком точок вигляду (x0, y), де
x0 — дiйсний корiнь многочлена Qn(x).

Справдi,
Pm(δ)

Qn(δ)
=

Pm(x) + P ′
m(x)y

Qn(x) + Q′
n(x)y

=

=
Pm(x)

Qn(x)
+

−Pm(x)Q′
n(x) + P ′

m(x)Qn(x)

Q2
n(x)

y =
Pm(x)

Qn(x)
+

(
Pm(x)

Qn(x)

)′
y. (11)

Звертаємо увагу на (10) i (11) та видiлимо клас функцiй дуальної змiнної, алгебраїчне
подання яких має вигляд

f(δ) = f(x) + f ′(x)y. (12)

4. Степеневi ряди з дуальними членами. Символ вигляду
∞∑

n=1

δn =
∞∑

n=1

(xn + yn) (13)
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назвемо рядом з дуальними членами, а послiдовнiсть

(Sn) =

(
n∑

k=1

δk

)

послiдовнiстю його часткових сум. Ряд (13) збiгається, якщо збiгається послiдовнiсть
часткових сум.
Оскiльки ряд (13) породжує два ряди з дiйсними членами

∞∑
n=1

xn,

∞∑
n=1

yn, (14)

то очевидно, що ряд (13) збiгається тодi i лише тодi, коли збiгаються ряди (14),
причому

∞∑
n=1

δn =
∞∑

n=1

xn +
∞∑

n=1

yn. (15)

Як приклад, розглянемо ряд
∞∑

n=0

δn, (16)

де δ = x + y ∈ . Оскiльки
n∑

k=0

δk =
n∑

k=0

(xk + kxk−1y) =
1 − xn+1

1 − x
+

(
1 − xn+1

1 − x

)′
y,

то ряд (16) збiгається для всiх δ, у яких |x| < 1, причому його сума рiвняється
∞∑

n=0

δn =
1

1 − x
+

1

(1 − x)2
y =

1 − x + y

(1 − x)2
=

1

1 − δ
.

Нехай маємо ряд
∞∑

n=0

anδn, (17)

де a0, a1, ... — дiйснi числа, тобто (17) степеневий ряд, складений iз степенiв дуаль-
них чисел, але з дiйсними коефiцiєнтами. Для такого ряду має мiсце такий аналог
теореми Абеля.

Теорема 3. Якщо ряд ( 17) збiгається у точцi δ0 = x0 + y0 (x0 �= 0), то вiн
збiгається для всiх δ, для яких |x| < |x0|.

Доведення. Нехай ряд
∞∑

n=0

anδn
0 =

∞∑
n=0

an(xn
0 + nxn−1

0 y)

збiгається. Тодi збiгається ряд
∞∑

n=0

anxn
0 ,
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i в силу теореми Абеля степеневий ряд
∞∑

n=0

anxn

збiгається для всiх x, для яких |x| < |x0|, тобто збiгається на iнтервалi (−|x0|, |x0|).
Враховуючи, що на цьому iнтервалi збiгається ряд, складений з похiдних його членiв,
маємо, що для всiх x (|x| < |x0|) збiгається ряд

∞∑
n=1

annxn−1.

А тому ряд (17) збiгається для всiх δ, для яких |x| < |x0|. �

Враховуючи структуру областi збiжностi степеневого ряду, маємо, що ряд (17)
збiгається у смузi {δ||x| < r}, де r радiус збiжностi степеневого ряду

∞∑
n=0

anxn.

На пiдставi отриманого результату маємо можливiсть означити основнi елемен-
тарнi функцiї, а саме за аналiтичною функцiєю f(x), тобто функцiєю, яка є сумою
певного степеневого ряду

f(x) =
∞∑

n=0

anxn, (18)

будуємо ряд
∞∑

n=0

anδn. (19)

Якщо ряд (18) збiгається на iнтервалi (−r; r), то ряд (19) збiгається на смузi ΠΓ =

{δ||x| < r}. Тодi вiдповiднiсть, яка кожному дуальному числу δ ∈ ΠΓ вiдносить
вiдповiдну суму ряду (19), є функцiя, визначена на ΠΓ, причому вона подається у
виглядi

f(δ) := f(x) + f ′(x)y. (20)

Таким чином, маємо:
eδ := ex + exy,

sin δ := sin x + cos x · y,

cos δ := cos x − sin x · y,

визначенi для кожного δ ∈, причому для будь-яких δ1, δ2 ∈
eδ1+δ2 = eδ1eδ2 ,

sin2 δ + cos2 δ = 1,

sin(δ1 + δ2) = sin δ1 cos δ2 + cos δ1 sin δ2,

cos(δ1 + δ2) = cos δ1 cos δ2 − sin δ1 sin δ2;
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ln(1 + δ) := ln(1 + x) +
y

1 + x
,

(1 + δ)α := (1 + x)α + α(1 + x)α−1y,

визначенi для кожного δ ∈ {δ||x| < 1}, причому
(1 + δ)α1+α2 := (1 + δ)α1(1 + δ)α2 ;

arcsin δ = arcsin x +
y√

1 − x2
,

arctg δ = arctg x +
y

1 + x2
,

визначенi для кожного δ ∈ {δ||x| < 1}.
З рiвняння

eδ = ex + exy = u + v

дiстанемо x = ln u, y = v
u
.

Отож функцiя

f(δ) = ln x +
1

x
y

є функцiєю оберненою до функцiї f(δ) = eδ, яка визначена для всiх δ з додатною
дiйсною частиною. А оскiльки для будь-яких δ1 (x1 > 0), δ2(x2 > 0)

ln(δ1δ2) = ln(x1x2 + (x1y2 + y1x2)) =

= ln(x1x2) +
x1y2 + y1x2

x1x2

= ln δ1 + ln δ2,

то природно назвати її логарифмiчною функцiєю дуальної змiнної i позначити

ln δ = ln x +
y

x
.

Оскiльки з рiвняння
δn = x + y,

де x > 0, маємо:
n
√

x + y = n
√

x + ( n
√

x)′y,

тобто
δ

1
n = n

√
x + ( n

√
x)′y.

Тодi для будь-якого додатного рацiонального числа r = m
n
маємо:

δr = (δ
1
n )m = ( n

√
x + ( n

√
x)′y)m =

= xr + m( n
√

x)m−1( n
√

x)′y =

= xr +
m( n

√
x)m−1

n
n
√

xn−1
y = xr + rxr−1y.

Врахувавши, що
1

δn
=

1

xn + nxn−1y
=

xn − nxn−1y

x2n
= x−n − nx−n−1y,
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означимо
δ−n := x−n − nx−n−1y.

А з рiвностi δ
1
n α− 1

n = 1 означимо δ−
1
n = 1

n√x
+

(
1

n√x

)′
y. Таким чином, для будь-якого

рацiонального r маємо:
δr = xr + rxr−1y.

Нехай послiдовнiсть рацiональних чисел (rn) збiгається до iррацiонального числа
α. Тодi для кожного x > 0 послiдовностi (xrn) i (rnxrn−1) збiгаються вiдповiдно до xα

i αxα−1. Отже, послiдовнiсть дуальних чисел (δrn), де x > 0, збiгається до певного
дуального числа, i таким чином, за означенням маємо:

δα = lim
n→∞

δrn ,

де
lim

n→∞
rn = α.

Якщо α1, α2 ∈, то для кожного δ(x > 0) маємо:

δα1δα2 = lim
n→∞

(xr
(1)
n + r(1)

n xr
(1)
n −1y) lim

n→∞
(xr

(2)
n + r(2)

n xr
(2)
n −1y),

де
lim

n→∞
r(1)
n = α1, lim

n→∞
r(2)
n = α2.

Тодi
δα1δα2 = lim

n→∞
(xr

(1)
n + r(1)

n xr
(1)
n −1y) · (xr

(2)
n + r(2)

n xr
(2)
n −1y) =

= lim
n→∞

(xr
(1)
n +r

(2)
n + (r(2)

n xr
(1)
n +r

(2)
n −1 + r(1)

n xr
(1)
n +r

(2)
n −1)y) =

= xα1+α2 + (α1 + α2)x
α1+α2−1 = δα1+α2 .

Аналогiчно переконуємось, що
δα
1 δα

2 = (δ1δ2)
α.

5. Похiдна функцiї дуальної змiнної. Нехай функцiя w = f(δ) дуальної змiн-
ної визначена в деякому околi точки δ0, i нехай в цьому околi, за винятком точки δ0,

визначена функцiя
f(δ) − f(δ0)

δ − δ0

.

Якщо iснує

lim
n→∞

f(δ) − f(δ0)

δ − δ0

,

то її назвемо похiдною функцiї f(δ) у точцi δ0 i позначатимемо f ′(δ0).

Нехай маємо функцiю f(δ) = δn(n ≥ 1) i точку δ0 ∈ . Позначимо

	δ = 	x + 	y = x − x0 + (y − y0),

причому x �= x0. Тодi
f(δ) − f(δ0)

δ − δ0

=
(δ0 + 	δ)n − δn

0

	δ
=
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=
1

	δ

n∑
k=1

Ck
nδn−k

0 (	δ)k =

=
1

	x2

n∑
k=1

Ck
nδn−k

0 	x2(	δ)k−1 =

=
n∑

k=1

Ck
nδn−k

0 (	δ)k−1 =
n∑

k=1

Ck
nδn−k

0 (δ − δ0)
k−1.

Якщо ж x = x0, y �= y0, то

f(δ) − f(δ0)

δ − δ0

:=
n∑

k=1

Ck
nδn−k

0 ((y − y0))
k−1 =

= nδn−1
0 + C2

nδn−2
0 (y − y0).

I очевидно, що
(δn)′ = nδn−1.

Теорема 4. Якщо функцiя w = f(δ) в деякому околi точки δ0 подається у виглядi

f(δ) = f(x) + f ′(x)y,

у точцi x0 функцiя f(x) має другу похiдну, то

f ′(δ0) = f ′(x0) + f ′′(x0)y0. (21)

Доведення. Нехай 	δ = δ − δ0 = x − x0 + (y − y0) = 	x + 	y i 	x �= 0. Тодi
f(δ) − f(δ0)

δ − δ0

=
f(δ0 + 	δ) − f(δ0)

	δ
=

=
1

	δ
(f(x0 + 	x + (y0 + 	y)) − f(x0 + y0)) =

=
1

	δ
(f(x0 + 	x) − f(x0) + f ′(x0 + 	x)(y0 + 	y) − f ′(x0)y0) =

=
1

	x2
((f(x0 + 	x) − f(x0))	x − (f(x0 + 	x) − f(x0))	y+

+(f ′(x0 + 	x)(y0 + 	y) − f ′(x0)y0)	x) =

=
f(x0 + 	x) − f(x0)

	x
+

f ′(x0 + 	x) − f ′(x0)

	x
y0+

+
1

	x2
(f ′(x0 + 	x)	x − (f(x0 + 	x) − f(x0)))	y =

=
f(x0 + 	x) − f(x0)

	x
+

f ′(x0 + 	x) − f ′(x0)

	x
y0+

+
1

	x2
(f ′(x0 + 	x)	x − f ′(x0 + θ(	x))	x)	y =

=
f(x0 + 	x) − f(x0)

	x
+

f ′(x0 + 	x) − f ′(x0)

	x
y0+

+f ′′(x0 + θ1(	x)	x)(1 − θ(	x))	y.
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Якщо ж 	x = 0, то
f(δ) − f(δ0)

δ − δ0

:= f ′(x0) + f ′′(x0)y0 + O(	y).

Отже,

lim
δ→δ0

f(δ) − f(δ0)

δ − δ0

= f ′(x0) + f ′′(x0)y0.�

Якщо

f(δ) =
∞∑

n=0

anδn,

то степеневий ряд можна почленно диференцiювати, причому
∞∑

n=1

annδn−1 = f ′(δ)

на тiй же смузi збiжностi. Бiльше того його можна диференцiювати скiльки завгодно
разiв.
На пiдставi (21) для основних елементарних функцiй маємо:

1o(δn)′ = nδn−1, 5o(ln(1 + δ))′ = 1
1+δ

,

2o(eδ)′ = eδ, 6o((1 + δ)α)′ = α(1 + δ)α−1,

3o(sin δ)′ = cos δ, 7o(arcsin δ)′ = (1 − δ2)−
1
2 ,

4o(cos δ)′ = − sin δ, 8o(arctg δ)′ = (1 + δ2)−1.

Бiльше того,

(ln δ)′ =
1

δ
, (δα)′ = αδα−1.

Також мають мiсце основнi правила диференцiювання. Якщо функцiї f(δ), g(δ) в де-
якiй областi E ⊂ задовольняють умови теореми 4, то для всiх δ ∈ E

(a)(f(δ) + g(δ))′ = f ′(δ) + g′(δ),

(b)(f(δ)g(δ))′ = f ′(δ)g(δ) + f(δ)g′(δ), (22)

(c)

(
f(δ)

g(δ)

)′
=

f ′(δ)g(δ) − f(δ)g′(δ)
g2(δ)

.

Для прикладу доведемо рiвнiсть (c). Оскiльки
f(δ)

g(δ)
=

f(x) + f ′(x)y

g(x) + g′(x)y
=

f(x)

g(x)
+

f ′(x)g(x) − f(x)g′(x)

g2(x)
y,

то (
f(δ)

g(δ)

)′
=

(
f(x)

g(x)

)′
+

(
f(x)

g(x)

)′′
y.

З другого боку,
f ′(δ)g(δ) − f(δ)g′(δ)

g2(δ)
=

=
(f ′(x) + f ′′(x)y)(g(x) + g′(x)y) − (f(x) + f ′(x)y)(g′(x) + g′′(x)y)

(g(x) + g′(x)y)2
=
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=
1

g4(x)
(f ′(x)g(x) − f(x)g′(x) + (f ′′(x)g(x) − f(x)g′′(x))y)(g2(x) − 2g(x)g′(x))) =

=
f ′(x)g(x) − f(x)g′(x)

g2(x)
+

1

g4(x)
(f ′′(x)g3(x) − f(x)g′′(x)g2(x) − 2f ′(x)g′(x)g2(x)+

+2f(x)g(x)(g′(x))2)y =

(
f(x)

g(x)

)′
+

(
f(x)

g(x)

)′′
y.

(d) Ланцюгове правило. Якщо функцiя дуальної змiнної f(δ) визначена на областi
E, образ множини E f(E) включається в область визначення функцiї g(δ), то на
областi E визначена складена функцiя g(f(δ)). Якщо ж крiм того

f(δ) = f(x) + f ′(x)y, g(δ) = g(x) + g′(x)y,

то
g(f(δ)) = g(f(x) + f ′(x)y) = g(f(x)) + g′(f(x))f ′(x)y. (23)

За умови, що f(δ) i g(δ) диференцiйовнi, маємо:

(g(f(δ)))′ = g′(f(δ))f ′(δ). (24)

Справдi, в силу подання (23)

(g(f(δ)))′ = (g(f(x)))′ + (g′(f(x))f ′(x))′y =

= g′(f(x))f ′(x) + (g′′(f(x))(f ′(x))2 + g′(f(x))f ′′(x))y =

= (g′(f(x)) + g′′(f(x))f ′(x)y)(f ′(x) + f ′′(x)y) =

= g′(f(δ))f ′(δ).

Таким чином, побудовано основи диференцiального числення функцiй дуальної
змiнної.
В наступнiй публiкацiї буде побудовано основи iнтегрального числення.
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