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Еволюцiя стохастичних систем.
Дифузiйний феномен

В. С. Королюк

(Iнститут математики НАН України)

Для стохастичних процесiв накопичення-споживання застосовуються двi схеми
апроксимацiї: усереднення та дифузiйна апроксимацiя.

Дифузiйний феномен полягає в тому, що апроксимуюча дифузiя є завершаль-
ним етапом апроксимацiї. Крiм того, на вiдмiну вiд реальностi стохастичних систем,
дифузiйна апроксимацiя не має прирордної iнтерпретацiї, проте її властивостi доста-
тньо ефективно вiдображають реальнi еволюцiйнi стохастичнi системи.

Стохастичнi системи накопичення та споживання визначаються двома функцi-
ями iнтенсивностей моментiв накопичення α+(u) та моментiв споживання α−(u) та
двома функцiями розподiлу об’ємiв накопичення G+(u) = P{α+ ≤ u} та споживання
G−(u) = P{α− ≤ u}.

Надалi будмо припускати, що об’єми споживання та накопичення фiксованi й рiв-
нi 1: α± = 1 з ймовiрнiстю 1. Це припущення спрощує подальший розгляд проблеми
дифузiйної апроксимацiї стохастичних мереж, не зменшуючи iстотно її загальностi.

Еволюцiя марковської стохастичної системи з функцiями iнтенсивностей α±(u),
u ∈ R

d, в евкiлдовому просторi R
d описується марковським процесом ν(t), t ≥ 0, що

фiксує об’єм (стан) стохастичної системи в момент часу t ≥ 0.
Ймовiрнiсний змiст iнтенсивностей α±(u) виражається апроксимацiєю ймовiрно-

стей змiни станiв за малий промiжок часу Δ → 0 (Δ > 0):

P{ν(t + Δ) = u ± 1|ν(t) = u} = Δα±(u) + o(Δ). (1)

Локальна поведiнка процесу ν(t) описується породжуючим оператором (генера-
тором), що на тест-функцiї ϕ(u), u ∈ R, приймає дiйснi значення i

Lϕ(u) = α+(u)ϕ(u + 1) + α−(u)ϕ(u − 1) − α(u)ϕ(u), (2)

де α(u) := α+(u) + α−(u).
Ймовiрнiсний змiст породжуючого оператора (ПО) марковського процесу вира-

жається апроксимацiєю математичного сподiвання змiни стану процесу на тест-
функцiї

E[ϕ(ν(t + Δ)) − ϕ(u)|ν(t) = u] = ΔLϕ(u) + o(Δ). (3)
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Використовуючи ПО, ми переходимо до аналiзу поведiнки марковського проце-
су вiд траєкторiї процесу до функцiй на траєкторiях процесу, що iстотно збагачує
математичний апарат аналiзу.

2. Основна проблема аналiзу еволюцiї стохастичних систем полягає у
визначеннi глобальних характеристик системи на зростаючих iнтервалах часу, ви-
користовуючи локальнi характеристики системи на мадих iнтервалах часу.

Не зважаючи на досить просту форму локальних характеристик процесiв накопи-
чення-споживання, що задається функцiями iнтенсивностей α±(u), u ∈ R

d, вивчення
глобальної поведiнки є досить складною проблемою. Тому, природно, виникає пробле-
ма спрощеного опису еволюцiї стохастичної системи, завдяки чому аналiз глобальної
поведiнки системи стає ефективним.

Найбiльш ефективним математичним методом спрощеного аналiзу, на мiй погляд,
є асимптотичний аналiз, що використовує операцiю граничного переходу. Для асим-
птотичного аналiзу необхiдно розглядати систему в схамi серiй, що визначається
певним параметром серiї, який, за традицiями школи Крилова-Боголюбова, будмо
вважати малом параметром серiї ε → 0 (ε > 0).

Звiсно, в першу чергу виникає проблема введення параметра серiї в локальнi
характеристики системи. Для еволюцiйних стохастичних систем типу накопичення-
споживання малий параметр серiї ε природно вводити у виглядi масштабування по
простору й за часом, а саме:

νε(t) = εν

(
t

ε

)
, t ≥ 0, ε > 0. (4)

Вiдповiдне перетворення локальних характеристик, а саме породжуючого опера-
тора, буде мати вигляд:

Lεϕ(u) = ε−1[α+(u)ϕ(u + ε) + α−(u)ϕ(u − ε) − α(u)ϕ(u)]. (5)

Зауважимо, що тепер u = νε(t).
Тепер можна переходити до асимптотичного аналiзу процесу νε(t), t ≥ 0, що ви-

значається оператором (5). Для цього розглянемо достатньо гладу тест-функцiю,
що має двi обмеженi неперервнi похiднi. Застосовуючи формулу Тейлора до ви-
разу (5) (тут для наочностi використовується скорочене позначення C(u)ϕ′(u) :=

d∑
k=1

Ck(u)∂ϕ(u)
∂uk

), маємо асимптотичне представлення:

Lεϕ(u) = C(u)ϕ′(u) + θε(u)ϕ(u), (6)

де головний член визначається функцiєю швидкостей

C(u) = α+(u) − α−(u), (7)

а залишковий член
|θε(u)ϕ(u)| → 0, ε → 0. (8)
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Звернемо увагу, що головний член у (6) визначає генератор детермiнованої ево-
люцiйної системи

du(t)

dt
= C(u(t)), u(0) = 0. (9)

Тобто напiвгрупа
Ctϕ(u) := ϕ(u(t)), u(0) = 0, (10)

має генератор
Cϕ(u) = C(u)ϕ′(u). (11)

Маючи асимптотичне представлення (6), можна зробити висновок (користуючись
сучасними методами доведення граничних теорем для випадкових процесiв), що має
мiсце збiжнiсть при ε → 0:

εν

(
t

ε

)
⇒ ν(t), t ≥ 0, ε → 0. (12)

Таку збiжнiсть називають усередненням: стохастичн (випадковi) змiни системи
на зростаючих iнтервалах часу усереднюються i перетворюються у детермiнований
рух, що визначається розв’язком еволюцiйного рiвняння (6).

Зауважимо, що згiдно з означенням функцiй iнтенсивностей в (1), середнiй зсув
процесу ν(t) за одиницю часу якраз дорiвнює функцiї швидкостi руху C(u) (див. (7)).
Якщо усереднена система в (6) є стiйкою i має єдину точку рiвноваги (еквiлiбрiум)
ρ:

C(ρ) = 0, (13)

тодi можна переконатися в тому, що має мiсце збiжнiсть до точки рiвноваги:

εν

(
t

ε

)
⇒ ρ, ε → 0. (14)

Траєкторiї стохастичної системи наближаються до точки рiвноваги.

3. Флюктуацiї стохастичної системи. Зрозумiло, що в усередненнi (12) або
(14) втрачається iстотна iнформацiя про стохастичну систему — випадковi змiни
станiв. Тому, природно, виникає нова проблема вивчення флюктуацiй стохастичної
системи вiдносно рiвноваги (еквiлiбрiуму).

Треба тепер розглянути нове масштабування стохастичного процесу ν(t), t ≥ 0,
щоб в асимптотичному аналiзi проявились випадковi флюктуацiї вiдносно рiвноваги.
Нове масштабування має вигляд:

ζε(t) := εν

(
t

ε2

)
− ε−1ρ, t ≥ 0. (15)

Пояснення до (15) дуже простi. Згiлно зi схемою усереднення (14), має мiсце
збiжнiсть

ε2ν

(
t

ε2

)
− ρ ⇒ 0, ε → 0.
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Щоб виявити флюктуацiї треба масштабувати рiзницю, наприклад, роздiливши її на
ε.

Тепер переносимо масштабування (15) на породжуючий оператор (3):

ε2L̃ε
0ϕ(u) = [α+(ρ + εu)ϕ(u + ε) + α−(ρ + εu)ϕ(u − ε) − α(ρ + εu)ϕ(u)]. (16)

Зауважимо, що умова (15) означає

ε2ν

(
t

ε2

)
= ρ + εζε(t).

Породжуючи оператор процесу ζε(t) бужується з породжуючого оператора процесу
ν(t). Отже, для початкової умови ζε(t) = u маємо початкову умову ε2ν

(
t
ε2

)
= ρ + εu.

Цим пояснюється вираз (16).
Тепер можна реалiзувати асимптотичний аналiз породжуючого оператора (16)

на достатньо гладких тест-функцiях ϕ(u), що мають три обмежених неперервних
похiдних.

Застосовуючи формули тейлора у виразi (16), припускаючи, що iнтенсивностi
α±(u) також неперервно диференцiйовнi, маємо асимптотичне представлення ПО
процесу флюктуацiї (15):

L̃ε
0ϕ(u) = uC ′(ρ)ϕ′(u) +

1

2
b(ρ)ϕ′′(u) + θε(u)ϕ(u). (17)

Тут використали умови (13).
Головний член асимптотики

Lϕ(u) = uC ′(ρ)ϕ′(u) +
1

2
b(ρ)ϕ′′(u) (18)

визначає дифузiйний процес типу Орнштейна-Уленбека ζ(t), t ≥ 0, а залишковий
член задовольняє умови (8).

Маючи асимптотичне представлення (17), можна довести слабку збiжнiсть флю-
ктуацiй:

εν

(
t

ε2

)
− ε−1ρ ⇒ ζ(t), ε → 0. (19)

Таким чином, виходить друга апроксимацiя стохастичної системи:

ε2ν

(
t

ε2

)
� ρ + εζ(t), t ≥ 0. (20)

4. Дифузiйний феномен апроксимацiї процесiв накопичення-споживання по-
лягає, по-перше, в тому, що ця апроксимацiя є завершальною. Подальших членiв
асимптотичного розкладу (20) немає. По-друге, парадоксальнiсть дифузiйної апро-
ксимацiї полягає в тому, що реальна стохастична система, що описується процесом
наокпичення-споживання ν(t), t ≥ 0, апроксимується дифузiйним процесом ζ(t),
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t ≥ 0, що не має фiзичної iнтерпретацiї. Стохастичне рiвняння для процесу ζ(t),
t ≥ 0, має вигляд:

dζ(t) = C ′(ρ)ζ(t)dt +
√

b(ρ)dWt. (21)

Тут Wt, t ≥ 0, — процес броунiвського руху, траєкторiї якого нiде не диференцiйовнi
фуункцiї. Швидкiсть змiни процесу в будь-який момент часу дорiвнює нескiнчен-
ностi. В той же час, дифузiйна апроксимацiя (20) на зростаючих iнтервалах часу
цiлком спостережна. Вона визначається лише трьома параметрами-константами: то-
чка рiвноваги ρ, швидкiсть детермiнованого зсуву C ′(ρ) = α′

+(ρ)−α′
−(ρ) та дисперсiя

флюктуацiй b(ρ) = α+(ρ) + α−(ρ).
Наприклад, процес (21) має нормальни стацiонарний розподiл (за умови C ′(ρ) <

0). Це дає можливiсть ефективного обчислення стацiонарних характеристик стоха-
стичної системи. Бiльша того, розгнлядаючи траєкторiї реальної системи ν(t), t ≥ 0,
як траєкторiї дифузiйної апроксимацiї можна побудувати стацiонарнi оцiнки пара-
метрiв ρ, α(ρ) = C ′(ρ), b(ρ), тим самим повнiстю визначити характер глобальної
поведiки стохастичної системи.

5. Дифузiйний феномен зникає, якщо замiсть самого процесу νε(t), t ≥ 0,
розглядати його усереднення (по розподiлу) з тест-функцiєю ϕ(u), u ∈ R, що визна-
чається напiвгрупою:

Lε
tϕ(u) := E[ϕ(νε(t))|νε(0) = 0] =: Φε

t(u), (22)

генератором якої є породжуючий оператор нормованого процесу накопичення-
споживання (5). Детермiнована еволюцiйна система Φε

t(u) визначається розв’язком
еволюцiйного рiвняння:

dΦε
t(u)

dt
= LεΦε

t(u), Φ
(
0u) = ϕ(u). (23)

До цього рiвняння застосовнi методи асимптотичного розвинення за малим пара-
метром ε (в розвитку яких приймав i приймає активну участь М.I.Шкiль).

Проте, члени асимптотичного розкладу вже не мають такої наочної чнтерпретацiї,
як у схемi дифузiйної апроксимацiї самої стохастичної системи.


