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Анотацiя. Розглянута задача математичної побудови вектора управлiння проце-
сом керованого охолодження цилiндричного виливка, оточеного шаром пiщаної су-
мiшi, який являє собою пористе дисперсне середовище, що проводитьтепло.

Abstract. The task of construction of a vector of monitoring process heat sink cooling
of the cylinder in surrounded gas-permeability sandy composite layer is considered.

При одержаннi виливкiв за моделями, що пiддаються термодеструкцiї у формi
пiд дiєю потоку металевого розплаву [1], структурнi перетворювання металевої рi-
дини у виливок вiдбуваються в результатi складних процесiв тепло i масообмiну в
системi модель - метал - пiщана форма. Тому пiд час заповнення форми рiд-
ким металом необхiдно оптимально керувати пiдтримкою рiвноваги газового тиску
на роздiлi поверхонь модель - форма [2], i здiйснювати цiлеспрямоване керування
формуванням структури металу методами регульованого охолодження. В ливарних
цехах визначення контрольованих параметрiв процесу охолодження виливка у формi
здiйснюється як за розрахунковим часом, так i за допомогою пiрометрiв i тепловi-
зорiв. В основному фiксуються температури металу наприкiнцi заливання у фор-
му, i пiсля завершення процесу прискореного охолодження. Регулювання процесу
формування структури шляхом регульованого прискореного тепловiдводу з поверх-
нi виливка з урахуванням подiбних дискретних вимiрiв буде мати малу точнiсть i
невелику ефективнiсть, тому що пiрометр здiйснює вимiр тiльки температури по-
верхнi металу. Ливарникам вiдомо, що прискорене охолодження виливка, наприклад
гiльзи 2 цилiндра ДВЗ 1 супроводжується значними температурними перепадами по
перетинi профiлю. Тобто реалiзацiя необхiдних траєкторiй охолодження з можливi-
стю мiнiмiзацiї температурної неоднорiдностi i напружено-деформованого стану [3]
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1ДВЗ— двигун внутрiшнього згорання
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є вирiшальною для досягнення рiвномiрних чи диференцiйованих по перетину i дов-
жинi цилiндричного виливка механiчних властивостей. Але аналiзуючи попереднi
технологiї процесiв лиття, можна пiдкреслити, що в реальних схемах ще не задiя-
на достатня кiлькiсть фiзичних параметрiв, якими можна i необхiдно керувати, щоб
досягти заданих критерiїв якостi готової продукцiї. Таким чином, i зараз iснує на-
гальна потреба комплексного продовження дослiдження процесiв лиття i побудови
моделей керування. Розглянемо задачу охолодження цилiндричного виливка, ото-
ченого шаром пiщаної сумiшi, який являє собою пористе дисперсне середовище що
проводить тепло. Тепловiддача вiдбувається через пористий шар, за умовами про-
ходження через нього повiтряного (газового) потоку. Беручи до уваги гiперболiчне
рiвняння теплопровiдностi [4] i розглядаючи процес охолодження як нестацiонарний
процес, теплофiзичний стан такої системи управлiння апроксимуємо звичайним ди-
ференцiальним рiвнянням 2-го порядку

x′′(t) + a1(t)x
′(t) + a2(t)x(t) = ν(t) (1)

де х(t) - розподiл температури по часу; ν(t) - функцiя управлiння. В даному випадку
параметром управлiння вибираємо швидкiсть повiтряного потоку, яким продувається
шар, що проводить тепло. Зведемо рiвняння (1) до системи звичайних диференцiйних
рiвнянь першого порядку в нормальнiй формi.

dx1

dt
= x2

dx1

dt
= −

2∑
K=1

aK(t)xK(t) + ν(t) (2)

t ∈ G = (0,∞) ∈ R1, Gi = (ti−1, ti) ⊂ G, (t ≥ 0)

Розглядаючи дану систему , як структурно - неоднорiдну [5,6], до системи рiв-
нянь (2) додамо систему додаткових спiввiдношень, якi являть собою систему умов
сполучення такого вигляду

[xK(t)]t=ti = 0 (3)

(k = 1, 2; i = 1, . . . .; t ≥ 0)

Рiшення системи рiвнянь (2), як розв’язок задачi Кошi будемо шукати при початко-
вих умовах

x(t0) = [x1(t0, x2(t0)] (4)

t0 = 0

Розв’язуючи задачу Кошi для системи (2) при початкових умовах

xi
k,j(ti−1) = δk,j

(k = 1, 2; i = 1, K)
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одержимо матрицю нормальних фундаментальних розв’язкiв для системи рiвнянь,
неоднорiдної по вiдношенню до системи (2)

Φi(t) = {φi
k,j(t)} (5)

(t ∈ Gi ⊂ G ∈ R1, k, j = 1, 2; i = 1, K; t ≥ 0)

на кожному i - промiжку iнтервалу iнтегрування (0, t = ∞) Розв’язками системи
диференцiйних рiвнянь (2) являються функцiя xi(t) змiни температури виливка при
охолодженнi, та швидкiсть охолодження виливка яка визначається функцiєю x2(t).
Тодi загальний розв’язок крайової задачi (2)-(4), регулювання процесу формування
структури шляхом прискореного тепловiдводу з поверхнi виливка, запишеться таким
чином

xi
k(t) =

2∑
j=1

u
(i)
j,kφ

(i)
k,j(t)xj(0) + ψ

(i)
k (t) (6)

(t ∈ Gi ⊂ G ∈ R1, k = 1, 2; i = 1, K; t ≥ 0)

де коефiцiєнти u
(i)
j,k визначаються за знайденими рекурентними формулами [6]

В спiввiдношеннi (6) вектор ψ(t) = {ψ1(t), ψ2(t)} це частинний розв’язок неодно-
рiдної системи рiвнянь (2) при нульових початкових умовах

xi
k(ti−1) = 0

k = 1, 2; i = 1, . . . ; t = 0

Цей розв’язок можна знайти методом варiацiї довiльних сталих [7].

ψ
(i)
k (t) =

2∑
j=1

u
(i)
j,kφ

(i)
j,k(t)

∫ ti

ti−1

detΦi
j(τ)

detΦi(τ)
dτ

Тут Φi
j(τ) матриця одержана з матрицi (5) шляхом замiни j - го стовпця на вектор,

{0, ν(t)}
Ввiвши позначення

Ri
j =

detΦi
j−1(t)

detΦi(t)
, (7)

частковий розв’язок системи рiвнянь (2) можна записати

ψ
(i)
k (t) =

2∑
j=1

u
(i)
j,kφ

(i)
j,k(t)

∫ ti

ti−1

Rj(t)ν(τ)dτ

Тодi розв’язок вихiдної крайової задачi ( 2) - (4) запишеться таким чином

x
(i)
k (t) =

2∑
j=1

u
(i)
j,kφ

(i)
k,j(t)

[
xj(0) +

∫ ti

ti−1

Rj(τ)ν(τ)dτ

]
(8)

(t ∈ Gi ⊂ G ∈ R1, k = 1, 2; i = 1, . . . ; t ≥ 0)

Будемо розглядати управлiння системи (2) вiдносно початку координат, тобто xk(t) =

0,∀t.
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Враховуючи це, з системи розв’язкiв (8) одержимо однорiдну систему лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь вiдносно координат xj(0).
Одержана однорiдна система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь в силу того, що

φ
(i)
k,i(t) �= 0,буде мати нетривiальний розв’язок лише при умовi

xj(0) +

∫ ts

ti−1

R
(i)
j (τ)ν(τ)dτ = 0

Таким чином, для визначення фазових траєкторiй системи рiвнянь (2) при управ-
лiннi ν(t) одержимо наступне рiвняння:

xj(0) = −
∫ ts

ti−1

R
(i)
j (τ)ν(τ)dτ (9)

(j = 1, 2; i = 1, 2K)

Розглядаючи дану систему управлiння, введемо обмеження на абсолютну величину
управляючої дiї, а саме на величину швидкостi повiтряного потоку:

|ν(τ)| ≤ V (10)

Для визначення областi управлiння F скористаємося визначенням опорної гiпер-
площини [8]. Гiперплощина, яка мiстить хоча б одну точку областi управлiння, на-
зивається опорною, коли область управлiння повнiстю лежить в одному з двох пiд-
просторiв, на якi ця гiперплощина дiлить простiр стану розглядуваної системи. Для
побудови областi управлiння вiзьмемо довiльний одиничний вектор I = {i1, i2} i по-
будуємо всi можливi опорнi гiперплощини для областi управлiння.
Враховуючи замкненiсть та симетричнiсть областi управлiння, таких гiперпло-

щин буде двi [8]. Кожна з цих гiперплощин дiлить простiр стану системи управлiння
на два пiдпростори, в одному з яких немає точок областi управлiння. Позначимо
через P (I, T ) ту площину, для якої одиничний вектор I направлений в напiвпростiр,
який не мiстить областi управлiння. Тодi через P (−I, T ) позначимо симетричну їй
площину. Тут T вектор T = {t0, t1, K}.
Нехай d(I, T ) — вiдстань вiд початку координат до опорних площин P (I, T ) та

P (−I, T ) в розумiннi евклiдової метрики. Приймаючи до уваги умову випуклостi
областi управлiння їй будуть належати тi i тiльки тi точки, координати яких задо-

вольняють нерiвностям

(
I, x(t)

)
має мiсце спiввiдношення:

d(I, T ) = sup
x∈F

(
I, x(t)

)
= sup

x∈F

2∑
j=1

∫ ti

ti−1

−R + j(τ)ν(τ)dτ
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Скалярний добуток

(
I, x(t)

)
досягає своєї верхньої межi на границi областi

управлiння, тобто, враховуючи (9), можемо записати:

d(I, T ) =

∫ T

0

ν(τ)
2∑

j=1

−Rj(τ)ijdτ (11)

Максимiзуючи вираз (11) при обмеженнi (10) можна одержати наступне управлi-
ння:

ν(τ) = V sgn

(
2∑

j=1

−Rj(τ)ij

)
(12)

Таким чином, враховуючи позначення (7), маємо, що знайшовши чисельним методом
значення нормальних фундаментальних розв’язкiв (2), спiввiдношення (12) дає мо-
жливiсть побудувати вектор управлiння для дослiдження областi управлiння проце-
сом охолодження цилiндричного виливка як розглядуваної структурно-неоднорiдної
технiчної системи. Для реалiзацiї пропонованого способу управлiння можливо роз-
робка i у застосування алгоритму, аналогiчного алгоритму МГОА 2 [9], який дає
можливiсть враховувати вплив цiлого ряду параметрiв процесу теплопередачi.
Отже, при формуваннi цилiндричного виливка в пiщанiй формi, точне рiшення

задачi одержання литий структури з заданими властивостями пов’язано з точнiстю
математичної моделi, яка вiдображає областi керування процесом охолодження ви-
ливка. Розглянемо технологiчнi аспекти реалiзацiї принципу векторного управлiння
на прикладi побудови технiчної системи для формоутворення цилiндричного вилив-
ка у пiщанiй формi. В нашому випадку будемо розглядати цiлiсний об’єкт як систему
п взаємозалежних теплових акумуляторiв, рисi, з температурами Ti(i = 1, . . . , n), що
обмiнюються мiж собою i навколишнiм середовищем ненульовими потоками тепла
qij (j = 0, . . . , n).
Ефективнiсть застосування цих моделей у пошуках технiчного рiшення буде зале-

жати вiд багатьох факторiв, у тому числi i вiд упровадження нових методiв i способiв
вiдбору через шар пiску теплових потокiв вiд поверхнi виливка. Теоретичний i пра-
ктичний iнтерес має дослiдження областей управлiння i розробка моделей систем
регульованого остудження цилiндричного виливка з використанням масиву даних
першої похiдної температури по площинi поверхнi (рис.2). Цьому сприяють новiтнi
досягнення в технiчнiй галузi по розробцi малоiнерцiйних iнфрачервоних сканерiв та
iншi технiчнi розробки.
Викладенi шляхи дослiдження областей управлiння процесом остудження вилив-

кiв дозволяють сформолювати принципи i можливi напрямки оптимiзацiї параметрiв
для керування якiстю литих деталей рiзного функцiонального призначення.

2МГОА - метод групового облiку аргументiв
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Рис 1. Теплофiзична схема регульованого остудження цилiндричного виливка при
дискретизацiї параметрiв по площинi поверхнi.

T1, T2, T3, ..., Ti(i = 1, ..., n) — температури дискретних площин поверхнi виливка;
q10, q20, q30, ..., qi0 — регульованi тепловi потоки з дискретних площин поверхнi;
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Рис. 2. Стiльниковий регулятор параметру першої похiдної температури.


