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Анотацiя. Дана стаття присвячена вивченню представлення чисел з вiдрiзка [0; 1]

у виглядi ряду Кантора. А саме,

x =

∞∑
n=1

εn
d1d2...dn

≡ ∆D
ε1ε2...εn...,

де (dn) —фiксована послiдовнiсть натуральних чисел, бiльших 1, εn ∈ {0, . . . , dn−1}.
Вивчаються критерiї представлення рацiональних чисел та критерiй скiнченного
представлення чисел такими рядами.

Cantor series expansion of real numbers: expansion of rational
numbers

S. Serbenuyk

Institute for Mathematics of NASU

Abstract. The article deals with investigation of expansion of real numbers from [0; 1]

by the Cantor series. That is

x =

∞∑
n=1

εn
d1d2...dn

≡ ∆D
ε1ε2...εn...,

where (dn) — fixed sequence of natural numbers, dn > 1, εn ∈ {0, 1, ..., dn− 1}. Criteria

of rational numbers expansion by the series and criterion of finite expansion of numbers

by the Cantor series are investigating.

Вступ

У 1869 роцi Георг Кантор в роботi [1] розглянув розклади чисел x ∈ [0; 1] у
знакододатнi ряди

∞∑
k=1

εk(x)

q1q2...qk
,
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де (qk) — деяка фiксована послiдовнiсть натуральних чисел, бiльших 1, та εk(x) ∈
{0, 1, ..., dn − 1}.

В [1] Кантор частково розглядає проблему представлення рацiональних чисел
такими рядами, довiвши, що для рядiв з перiодичною послiдовнiстю (qk) критерiєм
задання рацiональних чисел є перiодичнiсть послiдовностi (εk). Також Кантором було
доведено i властивiсть про те, що якщо всi члени послiдовностi (qk), починаючи з
деякого номеру дiляться на деяке число q, то в представленнi рацiональних чисел
p
q
елементи послiдовностi (εk), починаючи з деякого номеру, набувають значення

бiльшого, нiж попереднi.
Вбачаючи перспективнiсть у використаннi розкладiв чисел в ряди Кантора, якi

є узагальненням традицiйної s-кової системи числення, для вивчення функцiй, пе-
ретворень i мiр зi складною локальною структурою, доцiльно розглянути геометрiю
та метричну теорiю таких розкладiв, але в першу чергу варто знайти критерiї пред-
ставлення рацiональних чисел.

Дослiджуючи проблему представлення рацiональних чисел рядами Кантора,
можна використати пiдхiд, згiдно якого дослiджувати дану проблему для рiзних
типiв послiдовностей (qk). Наприклад, для перiодичної, обмеженої неперiодичної та
необмеженої. Цей «подiл» (qk) на послiдовностi такого виду здiйснено при вивчен-
нi критерiю рацiональностi для чисел з перiодичною послiдовнiстю цифр (εk). Як
виявилось, критерiї рацiональностi для обмеженої неперiодичної та необмеженої по-
слiдовностей (qk) є iдентичними. Це є наявним недолiком пiдходу «подiлу» (qk) на
рiзнi види i дослiдження основної задачi для кожного з них, оскiльки в результатi на
послiдовнiсть (qk) можна накладати безлiч обмежень, тим самим отримавши багато
критерiїв, частина з яких точно будуть еквiвалентними мiж собою. Тому найбiльш
рацiональним буде знаходження загального критерiю рацiональностi при довiльнiй
послiдовностi (qk), який, очевидно, при рiзних умовах, накладених на (qk), може
видозмiнюватись.

В такому разi перш за все важливо встановити критерiй так званого скiнчен-
ного представлення чисел рядами Кантора (критерiй D-рацiональностi), оскiльки,
як виявилось, iснують послiдовностi (qk), що всi рацiональнi числа мають скiнченне
представлення рядами Кантора, визначених такими послiдовностями. В [1] закладе-
но основну iдею цього критерiю, що можна легко помiтити. У моїй статтi наводиться
чiтке формулювання критерiю D-рацiональностi та мiй найбiльш спрощений варiант
його доведення.
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Виявляється, для знаходження загального критерiю рацiональностi корисним є
поняття оператора ϕ̂ зсуву цифр представлення числа рядом Кантора (квазiоперато-
ра зсуву цифр). На основi цього поняття можна чiтко довести критерiй рацiонально-
стi та описати останнiй, використовуючи як представлення, так i зображення чисел
рядами Кантора. Проте, цей критерiй можна дещо спростити задля його практич-
ного застосування. Вiдомо, якщо справедливою є умова, що зрештою bn

an−1
= const,

то число x =
∑∞

n=1
bn

a1a2...an
є рацiональним [8], а також (вступ [9]), що необхiдною та

достатньою умовою рацiональностi числа x =
∑∞

n=1
bn
n!
, |bn| < n є умова bn

n−1
= const

(iз результатiв, зазначених далi в статтi, слiдує, що для останнього ряду дану умову
у випадку bn ∈ {0, 1, ..., n− 1} задовольняють лише D-рацiональнi числа).

У данiй статтi розглядається представлення x =
∞∑
n=1

εn
d1d2...dn

, εn ∈ {0, 1, ..., dn− 1}.

Умова εn
dn−1

= const вiдiграє важливу роль при проведеннi дослiджень, але основна
увага придiляється розгляду умов ϕ̂n(x) = ϕ̂n+c(x), ϕ̂n(x) = x та визначенню законо-
мiрностi для обчислення значень εn в представленнi таких чисел x, що задовольняють
останню умову, i застосуванню отриманих результатiв для формулювання критерiю
рацiональностi.

1. Означення та приклади рядiв Кантора

Нехай маємо деяку фiксовану послiдовнiсть (dn) натуральних чисел, бiльших оди-
ницi, та послiдовнiсть множин (An), де An ≡ {0, 1, ..., dn − 1}.

Означення 1. Числовим знакододатним рядом Кантора (далi: рядом Кантора)
називається вираз виду

ε1

d1

+
ε2

d1d2

+ ...+
εn

d1d2...dn
+ ..., де εn ∈ An ∀n ∈ N. (1)

Число dn називатимемо n-тим елементом, а число εn — n-тою цифрою суми
ряду ( 1).

Факт представлення числа x ∈ [0, 1] у виглядi розкладу (1)

x =
ε1

d1

+
ε2

d1d2

+ ...+
εn

d1d2...dn
+ ...

позначається ∆D
ε1ε2...εn...

i таке позначення називається зображенням числа x рядом
Кантора.

Число, яке має зображення рядом Кантора ∆D
ε1ε2...εn−1[εn−1][dn+1−1][dn+2−1]..., εn 6= 0,

називається квазiперiодичним з квазiперiодом [dn − 1].

Означення 2. Числа, зображення яких рядом Кантора мiстять перiод (0), нази-
ваються D-рацiональними числами. Загалом, D-рацiональнi числа мають два пред-
ставлення рядом Кантора (перiодом (0) та квазiперiодом [dn − 1]).
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Якщо послiдовнiсть (dn) елементiв ряду Кантора є сталою, то ряд (1) набуває
вигляду s-кового представлення дiйсних чисел.

Прикладами рядiв Кантора є наступнi ряди:

(1)
∞∑
n=1

εn
(n+ 1)!

— факторiальний ряд Кантора;

(2)
∞∑
n=1

εn
p1p2...pn

, де pn ∈ P, Р — множина простих чисел;

(3)
∞∑
n=1

εn
2 · 4 · 6 · ... · 2n

;

(4)
∞∑
n=1

εn
3 · 5 · 7 · ... · (2n+ 1)

.

З того, що кожен з можливих рядiв Кантора визначається нескiнченною послi-
довнiстю натуральних чисел, слiдує континуальнiсть множини рядiв Кантора.

2. Критерiй D-рацiональностi

Теорема 1. Рацiональне число p
q
∈ (0, 1) є D-рацiональним тодi i тiльки тодi,

коли iснує такий номер n0, що d1d2...dn0 ≡ 0(mod q).

Остання теорема, очевидно, слiдує з двох наступних теорем.

Теорема 2. Якщо число p
q
∈ (0, 1) є D-рацiональним, то iснує такий номер n0,

що d1d2...dn0 ≡ 0(mod q).

Доведення. Справдi, нехай
p

q
=
ε1

d1

+
ε2

d1d2

+ ...+
εn−1

d1d2...dn−1

+
εn

d1d2...dn−1dn
+

0

d1d2...dndn+1

+
0

d1d2...dndn+1dn+2

+ ...,

p

q
=
ε1d2d3...dn + ε2d3...dn + ...+ εn−1dn + εn

d1d2...dn
,

pd1d2...dn = qεn + q(ε1d2d3...dn + ε2d3...dn + ...+ εn−1dn),

εn =
pd1d2...dn − q(ε1d2d3...dn + ε2d3...dn + ...+ εn−1dn)

q
.

Оскiльки в останнiй рiвностi εn є натуральним числом, то вираз в правiй
частинi також є натуральним числом. Враховуючи, що (p, q) = 1, отримаємо
d1d2...dn ≡ 0(mod q). �



РЯДИ КАНТОРА 257

Теорема 3. Якщо iснує такий номер n0, що d1d2...dn0 ≡ 0(mod q) в представ-
леннi числа p

q
∈ (0, 1) рядом Кантора (1), то число p

q
є D-рацiональним.

Доведення. Нехай (p, q) = 1, p < q, iснує такий номер n0, що d1d2...dn0 ≡
0(mod q) та

p

q
=
ε1

d1

+
ε2

d1d2

+ ...+
εn0

d1d2...dn0

+
εn0+1

d1d2...dn0dn0+1

+ ... =

n0∑
k=1

εk
d1d2...dk

+ rn0 ,

де rn0 = 1
d1d2...dn0

(
εn0+1

dn0+1
+

εn0+2

dn0+1dn0+2
+ ...

)
— залишок ряду.

p

q
=
ε1d2...dn0 + ...+ εn0

d1d2...dn0

+ rn0

Позначивши φ =
d1d2...dn0

q
∈ N (за умовою) , отримаємо

pφ = (ε1d2...dn0 + ...+ εn0) + d1d2...dn0rn0 .

Оскiльки у лiвiй частинi останньої рiвностi знаходиться натуральне число, то й
в правiй також натуральне. Звiдси слiдує, що d1d2...dn0rn0 = 0 або d1d2...dn0rn0 = 1.
Що й потрiбно було довести. �

Зауваження 1. Остання теорема була сформульована ще Кантором [1], однак
у неї було дещо iнше формулювання та бiльш громiздке доведення.

3. Критерiї рацiональностi

Означення 3. Оператором зсуву цифр (або квазiоператором зсуву цифр) пред-
ставлення (1) називається вiдображення ϕ̂ таке, що для x = ∆D

ε1ε2...εn...
справедливою

є рiвнiсть:

ϕ̂(x) =
∞∑
n=2

εn
d2d3...dn

.

Перейдемо до доведення основних тверджень.
Нехай маємо послiдовнiсть (ϕ̂n(x)), породжену оператором зсуву цифр представ-

лення (1) числа x:
ϕ̂0(x) = x,

ϕ̂(x) = d1x− ε1,

ϕ̂2(x) = d2ϕ̂(x)− ε2 = d1d2x− d2ε1 − ε2,

................................

ϕ̂n(x) = dnϕ̂
n−1(x)− εn = x

n∏
j=1

dj −

(
n−1∑
i=1

εidi+1di+2...dn

)
− εn,

................................
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Очевидним є той факт, що

ϕ̂n(x) ≡

(
n∏
j=1

dj

)
·∆D

0...0︸︷︷︸
n

εn+1εn+2εn+3...
, (2)

звiдки слiдує

x =
n∑
j=1

εj
d1d2...dj

+
1

d1d2...dn
ϕ̂n(x). (3)

Нехай Q 3 x = a
b
, a < b та (a, b) = 1. Тодi для довiльного n ∈ N з (3) випливає

рiвнiсть:

ϕ̂n(x) =
ad1d2...dn − b(ε1d2d3...dn + ε2d3...dn + ...+ εn−1dn + εn)

b
=
an
b
. (4)

Оскiльки при n → ∞, 0 ≤ an
b
≤ 1 з того, що b = const слiдує an ∈ {0, 1, 2, ..., b − 1},

а отже iснує таке c ∈ N, що an = an+c. Мало того, iснує пiдпослiдовнiсть (nm) послi-
довностi натуральних чисел, що anm = const для всiх m ∈ N.

Таким чином, доведено наступне твердження.

Лема 1. Якщо x ∈ Q, то iснують такi n ∈ Z+ i c ∈ N, що ϕ̂n(x) = ϕ̂n+c(x).

Перевiримо справедливiсть оберненого твердження. Справдi, якщо iснують такi
n ∈ Z+ i c ∈ N, що ϕ̂n(x) = ϕ̂n+c(x), тодi з (2)

x

(
n+c∏

k=n+1

dk − 1

)
=

(
n+c∏

k=n+1

dk

)
·
n+c∑
i=1

εi
d1d2...di

−
n∑
j=1

εj
d1d2...dj

,

x ≡ ∆D
ε1ε2...εn(0) +

dn+1...dn+c

dn+1...dn+c − 1
∆D

0...0︸︷︷︸
n

εn+1εn+2...εn+c(0)
.

Отже, з врахуванням (3) справедливим є твердження:

Лема 2. Якщо iснують такi n ∈ Z+ i c ∈ N, що ϕ̂n(x) = ϕ̂n+c(x), то x ∈ Q i
справедливою є наступна рiвнiсть:

ϕ̂n(x) ≡ d1d2...dndn+1...dn+c

dn+1...dn+c − 1
∆D

0...0︸︷︷︸
n

εn+1εn+2...εn+c(0)
.

З останнiх двох лем слiдує твердження наступної теореми.

Теорема 4. Число x є рацiональним тодi i тiльки тодi, коли iснують n ∈ Z+ i
c ∈ N такi, що ϕ̂n(x) = ϕ̂n+c(x).

Теорема 5. Число x = ∆D
ε1ε2...εn...

є рацiональним тодi i тiльки тодi, коли iсну-
ють n ∈ Z+ i c ∈ N такi, що

∆D
0...0︸︷︷︸
n

εn+1εn+2εn+3...
= dn+1...dn+c∆

D
0...0︸︷︷︸
n+c

εn+c+1εn+c+2εn+c+3...
.
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Твердження теорем 4 i 5 є еквiвалентними.
Таким чином, критерiєм рацiональностi представлення дiйсних чисел x ∈ [0; 1]

рядами Кантора є умова: ϕ̂n(x) = ϕ̂n+c(x), де n ∈ Z+ i c ∈ N. Розглянемо самий
простий випадок, коли c = const = 1 i n = 0, 1, 2, .... Тобто, коли для довiльного
n ∈ Z+ ϕ̂n(x) = const. Такi числа, вiдмiннi вiд 0 та 1, справдi iснують. Наприклад,

x =
1

3
+

2

3 · 5
+

3

3 · 5 · 7
+ ...+

n

3 · 5 · ... · (2n+ 1)
+ ... = ϕ̂n(x) =

1

2
.

Знайдемо критерiї виконання умови ϕ̂n(x) = const.

Лема 3. Якщо ϕ̂n(x) = x для всiх n ∈ N, то
εn

dn − 1
= const = x.

Доведення. Якщо ϕ̂n(x) = ϕ̂n+1(x) = const, тодi

ϕ̂n(x) = dn+1ϕ̂
n(x)− εn+1,

звiдки
ϕ̂n(x) =

εn+1

dn+1 − 1
= const, тобто (5)

x =
ε1

d1 − 1
=
ε1

d2

+
ε2

d1(d2 − 1)
=
ε1

d1

+
ε2

d1d2

+
ε3

d1d2(d3 − 1)
= . . . =

=
n−1∑
i=1

εi
d1...di

+
εn

d1...dn−1(dn − 1)
= ....

�

Зауваження 2. Якщо ϕ̂n(x) = const для всiх n ≥ n0, де n0 — фiксоване додатне
цiле число, то з (3) випливає, що умова εn

dn−1
= const є справедливою для всiх n > n0

та

x =

n0∑
i=1

εi
d1d2...di

+
1

d1d2...dn0

· εn0+1

dn0+1 − 1
.

Лема 4. Нехай Z+ 3 n0 — фiксоване число. Умова ϕ̂n(x) = const є справедливою
для всiх n ≥ n0 тодi i тiльки тодi, коли εn

dn−1
= const для всiх n > n0.

Доведення. Необхiднiсть випливає з останньої леми.
Достатнiсть. Нехай для всiх n > n0

const = p =
εn

dn − 1
=

εn+1

dn+1 − 1
= ... =

εn+i

dn+i − 1
= ....

Скориставшись рiвнiстю
εn
dn

=
εn

dn − 1
− εn
dn(dn − 1)

,
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отримаємо

ϕ̂n(x) =
∞∑

i=n+1

εi
dn+1...di

=

(
εn+1

dn+1 − 1
− εn+1

dn+1(dn+1 − 1)

)
+

+
∞∑
i=1

[(
n+i∏

j=n+1

1

dj

)(
εn+i+1

dn+i+1 − 1
− εn+i+1

dn+i+1(dn+i+1 − 1)

)]
=

= p

(
1− 1

dn+1

)
+ p

∞∑
i=1

[(
1− 1

dn+i+1

)( n+i∏
j=n+1

1

dj

)]
= p.

�

Природнiм є наступне твердження.

Наслiдок 1. Множина чисел, для представлення яких рядом Кантора (1) спра-
ведливою є умова

ϕ̂n(x) = x ∀n ∈ N,

є скiнченною множиною порядку minn dn, причому

x =
ε

d− 1
, де d = min

n
dn та ε ∈ {0, 1, ..., d− 1}.

При дослiдженнi критерiю рацiональностi важливою є задача обчислення значень
елементiв послiдовностi (εn) рацiонального числа x = ∆D

ε1ε2...εn...
. Виявляється, цi

значення просто визначити для випадку ϕ̂n(x) = x, n = 1, 2, ....

Лема 5. Нехай d = minn dn та {0, 1, ..., d− 1} 3 ε — фiксоване число.
ϕ̂n(x) = x = ε

d−1
тодi i тiльки тодi, коли для представлення числа x рядом

Кантора (1) справедливою є умова:

Z+ 3 εn =
dn − 1

d− 1
ε

для всiх n ∈ N.

Доведення. Необхiднiсть випливає з наслiдку 1 та рiвностi (5).
Достатнiсть. Справдi, нехай εn = dn−1

d−1
ε, тодi

x =
∞∑
n=1

dn−1
d−1

ε

d1d2...dn
=

ε

d− 1

∞∑
n=1

dn − 1

d1d2...dn
=

ε

d− 1
.

�

Наслiдок 2. Нехай n0 — фiксоване цiле додатне число та

d0 = min
n>n0

dn, ε0 — чисельник звичайного дробу
εn0+k

d1d2...dn0dn0+1...dn0+k

в розкладi (1)

числа x за умови, що dn0+k = d0.
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ϕ̂n(x) = const для всiх n ≥ n0 тодi i тiльки тодi, коли для кожного n > n0

справджується умова:

Z+ 3 εn =
dn − 1

d0 − 1
ε0

в представленнi (1) числа x.

Повернiмось тепер до рiвностей (4). Зокрема, до iснування послiдовностi (nm) та-
кої, що anm = const в цих рiвностях. Нехай в представленнi (1) числа Q 3 x ∈ [0; 1]

iснує послiдовнiсть (nm), що ϕ̂nm(x) = const. Останню умову можна записати наступ-
ним чином:

const =
∞∑

i=n1+1

εi
dn1+1...di

=
∞∑

i=n2+1

εi
dn2+1...di

= ... =
∞∑

i=nm+1

εi
dnm+1...di

= ....

Очевидно, можливо звести ряд Кантора (1) до ряду Кантора, для якого умова
ϕ̂nm(x) = const еквiвалентна умовi ϕ̂k(x) = const, k = 0, 1, 2, .... Тобто,

x =
∞∑
n=1

εn
d1d2...dn

=

n1∑
j=1

εj
d1d2...dj

+
1

d1...dn1

x
′
,

x
′
=

∞∑
m=1

εnm+1dnm+2dnm+3...dnm+1 + εnm+2dnm+3...dnm+1 + ...+ εnm+1−1dnm+1 + εnm+1

(dn1+1...dn2)(dn2+1...dn3)...(dnm+1...dnm+1)
.

(6)
Саме для ряду Кантора (6) i є справедливою умова ϕ̂m(x

′
) = const дляm = 0, 1, ....

Пiдсумовуючи наведенi вище результати, отримаємо твердження.

Теорема 6. Число x, представлене у виглядi розкладу в ряд Кантора (1), є ра-
цiональним тодi i тiльки тодi, коли iснує пiдпослiдовнiсть (nm) послiдовностi на-
туральних чисел така, що для всiх m = 1, 2, ..., виконуються умови:

• σm
δm

=
εnm+1dnm+2...dnm+1+εnm+2dnm+3...dnm+1+...+εnm+1−1dnm+1+εnm+1

dnm+1dnm+2...dnm+1−1
= const;

• σm = δm
δ
σ, де δ = minm∈N δm та σ — число в чисельнику звичайного дробу iз

нескiнченної суми (6), знаменник якого дорiвнює (δ1 + 1)(δ2 + 1)...(δ + 1).

Можна сформулювати бiльш простiший критерiй рацiональностi. Нехай iснують
такi n ∈ Z+ та n ∈ N, що справедливою є теорема 4. Тодi

x =
∞∑
k=1

εk
d1d2...dk

=

=
n∑
i=1

εi
d1d2...di

+

(
εn+1

d1d2...dndn+1

+ ...+
εn+c

d1d2...dndn+1...dn+c

)
+
∞∑
j=1

εn+c+j

d1d2...dn+c+j

=

=
n∑
i=1

εi
d1d2...di

+
εn+1dn+2...dn+c + ...+ εn+c−1dn+c + εn+c

d1d2...dn(dn+1dn+2...dn+c)
+
∞∑
j=1

εn+c+j

d1d2...dn+c+j

.
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Для заданого початкового ряду справджується ϕ̂n(x) = ϕ̂n+c(x), в той час як для
ряду, записаному в останньому рядку, справедливою є умова ϕ̂n(x) = ϕ̂n+1(x). З
останньої умови слiдує, що

ϕ̂n(x) =
εn+1dn+2...dn+c + εn+2dn+3...dn+c + ...+ εn+c−1dn+c + εn+c

dn+1dn+2...dn+c − 1
.

А отже, справедливим є твердження наступної теореми.

Теорема 7. Число x, представлене рядом ( 1), є рацiональним тодi i тiльки
тодi, коли iснують такi числа n ∈ Z+ i c ∈ N, що справедливою є умова

d1d2...dn(dn+1dn+2...dn+c − 1)
... b, де x =

a

b
.

4. Критерiй зображення рацiональних чисел рядом Кантора з
перiодичною послiдовнiстю цифр (εn) та обмеженою неперiодичною

послiдовнiстю елементiв (dn)

Дослiдимо, як видозмiнюються загальнi критерiї рацiональностi при деяких умо-
вах, що накладаються на послiдовностi (dn) та (εn).

Нехай s — фiксоване натуральне число, бiльше 2, A = {0, 1, ..., s − 1} — алфавiт
s-кової системи числення,

A0 ≡ A \ {0} ≡ {1, 2, ..., s− 1 },

L ≡ (A0)∞ ≡ (A0)×(A0)×(A0)×....— простiр одностороннiх послiдовностей елементiв
множини A0.

Розглянемо множину S:

S ≡

{
x : x =

∞∑
n=1

αn
sα1+α2+...+αn

, (αn) ∈ L

}
, (7)

властивостi якої були уже вивченi [6].
Виберемо довiльне число x

′ з множини S. Таким чином, ми зафiксуємо послi-
довнiсть (dn) ≡ (sαn). Замiнимо всi значення в чисельниках αn на εn, де εn ∈
{0, 1, ..., sαn − 1} ∀n ∈ N.

В результатi отримаємо представлення чисел з вiдрiзка [0, 1] рядом Кантора виду

x =
∞∑
n=1

εn
sα1+α2+...+αn

(8)

з обмеженою послiдовнiстю елементiв.
Нехай послiдовнiсть (εn), починаючи з деякого номера n, є перiодичною з перiо-

дом (εn+1εn+2...εn+t). Тобто

x0 = gn +
1

sα1+α2+...+αn
(
εn+1

sαn+1
+

εn+2

sαn+1+αn+2
+ ...+

εn+t

sαn+1+αn+2+...+αn+t
+
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+
εn+1

sαn+1+αn+2+...+αn+t+1
+

εn+2

sαn+1+...+αn+t+2
+ ...+

εn+t

sαn+1+...+αn+2t
+ ...+

εn+j

sαn+1+...+αn+kt+j
+ ...),

де j = 1, t та k = 0, 1, ...,

gn =
n∑
i=1

εi
sα1+α2+...+αi

.

Звiдси, згрупувавши по j елементи останнього ряду i домноживши залишок ряду
на sα1+...+αn , отримаємо

sα1+...+αnrn =
( εn+1

sαn+1
+

εn+1

sαn+1+αn+2+...+αn+t+1
+ ...+

εn+1

sαn+1+αn+2+...+αn+kt+1
+ ...

)
+

+
( εn+2

sαn+1+αn+2
+

εn+2

sαn+1+αn+2+...+αn+t+2
+ ...+

εn+2

sαn+1+αn+2+...+αn+kt+2
+ ...

)
+ ...+

+
( εn+j

sαn+1+...+αn+j
+

εn+j

sαn+1+αn+2+...+αn+t+j
+ ...+

εn+j

sαn+1+αn+2+...+αn+kt+j
+ ...

)
+ ...+

+
( εn+t

sαn+1+...+αn+t
+

εn+t

sαn+1+αn+2+...+αn+2t
+ ...+

εn+t

sαn+1+αn+2+...+αn+(k+1)t
+ ...

)
.

Таким чином, кожна iз сум в дужках (якщо винести за дужки εn+j) є s-ковим
рядом. Перейдемо до вiдповiдних s-кових зображень, винiсши iз s-кових сум множник
εn+j.

sα1+...+αnrn ≡

≡ εn+1∆s
00000...0︸ ︷︷ ︸
αn+1 − 1

1 0000000000000000...0︸ ︷︷ ︸
αn+2 + ...+ αn+t+1 − 1

1... 0000000000000000000...0︸ ︷︷ ︸
αn+kt+2 + ...+ αn+(k+1)t+1 − 1

1...
+

+εn+2∆s
000000000000...0︸ ︷︷ ︸
αn+1 + αn+2 − 1

1 0000000000000000...0︸ ︷︷ ︸
αn+3 + ...+ αn+t+2 − 1

1... 0000000000000000000...0︸ ︷︷ ︸
αn+kt+3 + ...+ αn+(k+1)t+2 − 1

1...
+

+...+ εn+j∆
s

000000000000...0︸ ︷︷ ︸
αn+1 + ...+ αn+j − 1

1... 0000000000000000000...0︸ ︷︷ ︸
αn+kt+j+1 + ...+ αn+(k+1)t+j − 1

1...
+

+...+ εn+t∆
s

000000000000...0︸ ︷︷ ︸
αn+1 + ...+ αn+t − 1

1... 0000000000000000000...0︸ ︷︷ ︸
αn+kt+1 + ...+ αn+(k+1)t − 1

1...
.

Оскiльки число

x0 =
n∑
i=1

εi
sα1+α2+...+αi

+ rn

рацiональне тодi i тiльки тодi, коли rn буде рацiональним числом, тому задача про
критерiй рацiональностi числа x0 зводиться до задачi про критерiй рацiональностi
чисел виду

x∗j = ∆s
000000000000...0︸ ︷︷ ︸

αn+1 + ...+ αn+j − 1

1... 0000000000000000000...0︸ ︷︷ ︸
αn+kt+j+1 + ...+ αn+(k+1)t+j − 1

1...
, (9)



264 С. О. Сербенюк

де
x∗j ≡ ∆

(S(s,0))

000...0︸ ︷︷ ︸
j − 1

1.000...0︸ ︷︷ ︸
t− 1

1...000...0︸ ︷︷ ︸
t− 1

1...
,

при позначеннi ∆
(S(s,0))
ε1ε2... зображення числа рядом Кантора (8).

Для спрощення мiркувань, вважатимемо, що перiод починається цифрою 0 ( в
s-ковому зображеннi числа x∗j). Очевидно, що в s-ковому зображеннi числа x∗j перiод
може починатися пiсля kj-ї цифри 1 (kj — фiксоване число i залежить лише вiд x∗j).
Слiд зазначити, що в s-ковому зображеннi числа x∗j kj-та цифра 1 знаходиться на
позицiї:

αn+1 + αn+2 + ...+ αn+j + ...+ αn+(kj−1)t+j.

Спочатку розглянемо лише випадок, коли всi числа x∗j мають в s-ковому зобра-
женнi в перiодi лише одну цифру 1. Тодi для всiх натуральних чисел k ≥ kj вико-
нується умова (умова сталої кiлькостi цифр 0 у перiодi):

αn+(k−1)t+j+1 + ...+ αn+kt+j = Aj = const для j = 1, t, k ∈ Z+.

Вибравши k0 таким чином, щоб

k0 = max
j=1,t
{k(j)},

та з критерiю рацiональностi чисел, якi представленi в s-ковiй СЧ i, вважаючи, що
числа x∗j є рацiональними, отримаємо систему t рiвнянь з 2t− 1 невiдомими:

αn+kt+2 + ...+ αn+(k+1)t+1 = A1,

αn+kt+3 + ...+ αn+(k+1)t+2 = A2,

αn+kt+4 + ...+ αn+(k+1)t+3 = A3,

.....................................

αn+kt+j+1 + ...+ αn+(k+1)t+j = Aj,

......................................

αn+kt+1 + ...+ αn+(k+1)t = At,

(10)

де k = k0 − 1, k0, k0 + 1, ....

Перейдемо до розгляду випадку, коли всi числа x∗j мають в s-ковому зображеннi
в перiодi довiльне число цифр 1.

Нехай в перiодi числа x∗j мiститься ωj цифр 1 та ξj цифр 1 мiститься в неперiо-
дичнiй частинi s-кового зображення цього числа.

В такому випадку, спiльний для всiх j = 1, t порядковий номер k0 цифри 1, од-
разу пiсля якої починається перiод в s-ковому зображеннi числа (9), є довiльним



РЯДИ КАНТОРА 265

розв’язком системи конгруенцiй:

k0 ≡ ξj(mod ωj), j = 1, t.

Тодi, для всiх де k = k0 − 1, k0, k0 + 1, ..., отримаємо систему умов, аналогiчну
системi умов (10):

[αn+kt+j+1 + ...+ αn+(k+1)t+j] + [αn+(k+1)t+j+1 + ...+ αn+(k+2)t+j] + ...+

+[αn+(k+ωj−1)t+j+1 + ...+ αn+(k+ωj)t+j]− ωj = Bj = const, j = 1, t,

оскiльки перiод в s-ковому зображення числа x∗j матиме вигляд :

( 0000000000000000000...0︸ ︷︷ ︸
αn+kt+j+1 + ...+ αn+(k+1)t+j − 1

1... 0000000000000000000...0︸ ︷︷ ︸
αn+(k+ωj−1)t+j+1 + ...+ αn+(k+ωj)t+j − 1

1).

Останню систему умов можна, очевидно, записати наступним чином:

ω1∑
i=1

(αn+(k+i−1)t+2 + ...+ αn+(k+i)t+1) = B1 = const,

ω2∑
i=1

(αn+(k+i−1)t+3 + ...+ αn+(k+i)t+2) = B2 = const,

.....................................

ωj∑
i=1

(αn+(k+i−1)t+j+1 + ...+ αn+(k+i)t+j) = Bj = const,

......................................

ωt∑
i=1

(αn+(k+i)t+1 + ...+ αn+(k+i+1)t) = Bt = const,

де n ∈ N, k = k0 − 1, k0, k0 + 1, ....
Таким чином, сформулюємо теорему.

Теорема 8. Нехай число x0 ∈ (0; 1) в представленнi рядом Кантора ( 8) з обме-
женою послiдовнiстю елементiв є перiодичним з перiодом (εn+1εn+2...εn+t) (вiдмiн-
ним вiд перiоду (0)).

Число x0 є рацiональним тодi i тiльки тодi, коли перiод (εn+1εn+2...εn+t) є та-
ким, що для деякого n ∈ N та для всiх k ≥ k0 − 1 ∈ N для вiдмiнних вiд цифри 0

цифр з (εn+1εn+2...εn+t) iснують вiдповiдно числа ω1, ω2, ..., ωj (j ≤ t, j визначається
кiлькiстю позицiй в перiодi, на яких знаходяться вiдмiннi вiд цифри 0 цифри), що
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виконується система умов:

ω1∑
i=1

(αn+(k+i−1)t+2 + ...+ αn+(k+i)t+1) = const,

ω2∑
i=1

(αn+(k+i−1)t+3 + ...+ αn+(k+i)t+2) = const,

.....................................

ωj∑
i=1

(αn+(k+i−1)t+j+1 + ...+ αn+(k+i)t+j) = const,

де k0 — фiксоване натуральне число.

Останнi теореми легко узагальнити на весь клас рядiв Кантора з обмеженою
послiдовнiстю елементiв.

Справдi, оскiльки dn ≡ sαn , то з того, що logs dn ≡ logs s
αn = αn випливає, що

const =
∑
n

αn ⇔
∑
n

logs dn = logs
∏
n

dn = const.

Тобто ∑
n

αn = const⇔
∏
n

dn = const.

Формулювання теореми 8 буде наступним.

Теорема 9. Нехай число x0 ∈ (0; 1) в представленнi рядом Кантора ( 1) з обме-
женою послiдовнiстю елементiв є перiодичним з перiодом (εn+1εn+2...εn+t) (вiдмiн-
ним вiд перiоду (0)).

Число x0 є рацiональним тодi i тiльки тодi, коли перiод (εn+1εn+2...εn+t) є та-
ким, що для деякого n ∈ N та для всiх k ≥ k0 − 1 ∈ N для вiдмiнних вiд цифри 0

цифр з (εn+1εn+2...εn+t) iснують вiдповiдно числа ω1, ω2, ..., ωj (j ≤ t, j визначається
кiлькiстю позицiй в перiодi, на яких знаходяться вiдмiннi вiд цифри 0 цифри), що
виконується система умов:

ω1∏
i=1

(dn+(k+i−1)t+2 · ... · dn+(k+i)t+1) = const,

ω2∏
i=1

(dn+(k+i−1)t+3 · ... · dn+(k+i)t+2) = const,

.....................................

ωj∏
i=1

(dn+(k+i−1)t+j+1 · ... · dn+(k+i)t+j) = const,

де k0 — фiксоване натуральне число.
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Очевидно, що подiбним чином можна сформулювати критерiй задання рацiональ-
ного числа рядом Кантора з перiодичною послiдовнiстю цифр (εn) та необмеженою
монотонно неспадною послiдовнiстю елементiв (dn) на основi використання s-кового
представлення чи представлення чисел рядами Енгеля [3], [4].
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