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Одна сiм’я неперервних нiде не монотонних
функцiй з фрактальними властивостями

М. В. Працьовитий, Н. А. Василенко
НПУ iменi М. П. Драгоманова, Iнститут математики НАН України

Анотацiя. У роботi в термiнах Q∗-зображення дробової частини дiйсного числа,
яке є узагальненням s-кового розкладу, означується континуальна сiм’я нiде не мо-
нотонних неперервних на [0, 1] функцiй. Описано властивостi їх рiвнiв, самоафiннi
властивостi графiкiв, вивчаються диференцiальнi та iнтегральнi властивостi.

The family of nowhere monotonic continuous functions

M. Pratsiovytyi, N. Vasylenko

National Pedagogical Dragomanov University, Institute for Mathematics of NASU

Abstract. In the paper, continuum family of nowhere monotonic continuous on [0, 1]

functions is defined in terms of Q∗-expansion of fractional part of real number. Q∗-

representation is a generalization of s-adic expansion. We describe properties of level

sets of these functions, self-affine properties of their graphs and study differential and

integral properties.

Вступ

Бiльшiсть (в топологiчному розумiннi) неперервних на вiдрiзку [0, 1] функцiй ма-
ють неоднорiднi локальнi властивостi i навiть всюди щiльну множину особливостей
(до таких, зокрема, вiдносяться нiде не монотоннi, звивистi та нiде не диференцiйов-
нi функцiї). Свiдченням цього є вiдома теорема Банаха–Мазуркевич [30], яка ствер-
джує, що в просторi C[0,1] сiм’я неперервних недиференцiйовних функцiй є множи-
ною другої категорiї Бера. Клас описаних i детально вивчених недиференцiйовних
функцiй поки що не дуже великий, хоча в останнi десятилiття ведуться iнтенсивнi
дослiдження вiдомих i нових нiде не монотонних та недиференцiйовних функцiй [9].
Одним з простих прикладiв є недиференцiйовна функцiя, яка вивчалася в роботi [13]:
аргумент функцiї подається у виглядi трiйкового зображення
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, αk ∈ {0, 1, 2},
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а значення функцiї має форму двiйкового зображення

f(x) =
β1

2
+
β2

22
+ . . .+

βk
2k

+ . . . ≡ ∆2
β1β2...βk...

, де βk ∈ {0, 1},

β1 =

{
0, якщо α1 = 0,

1, якщо α1 6= 0;
βk =

{
βk−1, якщо αk = αk−1,

1− βk−1, якщо αk 6= αk−1,

i яка, як виявилось нещодавно, вперше розглядалась у роботi [5]. «Майже» така ж
функцiя, за умов коли β1 = 1, дослiджувалася в роботi [4]. Цi функцiї фiгурува-
ли i в iнших роботах, в яких вивчалися фрактальнi властивостi спецiальним чином
визначених дiйсних функцiй [10], фрактальнi властивостi множини рiвнiв функцiї
[13], фрактальнi та диференцiальнi властивостi класу неперервних недиференцiйов-
них функцiй, побудованого з використанням Q-зображення аргументу [14], дослiд-
жувалися самоафiннi властивостi графiкiв та iнтегральнi властивостi функцiї [6],
iнварiантнi точки вiдображення [8].

У данiй роботi ми будуємо сiм’ю функцiй шляхом узагальнень двiйкового та трiй-
кового зображень чисел до Q-зображення та Q∗-зображення. В результатi отримуєть-
ся континуальна сiм’я функцiй, залежних вiд скiнченної та нескiнченної кiлькостi
параметрiв вiдповiдно. Стосовно них ставляться як традицiйнi, так i новi задачi.

1. Q∗-представлення та Q∗-зображення дiйсних чисел

Нехай 1 < s — фiксоване натуральне число, As = {0, 1, . . . , s − 1} — алфавiт
s-кової системи числення, Q∗ = ||qij|| — нескiнченна матриця з властивостями:

qij > 0, q0j + q1j + . . .+ q[s−1]j = 1,

∞∏
j=1

max{q0j, . . . , q[s−1]j} = 0.
(1)

Теорема 1. [12] Для довiльного x ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть (αk) така, що:

x = βα11 +
∞∑
k=2

(βαkk

k−1∏
j=1

qαjj) ≡ ∆Q∗

α1α2...αk...
, αk ∈ As, (2)

де β0j = 0, βij =
i−1∑
k=0

qkj, i ∈ As, j ∈ N.

Подання числа x у виглядi (1) називають його Q∗-представленням, а його сим-
волiчний запис ∆Q∗

α1α2...αk...
називають Q∗-зображенням. При цьому αj називається

j-им Q∗-символом (знаком) зображення (1) даного числа x. Якщо Q∗-зображення є
перiодичним, то його перiод будемо записувати у круглих дужках.
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Взагалi кажучи, поняття j-го Q∗-символом числа x не є коректно означеним,
оскiльки деякi числа мають два Q∗-зображення. Це числа виду

∆Q∗

α1α2...αk−1αk(0) = ∆Q∗

α1α2...αk−1[αk−1](s−1).

Їх називають Q∗-рацiональними. Всi iншi числа, що не мiстять перiод (0) або (s− 1),
мають єдине Q∗-зображення i їх називають Q∗-iррацiональними. Нагадаємо означен-
ня важливого для подальшого поняття цилiндра.

Нехай (c1, c2, . . . , cm) — фiксований набiр символiв з алфавiту As. Цилiндром
рангу m з основою c1c2 . . . cm називають множину чисел x ∈ [0, 1], якi мають Q∗-
зображення ∆Q∗

α1α2...αm...
таке, що αj(x) = cj, j = 1,m.

Цилiндри мають наступнi властивостi:
1) Цилiндр ∆Q∗

c1c2...cm
є вiдрiзком з кiнцями

a = ∆Q∗

c1c2...cm(0) = βc11 +
m∑
k=2

(βckk

k−1∏
j=1

qcjj), b = ∆Q∗

c1c2...cm(s−1) = a+
m∏
i=1

qcii;

2) ∆Q∗
c1...cm

=
s−1⋃
i=0

∆Q∗

c1...cm i;

3) |∆Q∗
c1...cm

| =
m∏
i=1

qcii;

4) max ∆Q∗

c1c2...cmi
= min ∆Q∗

c1c2...cm[i+1], i = 0, s− 2;
5) для довiльної послiдовностi (cm), cm ∈ A3 перерiз

∞⋂
m=1

∆Q∗

c1...cm
= x ≡ ∆Q∗

c1...cm...
є точкою вiдрiзка [0, 1].

Якщо для всiх i ∈ As i j ∈ N виконується qij = qi, тобто всi стовпцi матрицi ||qij||
однаковi, то Q∗-зображення називається Q-зображенням, якщо ж при цьому qi = 1

s
,

для всiх i ∈ As, то Q-зображення є звичайним s-ковим зображенням.
Q∗-зображення дiйсних чисел допомагають формально просто задавати широкi

класи множин, функцiй, ймовiрнiсних мiр зi складними локальними властивостя-
ми. Вони є зручним апаратом для задання та дослiдження математичних об’єктiв з
фрактальними властивостями.

2. Об’єкт дослiдження

Нехай Q∗3 та Q∗2 — заданi стохастичнi матрицi, якi задовольняють умовам (1).
Матрицю, яка визначає останнє зображення позначимо через G∗2 = ||gij||.

Розглядається функцiя y = f(x), аргумент якої має Q∗3-зображення

x = ∆Q∗3
α1α2...αk...

≡ ϕα11 +
∞∑
i=2

(
ϕαii

i−1∏
j=1

qαjj

)
, αk ∈ A3,
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де ϕ0j = 0, ϕij =
i−1∑
k=0

qkj, i ∈ A3, а значення функцiї має G∗2-зображення

f(x) = ∆
G∗2
β1β2...βk...

≡ ψβ11 +
∞∑
i=2

(
ψβii

i−1∏
j=1

gβjj

)
, βk ∈ A2,

де ψ0j = 0, ψ1j = g0j, причому

β1 =

{
0, якщо α1 = 0,

1, якщо α1 6= 0;
βk =

{
βk−1, якщо αk = αk−1,

1− βk−1, якщо αk 6= αk−1.
(3)

Формули (3) можна записати в iншому (еквiвалентному) виглядi

βk =


0, якщо

[
α1 = 0 i N(x, k) = 2m, m ∈ N,

α1 6= 0 i N(x, k) = 2m− 1;

1, якщо

[
α1 6= 0 i N(x, k) = 2m,

α1 = 0 i N(x, k) = 2m− 1;

(4)

де N(x, k) = #{αk 6= αk−1} – кiлькiсть пар послiдовних цифр в зображеннi x до k-го
мiсця включно для яких виконується αk 6= αk−1.

3. Коректнiсть означення функцiї та її неперервнiсть

Покажемо, що функцiя f визначена коректно в Q∗3-рацiональних точках, тобто
що для рiзних Q∗3-зображень одного й того ж Q∗3-рацiонального значення аргумента
x = ∆

Q∗3
α1α2...αk−1αk (0) ≡ ∆

Q∗3
α1α2...αk−1[αk−1](2) = x′, значення y ≡ f(x) i y′ ≡ f(x′) спiвпада-

ють.
Оскiльки αk 6= 0, то [αk − 1] ∈ {0, 1}, при цьому з означення функцiї f випливає,

що 
βi(y) = βi(y

′), i = 1, k − 1,

βk+j(y) = 1− βk(y), j ∈ N,

βk+j(y
′) = 1− βk(y′), j ∈ N.

Тодi, можливi випадки{
αk−1 = αk,

αk−1 6= αk − 1;

{
αk−1 6= αk,

αk−1 = αk − 1;

{
αk−1 6= αk,

αk−1 6= αk − 1.

Розглянемо кожний з них окремо.
У випадку 1, маємо{

βk(y) = βk−1(y), ⇒ βk+j(y) = βk−1(y), j ∈ N,

βk(y
′) = 1− βk−1(y), ⇒ βk+j(y

′) = 1− βk−1(y), j ∈ N.

тобто y = ∆
G∗2
β1β2...βk−1βk−1(1−βk−1), y

′ = ∆
G∗2
β1β2...βk−1[1−βk−1](βk−1).
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Отже, y та y′ є рiзними G∗2-зображеннями одного i того ж G∗2-рацiонального числа.
У випадку 2, маємо{

βk(y) = 1− βk−1(y), ⇒ βk+j(y) = βk−1(y), j ∈ N,

βk(y
′) = βk−1(y), ⇒ βk+j(y

′) = 1− βk−1(y), j ∈ N.

тобто y = ∆
G∗2
β1β2...βk−1[1−βk−1](βk−1), y

′ = ∆
G∗2
β1β2...βk−1βk−1(1−βk−1).

Отже, y та y′ є рiзними G∗2-зображеннями одного i того ж G∗2-рацiонального числа.
У випадку 3, маємо{

βk(y) = 1− βk−1(y), ⇒ βk+j(y) = βk−1(y), j ∈ N,

βk(y
′) = 1− βk−1(y), ⇒ βk+j(y

′) = βk−1(y), j ∈ N,

тобто y = ∆
G∗2
β1β2...βk−1[1−βk−1](βk−1), y

′ = ∆
G∗2
β1β2...βk−1[1−βk−1](βk−1).

Звiдки, очевидно, що y = y′. Тобто, в цьому випадку, функцiя f в G∗2-рацiональнiй
точцi визначена коректно.

Теорема 2. Функцiя f є неперервною в кожнiй точцi iнтервала (0, 1), непере-
рвною в точцi 0 справа i в точцi 1 злiва.

Доведення. Для доведення неперервностi функцiї f в довiльнiй точцi x0 ∈ (0, 1)

покажемо, що
lim
x→x0

|f(x)− f(x0)| = 0.

Спочатку розглянемо випадок, коли x0 є Q∗3-iррацiональною точкою. Для довiльного
x ∈ [0, 1] iснує m(x) таке, що{

αi(x0) = αi(x), i = 1,m− 1,

αm(x0) 6= αm(x),

причому умова x→ x0 рiвносильна умовi m→∞. Отже,

lim
m→∞

|f(x)− f(x0)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
i=m

(
ψβi(y)i

m−1∏
j=1

gβj(y)j

)
−
∞∑
i=m

(
ψβi(y0)i

m−1∏
j=1

gβj(y0)j

)∣∣∣∣∣ =

=
m−1∏
i=1

gβi(y)i

[
∞∑
j=m

(
ψβj(y)j

j−1∏
l=m

gβl(y)l − ψβj(y0)j

j−1∏
l=m

gβl(y0)l

)]
=

=
m−1∏
i=1

gβi(y)i |y′ − y′0| ≤
m−1∏
j=1

gβj(y)j ≤
m−1∏
j=1

max{gβj(y)j, 1− gβj(y)j} → 0 приm→∞,

де y = f(x), y0 = f(x0), y′ = ∆
G∗2
βm(y)βm+1(y)...βm+k(y)..., y

′
0 = ∆

G∗2
βm(y0)βm+1(y0)...βm+k(y0)....

Отже, функцiя f є неперервною в Q∗3-iррацiональних точках.
Нехай тепер x0 є Q∗3-рацiональною точкою, тобто x0 = ∆

Q∗3
α1α2...αk(0). Для доведення

неперервностi злiва функцiї f в цiй точцi, досить використати для неї Q∗3-зображення
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∆
Q∗3
α1α2...αk−1[αk−1](2), а для неперервностi справа – Q∗3-зображення ∆

Q∗3
α1α2...αk−1αk(0) i по-

вторити попереднi мiркування (як для Q∗3-iррацiональної точки). Це ж стосується i
точок 0 та 1. �

4. Нiде не монотоннiсть функцiї та властивостi множини її рiвнiв

Позначимо кiнцi цилiндра ∆
Q∗3
α1α2...αn рангу n через

x′ = ∆
Q∗3
α1α2...αn(0), x′′ = ∆

Q∗3
α1α2...αn(2).

Нагадаємо, що приростом функцiї f на цилiндрi ∆
Q∗3
α1α2...αn називається рiзниця

f(x′′)− f(x′) ≡ µf (∆
Q∗3
α1α2...αn

).

Означення 1. Неперервна функцiя називається нiде не монотонною, якщо вона
не має жодного, як завгодно малого, промiжка монотонностi.

Лема 1. Функцiя f є нiде не монотонною на вiдрiзку [0, 1].

Доведення. Для доведення нiде не монотонностi функцiї f достатньо показати,
що для довiльного цилiндра ∆

Q∗3
α1α2...αn рангу n знайдеться цилiндр ∆

Q∗3
α1α2...αn j

рангу
(n+ 1) такий, що прирости µf (∆

Q∗3
α1α2...αn) i µf (∆

Q∗3
α1α2...αn j

) набувають рiзних знакiв.
Для x′ i x′′, маємо

f(x′) = ∆
G∗2
β1β2...βn(βn+1), f(x′′) = ∆

G∗2
β1β2...βn(β′n+1).

Скористаємося формулами (4) i розглянемо можливi випадки для значень µf :
1) якщо α1 = 0 i 2m = N(x′, n+ 1) 6= N(x′′, n+ 1) = 2m− 1, то

µf (∆
Q∗3
α1α2...αn

) = ∆
G∗2
β1β2...βn(1) −∆

G∗2
β1β2...βn(0) =

n∏
i=1

gβii;

якщо ж α1 = 0 i 2m− 1 = N(x′, n+ 1) 6= N(x′′, n+ 1) = 2m, то

µf (∆
Q∗3
α1α2...αn

) = ∆
G∗2
β1β2...βn(0) −∆

G∗2
β1β2...βn(1) = −

n∏
i=1

gβii;

2) якщо α1 6= 0 i 2m = N(x′, n+ 1) 6= N(x′′, n+ 1) = 2m− 1, то

µf (∆
Q∗3
α1α2...αn

) = ∆
G∗2
β1β2...βn(0) −∆

G∗2
β1β2...βn(1) = −

n∏
i=1

gβii;

якщо ж α1 6= 0 i 2m− 1 = N(x′, n+ 1) 6= N(x′′, n+ 1) = 2m, то

µf (∆
Q∗3
α1α2...αn

) = ∆
G∗2
β1β2...βn(1) −∆

G∗2
β1β2...βn(0) =

n∏
i=1

gβii;

3) якщо для довiльного α1 виконуєтьсяN(x′, n+1) = N(x′′, n+1), то µf (∆
Q∗3
α1α2...αn) = 0.
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При цьому, очевидно, що для кожного з розглянутих вище випадкiв, завжди мож-
на вказати цилiндр рангу (n+ 1) для якого N(x′, n+ 2) 6= N(x′, n+ 1) i
N(x′′, n+ 2) 6= N(x′′, n+ 1), що буде призводить до змiни знаку приросту в кожному
з випадкiв. Отже, функцiя f є нiде не монотонною за означенням. �

Означення 2. Множиною рiвня y0 функцiї f називається множина

f−1(y0) = {x : f(x) = y0}.

Лема 2. Якщо в G∗2-зображеннi точки y0

(1) всi цифри рiвнi 0, то множина f−1(y0) складається з однiєї точки;
(2) всi цифри рiвнi 1, то множина f−1(y0) складається з двох точок;
(3) мiститься рiвно k цифр рiвних 1, то множина f−1(y0) складається з 2N(x,k)

точок.

Доведення. Дiйсно, використовуючи формули (4), твердження (1) i (2) є оче-
видними. Для доведення твердження (3) слiд скористатися формулами (4) i тим
фактом, що кожна одна змiна двiйкових цифр в зображеннi точки y0 призводить
до двох рiзних точок в множинi f−1(y0). Тому, вiдповiдно k змiн двiйкових цифр
призводить до 2N(x,k) точок в множинi f−1(y0). �

Наслiдок 1. Якщо G∗2-зображення точки y0 мiстить простий перiод (τ), то
множина f−1(y0) є скiнченною.

Лема 3. Якщо G∗2-зображення точки y0 мiстить складений перiод (i1i2 . . . im),
тобто y0 = ∆

G∗2
β1β2...βk(i1i2...im), то множина f−1(y0) є континуальною.

Доведення. Оскiльки G∗2-зображення точки y0 мiстить складений перiод, то се-
ред цифр i1, i2, . . . , im знайдеться такий номер j = 1,m− 1, для якого ij 6= ij+1. Тодi,
починаючи з номера k + nj (n ∈ N) отримаємо на нескiнченнiй кiлькостi мiсць змi-
ну двiйкових цифр, яка враховуючи попередню лему призводить до континуальної
кiлькостi точок в G∗2-зображеннi точки y0. �

Наслiдок 2. Якщо y0 є iррацiональним числом, то множина f−1(y0) є конти-
нуальною.

5. Диференцiальнi властивостi

Лема 4. Нехай x0 – Q∗3-рацiональна точка i k – кiлькiсть цифр до перiоду. Якщо
для всiх елементiв матриць Q∗3 i G∗2, починаючи з номера (k+j), j ∈ N виконується

g1[k+j] ≥ max
k+j
{q0[k+j], q[s−1][k+j]} i g0[k+j] ≥ max

k+j
{q0[k+j], q[s−1][k+j]},

то функцiя f є недиференцiйовною в точцi x0.
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Доведення. Нехай x0 – Q∗s-рацiональна точка, тобто точка виду

x′0 = ∆
Q∗3
α1α2...αk−1αk(0) ≡ ∆

Q∗3
α1α2...αk−1[αk−1](s−1) = x′′0.

Розглянемо послiдовностi (x′m) i (x
′′
m) такi, що

x′m = ∆
Q∗3
α1α2...αk−1αk 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

m

(s−1)
, x

′′

m = ∆
Q∗3

α1α2...αk−1[αk−1] [s− 1] . . . [s− 1]︸ ︷︷ ︸
m

(0)
.

При цьому очевидно, що x′m → x′0, x
′′
m → x

′′
0 при m→∞.

Тодi, якщо похiдна функцiї f в точцi x0 iснує, то

lim
x′m→x0+0

f(x′0)− f(x′m)

x′0 − x′m
= lim

x′′m→x0−0

f(x′′0)− f(x′′m)

x′′0 − xm′′
,

де

x′0 − x′m = −qαkk
k−1∏
i=1

qαii

k+m∏
j=k+1

q0j, x
′′

0 − x′′m = q[αk−1]k

k−1∏
i=1

qαii

k+m∏
j=k+1

q[s−1]j.

f(x′0)− f(x′m) = −µf (∆
Q∗3
α1α2...αk−1αk 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

m

),

f(x′′0)− f(x′′m) = µf (∆
Q∗3

α1α2...αk−1[αk−1] [s− 1] . . . [s− 1]︸ ︷︷ ︸
m

).

Оскiльки αk 6= 0 i [αk − 1] 6= [s− 1], то

f(x′0) = ∆
G∗2
β1β2...βk−1βk(1−βk), f(x′′0) = ∆

G∗2
β1β2...βk−1β

′
k(1−β′k),

f(x′m) = ∆
G∗2

β1β2...βk−1βk [1− βk] . . . [1− βk]︸ ︷︷ ︸
m

(βk)
,

f(x′′m) = ∆
G∗2

β1β2...βk−1β
′
k [1− β′k] . . . [1− β′k]︸ ︷︷ ︸

m

(β′k)
,

де

β′k =

{
βk, якщо αk 6= αk−1 i [αk − 1] 6= αk−1,

1− βk, якщо αk = αk−1 або [αk − 1] = αk−1.

Таким чином

lim
m→∞

f(x′0)− f(x′m)

x′0 − x′m
=



k−1∏
i=1

gβii
qαii
· g0k

qαkk
· lim
m→∞

k+m∏
j=k+1

g1j

q0j

, якщо βk = 0,

−
k−1∏
i=1

gβii
qαii
· g1k

qαkk
· lim
m→∞

k+m∏
j=k+1

g0j

q0j

, якщо βk = 1;

(5)
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lim
m→∞

f(x′′0)− f(x′′m)

x′′0 − x′′m
=


−

k−1∏
i=1

gβii
qαii
· g0k

q[αk−1]k

· lim
m→∞

k+m∏
j=k+1

g1j

q[s−1]j

, якщо β′k = 0,

k−1∏
i=1

gβii
qαii
· g1k

q[αk−1]k

· lim
m→∞

k+m∏
j=k+1

g0j

q[s−1]j

, якщо β′k = 1.

(6)

З останнього слiдує, що коли для всiх елементiв матриць Q∗3 i G∗2 починаючи з номера
(k+j), виконується g1[k+j] ≥ max

k+j
{q0[k+j], q[s−1][k+j]} i g0[k+j] ≥ maxk+j{q0[k+j], q[s−1][k+j]},

границi (5) i (6) набувають рiзних знакiв, i тому функцiя f є недиференцiйовною в
Q∗3-рацiональнiй точцi. �

Лема 5. Якщо для елементiв матриць Q∗3 i G∗2 виконується min
k
{gik} ≥ max

k
{qjk}

(де k ∈ N, i ∈ A2, j ∈ A3), то функцiя f є недиференцiйовною в кожнiй Q∗3-
iррацiональнiй точцi.

Доведення. Нехай x0 — довiльна Q∗3-iррацiональна точка. Тодi iснує нескiнчен-
на кiлькiсть мiсць mk точки x0 така, що αmk 6= αmk−1. Розглянемо послiдовнiсть xk
таку, що αixk = αi(x0) для i 6= mk, а для i = mk виберемо αmk(xk) так, що

αmk(xk) =

{
αmk−1(x0), якщо αmk(x0) 6= αmk−1(x0),

|1− αmk−1(x0)|, якщо αmk(x0) = αmk−1(x0).

Тодi, для i 6= mk, виконується βi(f(xk)) = βi(f(x0)), при цьому βmk(f(xk)) = 1 −
βmk(f(x0)) для всiх k ∈ N. Тому

lim

∣∣∣∣f(x0)− f(xk)

x0 − xk

∣∣∣∣ ≤ lim
k→∞

mk∏
j=1

gβii
qαii

.

З останнього слiдує, що якщо матрицi Q∗3 i G∗2 такi, що min
k
{gik} ≥ max

k
{qjk}, для всiх

k ∈ N, i ∈ A2, j ∈ A3, то остання границя не є скiнченною, тобто функцiя f в заданiй
Q∗3-iррацiональнiй точцi похiдної не має. �

6. Симетрiї графiка функцiї

Лема 6. Якщо q0 = q2, то для довiльного x ∈ [0, 1] має мiсце рiвнiсть

1−∆Q3

α1(x)α2(x)...αk(x)... = ∆Q3

[2−α1(x)][2−α2(x)]...[2−αk(x)]....

Доведення. Введемо перепозначення цилiндрiв. Нехай для m ∈ N i набору
(c1, c2, . . . , cm), де ci ∈ A3, виконується

∆′c1c2...cm = ∆Q3

[2−c1][2−c2]...[2−cm],

а отже, ∆Q3
c1c2...cm

= ∆′[2−c1][2−c2]...[2−ck].
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Оскiльки точки x i x′ = 1− x симетричнi вiдносно середини вiдрiзка [0, 1], тобто

вiдносно точки x =
1

2
, то з x = ∆Q3

α1α2...αn...
випливає, що

x′ = ∆′α1α2...αn...
= ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αk]..., тобто 1− x = ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αk]... або ж

1−∆Q3
α1α2...αn...

= ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αn]...,

що i вимагалося довести. �

Лема 7. Якщо q0 = q2, то має мiсце рiвнiсть

f(∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0αk+2αk+3...
) = f(∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2[2−αk+2][2−αk+3]...
)

Доведення. Справдi, згiдно з формулами (3) означення функцiї f , маємо

f(∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0αk+2αk+3...
) = ∆G2

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0βk+2βk+3...
, де

βk+2 =

{
0, якщо αk+2 = 0,

1, якщо αk+2 6= 0,
βk+j+1 =

{
βk+j, якщо αk+j+1 = αk+j,

1− βk+j, якщо αk+j+1 6= αk+j.

Тому дане твердження є наслiдком наступних умов{
αk+1 = 0⇐⇒ 2− αk+1 = 2,

αk+j+1 = αk+j ⇐⇒ 2− αk+j+1 = 2− αk+j.
�

Наслiдок 3. Частини Γ10 =
{
M(x, y) : ∆Q3

1(0) ≤ x ≤ ∆Q3

(1), y = f(x)
}
,

Γ12 =
{
M(x, y) : ∆Q3

(1) ≤ x ≤ ∆Q3

2(0), y = f(x)
}

графiка Γ функцiї f є симетричними вiдносно прямої x =
1

2
, тобто для

x = ∆Q3

1α1α2...αk...
виконується f(1− x) = f(x).

Лема 8. Частина Γ1k0 = {M(x′, f(x′)) : x′ = ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0c1c2...cm...
} графiка Γ функцiї

f є афiнно-еквiвалентною всьому графiку, причому Γ1k0 = φk(Γ), де

φk :


x′ = qk1q0x+

1− qk−1
1

2
,

y′ =
1

2k+1
y + 1− 1

2k−1
.
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Доведення. Справдi, нехай точка M(x, y) ∈ Γ, де x = ∆Q3
c1c2...cm...

,
y = f(x) = ∆2

β1β2...βm...
. Тодi φk(M) = M ′(x′, y′), де

x′ = qk1q0x+
1− qk−1

1

2
= ∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0c1c2...cm...
,

y′ =
1

2k+1
y + 1− 1

2k−1
.

Покажемо, що M ′ ∈ Γ, тобто y′ = f(x′). Справдi, за означенням функцiї f

f(x′) = ∆2
1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

k

0β1β2...βm...
=

1

2
+

1

22
+ . . .+

1

2k
+

1

2k+1
y = y′,

що i вимагалося довести. �

Аналогiчно доводиться наступне твердження, яке власне є частковим випадком
попереднього: частина Γ0 = {M(x′, f(x′)) : x′ = ∆Q3

0c1c2...cm...
} графiка Γ функцiї f є

афiнно-еквiвалентною всьому графiку, причому Γ0 = φ0(Γ), де

φ0 :


x′ = q0x,

y′ =
1

2
y.

Лема 9. Частини Γ0 i Γ2 = {M(x′, f(x′)) : x′ = ∆Q3

2α2α3...αk...
} графiка Γ функцiї f

конгруентнi, причому рух, який переводить одну частину графiка в iншу, задається
формулами {

x′ = −x+ 1 = ∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αk]...,

y′ = −y + 1 = ∆2
[1−β1][1−β2]...[1−βk]....

Доведення. Справдi, нехай точка M(x, y) ∈ Γ0, тобто x = ∆Q3

0α2α3...αk...
. Переко-

наємося, що тодi точка M ′(x′, y′) належить Γ.
Оскiльки x′ = ∆Q3

2[2−α2][2−α3]...[2−αk]..., y
′ = ∆2

1[1−β2][1−β3]...[1−βk]..., то y
′ = f(x′). �

Теорема 3. Графiк Γ функцiї f є N-самоафiнною множиною, при цьому мають
мiсце рiвностi:

1) f(∆Q3

0α1α2...αk...
) =

1

2
f(∆Q3

α1α2...αk...
),

2) f(∆Q3

2α1α2...αk...
) =

1

2
+

1

2
f(∆Q3

[2−α1][2−α2]...[2−αk]...),

3) f(∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

0α1α2...αk...
) = f(∆Q3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

2[2−α1][2−α2]...[2−αk]...
).

Це твердження є наслiдком трьох попереднiх лем.
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Теорема 4. Якщо q2 = q0, то для iнтеграла Лебега вiд функцiї f має мiсце
рiвнiсть:

1∫
0

f(x)dx =
2q2

0 − q0 + 1

2q2
0 + q0 + 1

. (7)

Доведення. З адитивної властивостi iнтеграла Лебега та самоафiнних власти-
востей графiка функцiї f , маємо

1∫
0

f(x)dx =

q0∫
0

f(x)dx+

q0+q1∫
q0

f(x)dx+

1∫
q0+q1

f(x)dx =

=

q0∫
0

f(x)dx+

1
2∫

q0

f(x)dx+

q0+q1∫
1
2

f(x)dx+

1∫
q0+q1

f(x)dx.

З леми 9 i теореми 3 слiдує, що
1∫

q0+q1

f(x)dx =
1

2
q0 +

q0∫
0

f(x)dx, тому

q0∫
0

f(x)dx+

1∫
q0+q1

f(x)dx = 2

q0∫
0

f(x)dx+
1

2
q0 =

1

2
q0 +

1

2
q0.

З леми 7 слiдує, що
1
2∫
q0

f(x)dx =
q0∫
1
2

f(x)dx, тому

q0+q1∫
q0

f(x)dx =

1
2∫

q0

f(x)dx+

q0∫
1
2

f(x)dx = 2 lim
n→∞

n∑
i=1

q0+q0
i∑

j=2
qj−1
1∫

q0+q0
i−1∑
j=2

qj−1
1

f(x)dx+
∞∑
i=1

1

2i
qi1 =

= 2

(
q0q1

1

22
+ q0q

2
1

1

23
+ . . .

) 1∫
0

f(x)dx+
∞∑
i=1

1

2i
qi1 =

q1

2− q1

+
q0q1

2− q1

∫ 1

0

f(x)dx.

Отже,
1∫

0

f(x)dx = q0 +
q1

1 + 2q0

+
q0q1

1 + 2q0

∫ 1

0

f(x)dx,

(
1− q0(1− 2q0)

1 + 2q0

) 1∫
0

f(x)dx = q0 +
1− 2q0

1 + 2q0

,

звiдки, пiсля спрощень, маємо рiвнiсть (7). �
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