
Науковий часопис НПУ iменi М. П. Драгоманова. Cерiя 1. Фiзико-математичнi науки
Київ: НПУ iменi М. П. Драгоманова. — 2013, № 14.— С. 165–175

Оберненi спектральнi задачi на реберно-зважених
графах
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Анотацiя. Робота присвячена спектральнiй теорiї реберно-зважених графiв. До-
веденi узагальненi формули Швенка, розв’язанi оберненi спектральнi задачi для
ланцюжка An, графу-зiрочки K1,n та наведена точна верхня оцiнка спектрального
вiдновлюючого числа для дерев.

Inverse spectral problems on edge-weighted graphs

L. Tymoshkevych,

Taras Shevchenko National University of Kyiv

Abstract. The paper is devoted to spectral theory of edge-weighted graphs. We prove

generalized Schwenk’s formulas and solve inverse spectral problems for graphs An and

K1,n. We also give the sharp upper bound for spectral reconstruction number of trees.

Вступ

Спектральна теорiя графiв — сучасна розвинена область математики з чисель-
ними результатами та широкими можливостями застосувань. Вона викладена в ба-
гатьох статтях та книгах, зокрема в класичних монографiях [1], [2], [3], [4], а також
в лiтературi [5], [6]. Додатковим iмпульсом до вивчення задач спектральної теорiї
графiв та її узагальнень стали зв’язки з задачами класифiкацiї конфiгурацiй пiд-
просторiв, вивчення зображень iнволютивних алгебр типу Темперлi–Лiба, а також
перспективою застосування до теорiї квантових графiв [7].

Робота присвячена спектральним задачам для реберно-зважених графiв, тобто
графiв з заданою додатною функцiєю на множинi ребер.

В першiй частинi наданий огляд спектральної теорiї зважених графiв та доведенi
узагальненi формули Швенка [12], якi є зручним iнструментом при розв’язуваннi
обернених спектральних задач.
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В другiй частинi вивчаються оберненi задачi — вiдновлення ваги на множинi
ребер графа за спектральними даними графа та його пiдграфiв. Для конкретних
класiв графiв з’ясовано, спектри якої кiлькостi пiдграфiв однозначно визначають
ваги.

1. Основнi означення спектральної теорiї реберно-зважених графiв

Ми вважаємо, що читач знайомий з термiнологiєю теорiї графiв. Зокрема з тер-
мiнами: вершини та ребра графа, сумiжнi вершини, iнцидентнi вершина та ребро,
степiнь вершини, порядок графа, шлях, зв’язний граф, компоненти зв’язностi гра-
фа, цикл, дерево, тощо. Детально ознайомитися з загальною теорiєю графiв читач
може за книгами [8], [9], [10].

Надалi в цiй статтi пiд термiном “граф” ми розумiємо впорядковану пару G =

(V,E), в якiй V — деяка непорожня скiнченна множина i E — множина, що складаєть-
ся з невпорядкованих пар рiзних елементiв V . Множина V при цьому називається
множиною вершин графа G, множина E називається множиною ребер графа G. У
випадку, коли необхiдно пiдкреслити, про вершини та ребра якого графа йде мова,
ми будемо писати V (G) та E(G). Ребро, що з’єднує вершини u та v будемо коротко
позначати (u, v) або uv.

Означення 1. Реберно-зваженим графом G називаємо пару (G,w), в якiй G
— граф i w — вагова функцiя, тобто вiдображення множини ребер E цього графа G в
множину додатних дiйсних чисел w : E → (0,+∞). Через we будемо позначати число
w(e), яке називатимемо вагою ребра e. Будемо казати, щоG— граф, пiдпорядкований
зваженому графу G = (G,w).

В лiтературi можна також знайти такi графи i пiд назвою “зважений граф”, без
уточнення “реберно”, для зручностi викладу подальшого матерiалу ми будемо вико-
ристовувати i такий термiн.

Оскiльки ми зазвичай будемо працювати зi зваженими графами, то часто будемо
опускати слово “зважений”, якщо з контексту зрозумiло про що йде мова.

Зафiксуємо порядок, в якому будемо розглядати вершини зваженого графа, та-
ким чином, якщо кiлькiсть вершин графа дорiвнює n, то ототожнимо множину вер-
шин з множиною натуральних чисел вiд 1 до n.

Для простоти сприйняття зважений граф почасти представляють схемою, що
зображує пiдпорядкований граф, приписуючи ще над кожним ребром e його вагу
we.

Означення 2. Нехай G = (G,w) — реберно-зважений граф. Граф G1 = (G1, w1)

називається пiдграфом графа G = (G,w), якщо G1 пiдграф G, i для довiльного
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ребра e графа G1 має мiсце нерiвнiсть w1(e) 6 w(e). Граф G1 = (G1, w1) називаєть-
ся iндукованим пiдграфом графа G = (G,w), якщо G1 власний пiдграф G (тобто
одержується з G видаленням певних вершин), i для довiльного ребра e графа G1 має
мiсце рiвнiсть w1(e) = w(e).

Для позначення того, що G1 є пiдграфом G, будемо використовувати включення:
G1 ⊂ G.

З кожним графом G = (G,w) та порядком вершин пов’язують матрицю сумiж-
ностi A(G) = (aij)

n
i,j=1, де n = |G| — кiлькiсть вершин графа, а елементи матрицi

aij = aji = wij > 0, якщо вершини i та j сполученi ребром i aij = 0 в iншому випадку.
Таким чином, матриця A(G) — це симетрична невiд’ємна матриця з нулями на

головнiй дiагоналi. Вигляд матрицi сумiжностi залежить вiд порядку, в якому роз-
глядаються вершини. Проте матрицi сумiжностi одного й того ж графа для рiзних
порядкiв пов’язанi мiж собою вiдношенням подiбностi. Останнє твердження зали-
шається читачам як вправа.

Оскiльки матриця сумiжностi A(G) — симетрична (aij = aji), то її спектр дiйс-
ний. Позначимо точки спектра (власнi значення матрицi) через λi (i = 1, . . . , n) та
розташуємо їх в незростаючому порядку λG = λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn.

Максимальне власне значення λG називають iндексом графа та позначають та-
кож символом indG. Спектр матрицi сумiжностi будемо позначати σ(G) та називати
спектром графа. Спектр графа не залежить вiд способу нумерацiї його вершин i є
iнварiантом графа. Для характеристичного многочлена матрицi сумiжностi скори-
стаємося позначенням PG(x) = |xI − A(G)|.

2. Обчислення характеристичного многочлена реберно-зваженого графа

Формула визначника матрицi сумiжностi G = (G,w). Нехай кiлькiсть вер-
шин графаG дорiвнює n. Позначимо черезHk пiдграфG з k вершинами, компонента-
ми зв’язностi якого є лише цикли та ребра. Будемо називати такi пiдграфи лiнiйними.
Якщо пiдграф лiнiйний та мiстить всi вершини вихiдного графа, то будемо називати
його каркасним. Для лiнiйного пiдграфа Hk позначимо через p(Hk) кiлькiсть компо-
нент зв’язностi, що мiстять парну кiлькiсть вершин, через r(Hk) загальну кiлькiсть
компонент зв’язностi та через c(Hk) множину компонент зв’язностi, що є циклами.
Через w(Hk) позначимо вагу Hk, яка дорiвнює добутку ваг його компонент зв’язно-
стi: вага компоненти зв’язностi, що є ребром (i, j) дорiвнює w2

ij, а вага компоненти
зв’язностi, що є циклом дорiвнює добутку значень wij по всiм його ребрам (i, j).

Теорема 1 (Харарi [8]). Визначник матрицi сумiжностi довiльного зваженого
графа G = (G,w) може бути обчислений за наступною формулою

detA(G) =
∑
{Hn}(−1)p(Hn)2c(Hn)w(Hn).
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Доведення. За означенням, визначник матрицi A(G) = (aij)
n
i,j=1 дорiвнює сумi

n! доданкiв, кожний з яких є добутком вигляду
sign(π)a1π(1)a2π(2) . . . anπ(n), де π — вiдповiдна пiдстановка iндексiв. Множник aiπ(i)

не дорiвнює нулю тодi i тiльки тодi, коли вершини i та π(i) з’єднанi ребром у гра-
фi G. Оскiльки в простих графах, якi ми розглядаємо, немає петель, то доданки
sign(π)a1π(1)a2π(2) . . . anπ(n), де π має нерухому точку, дорiвнюють нулевi. Отже, ко-
жен ненульовий доданок вiдповiдає iснуванню в графi каркасного пiдграфа, кiль-
кiсть компонент зв’язностi якого дорiвнює кiлькостi незалежних циклiв пiдстанов-
ки π, а пiдлеглi графи самих компонент зв’язностi є ребрами для транспозицiй та
циклами довжини l для незалежних циклiв пiдстановки π довжини l, l ≥ 3. Тепер
ненульовi доданки потрiбно просумувати. На sign(π) (знак дорiвнює (−1)k, де k —
кiлькiсть транспозицiй в розкладi пiдстановки в добуток транспозицiй) впливають
тiльки незалежнi цикли π парної довжини, а це якраз компоненти зв’язностi G вигля-
ду A2 (граф з двох вершин та ребра мiж ними) та Cn при парному n (Cn — простий
цикл довжини n). Ще потрiбно врахувати, що кожнiй компонентi зв’язностi вигляду
Cn вiдповiдають два незалежних цикла (обхiд за годинниковою стрiлкою та проти
неї). �

Теорема 2 (Захса). Якщо PG(x) =
∑n

k=0ckx
n−k = xn + c1x

n−1 + c2x
n−2 + ...+ cn,—

характеристичний многочлен графа G = (G,w), то
(1) c1 = 0;
(2) c2 = −

∑
e∈E(G) w(e)2

(3) ck =
∑
{Hk}(−1)r(Hk)2c(Hk)w(Hk) для k = 1, ..., n.

Доведення. З курсу лiнiйної алгебри вiдомо, що добуток (−1)ici дорiвнює сумi
головних мiнорiв матрицi сумiжностi AG розмiру i×i. Кожен головний мiнор матрицi
сумiжностi — це визначник матрицi сумiжностi пiдграфа, породженого вiдповiдними
i вершинами. А тодi це твердження випливає з попереднього з урахуванням того, що
(−1)r(H(k)) = (−1)k(−1)p(H(k)). �

3. Формули Швенка для реберно-зважених графiв

В цьому роздiлi ми розглянемо теореми, що пов’язують спектр графа з спектра-
ми його пiдграфiв та узагальнюють вiдомi формули Швенка для звичайних графiв
([12]).

Наступнi двi теореми показують зв’язок мiж характеристичним многочленом гра-
фа G та многочленами пiдграфiв вигляду G− v та G− e.

Для зручностi характеристичний многочлен порожнього графа A0 визначимо так:
PA0(x) = 1.
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Теорема 3. Нехай v — вершина графа G, через C(v) позначимо множину циклiв,
що мостять v. Тодi

PG(x) = xPG−v(x)−
∑

u∼v w
2
uvPG−v−u(x)− 2

∑
Z∈C(v) w(Z)PG−V (Z)(x).

Доведення. Нагадаємо, що PG(x) =
∑n

k=0ckx
n−k — характеристичний много-

член графа G = (G,w) та за теоремою Захса ми можемо виразити ck в термiнах пев-
них характеристик Hk — k-вершинних лiнiйних пiдграфiв G. Ми встановимо бiєкцiю
мiж внесками таких пiдграфiв до лiвої частини та внесками лiнiйних пiдграфiв G−v
до одного з доданкiв правої частини рiвностi.

Нехай H — деякий k-лiнiйний пiдграф G i його внесок дорiвнює axn−k, тодi маємо
три можливостi:

(1) Якщо v /∈ V (H), тодi позначимо через H ′ той самий лiнiйний граф, тiльки
зараз розглядуваний як пiдграф G− v. В цьому випадку H = H ′, а тому H ′ робить
такий самий внесок як i H вiдповiдно до многочленiв xPG−v та PG(x)

(2) Якщо v ∈ K2 ⊂ H, то позначимо через H ′ = H−V (K2) — пiдграф G−V (K2).
Тодi H ′ робить внесок

(−1)r(H
′)2c(H

′
k)w(H ′) = −(−1)r(H)2c(H)w(H)/w2

uv = −a/w2
uv

до xn−2−(k−2) = xn−k, а отже axn−k до −w2
uvPG−v−u(x)

(3) Якщо v ∈ Cm ⊂ H, то позначимо H ′ = H −V (Cm) — пiдграф G−V (Cm). Тодi
H ′ робить внесок

(−1)r(H
′)2c(H

′)w(H ′) =
−1

2w(Cm)
(−1)r(H)2c(H)w(H) =

−a
2w(Cm)

до xn−m−(k−m) = xn−k, а отже axn−k до −2w(Cm)PG−V (Cm)(x).
Отже, внесок кожного лiнiйного пiдграфа H до лiвої частини рiвний внеску вiд-

повiдного лiнiйного пiдграфа H ′ до правої частини. Доведення завершене. �

Наслiдок 1 (Розклад за висячою вершиною). Якщо v — вершина графа G та u
— вершина сумiжна з v, то

PG(x) = xPG−v(x)− w(uv)2PG−v−u(x).

Застосовуючи наслiдок 1 до ланцюжка An, маємо наступне спiввiдношення, в
якому An−1 = An − {n},An−2 = An−1 − {n− 1}:

PAn(x) = xPAn−1(x)− an−1
2PAn−2(x).

Наступна теорема є схожим результатом до теореми 1 з аналогiчним методом
доведення, тому воно опускається.
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Теорема 4. Нехай uv — ребро графа G, через C(uv) позначимо множину циклiв,
що мiстять uv. Тодi

PG(x) = PG−uv(x)− w(uv)2PG−v−u(x)− 2
∑

Z∈C(uv) w(Z)PG−V (Z)(x).

Наслiдок 2. (Розклад за мостом). Нехай ребро e = (v1, v2) — мiст графа G, який
при видаленнi ребра e розпадається на графи G1 та G2, при цьому вважатимемо,
що v1 ∈ V (G1), v2 ∈ V (G2). Характеристичний многочлен графа G можна знайти
за наступною формулою:

PG(x) = PG1(x)PG2(x)− w(e)2PG1−v1(x)PG2−v2(x).

З оцiнками iндексу графа в залежностi вiд значень ваг на ребрах можна ознайо-
митися у роботi [13].

4. Oберненi спектральнi задачi

Рiзноманiтнi задачi вiдновлення для звичайних графiв посiдають значне мiсце в
спектральнiй теорiї графiв, з оглядом деяких задач такого типу читач може ознайо-
митися в лiтературi [14], [15], [16].

Постановка задачi. Розглянемо наступну задачу вiдновлення для зважених гра-
фiв: нехай нам вiдомий граф G, ми хочемо однозначно вiдновити вагову функцiю
w зваженого графа G = (G,w) за спектрами певних його iндукованих пiдграфiв.
Тобто потрiбно аби за значеннями спектрiв данних пiдграфiв ваги на ребрах вихiд-
ного графа знаходилися однозначно. Спектр пiдграфа будемо називати пiдспектром.
Мiнiмальну кiлькiсть таких пiдспектрiв будемо називати вiдновлюючим спектраль-
ним числом графа G, позначення: Srn(G). Для кожного графа G виникає двi задачi:
навести приклад пiдспектрiв, за якими можна здiйснити вiдновлення та знайти вiд-
новлююче спектральне число.

В усiх наступних твердженнях ми припускаємо, що розглядуванi алгебраїчнi та
чисельнi задачi мають розв’язки.

Лема 1. Задача вiдновлення ваг за спектрами пiдграфiв еквiвалентна задачi
вiдновлення за характеристичними многочленами цих пiдграфiв.

Доведення. За спектром зваженого графа G однозначно вiдновлюється харак-
теристичний многочлен PG i навпаки, оскiльки многочлен зi старшим коефiцiєнтом
1 однозначно вiдновлюється за своїми коренями. �

4.1. Приклади.

An
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Спочатку розглянемо поставлену задачу для зваженого ланцюжка An = (An, w).
Для зручностi вважатимемо, що V (An) = 1, 2, ..., n. Вершина 2 ≤ k ≤ n− 1 сумiжна
з вершинами k − 1 та k + 1. Введемо для зручностi наступнi позначення:

ak−1 ≡ w({k − 1, k}), числа ai будемо називати вагами, Ak = An − {k + 1, ..., n},
Pk ≡ PAk

.

Теорема 5. Для вiдновлення ваг графа A2 достатньо одного спектру σ(A2) та
двох пiдспектрiв для An, n ≥ 3, а саме σ(An), σ(An−1). Srn(An) = 2 при n ≥ 2.

Доведення. Твердження для A2 очевидне, адже P2(x) = x2 − a1
2,

σ(A2)={−a1, a1}.
Доведемо iндукцiєю за n, що для вiдновлення ваг графа An, n ≥ 3 достатньо двох

пiдспектрiв: σ(An), σ(An−1).
База iндукцiї: n = 3. Маємо за формулою Швенка P3(x) = xP2(x)−a2

2x, оскiльки
старший коефiцiєнт P2 дорiвнює 1, то за його коренями однозначно вiдновлюється i
многочлен, отже однозначно знаходиться a2, а знаючи спектр A2, ми можемо вiдно-
вити i a1.

Iндукцiйний перехiд: n− 1→ n. За формулою Швенка

Pn(x) = xPn−1(x)− an−1
2Pn−2(x),

прирiвнюючи коефiцiєнти при xn−2 в обох частинах, знаходимо an−1, далi можемо
виразити многочлен

Pn−2(x) =
1

an−1
2
(xPn−1(x)− Pn(x)).

Отже, нам вiдомi Pn−1 та Pn−2, за iндукцiйним припущенням, ми можемо вiднови-
ти решту ваг a1, ..., an−2. Легко зрозумiти, що при n ≥ 2 одного спектру недостатньо,
адже, щоб вiдновити всi ваги, обраний пiдграф має мiстити всi ребра, тобто бути
самим An, але в цьому випадку симетричною замiною всiх ваг на ребрах вiдносно
центру графа, тобто w(k, k + 1) ↔ w(n− k, n+ 1− k) одержимо граф з тим самим
спектром, але iншими вагами. �

K1,n

Теорема 6. Srn(K1,n) = n.
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Доведення. Введемо позначення, що зображенi на рисунку. Очевидно, що до-
статньо розглядати лише зв’язнi пiдграфи K1,n. Довiльний зв’язний пiдграф K1,n

з множиною вершин V (H) = {i1, i2, ..., im, n + 1} будемо позначати через Ki1...im
1,m ,

характеристичний многочлен якого — це P
K

i1...im
1,m

(x) = xm+1 −
∑m

l=1 a
2
il
xm−1. Отже,

iнформацiя про спектр такого пiдграфа рiвносильна заданню суми квадратiв ваг по
його ребрам. Оскiльки всi ваги ai > 0, то за набором bi = a2

i вiдновлюється набiр ai та
навпаки. Тодi задання спектрiв зв’язних пiдграфiв K1,n рiвносильно заданню лiнiй-
ної системи вiдносно bi, i = 1, ..., n, оскiльки спектр пiдграфу Ki1...im

1,m задає рiвняння
bi1 +bi2 +...+bim = ci1...im . Для того, щоб ця система мала єдиний розв’язок у додатних
числах необхiдно, щоб її ранг дорiвнював n, а тодi кiлькiсть рiвнянь, тобто пiдспек-
трiв має бути не менша за n. З iншого боку нескладно навести навести приклад n

пiдспектрiв, якi однозначно визначають ваги, наприклад, спектри набору пiдграфiв
Ki

1,1, i = 1, ..., n або набору K1,n − i, i = 1, ..., n. З написанного вище випливає, що
необхiдно вибирати такi n пiдграфiв, вiдповiднi вектори-рядочки яких утворюють
базу в Rn (пiдграфу Ki1...im

1,m ставиться у вiдповiднiсть вектор-рядок x = (x1, ..., xn), у
якого xj = 1, якщо j = il для якогось l = 1, ...,m, та xj = 0 в iншому випадку, тобто
xj = max δilj). �

4.2. Верхня оцiнка спектрального вiдновлюючого числа для дерев. На-
ведемо верхню оцiнку для Srn для дерев. Позначимо через cv(G) кiлькiсть висячих
вершин дерева G. Назвемо одну з висячих вершин коренем, позначимо її kG. Через
CV (G) позначимо множину висячих вершин вiдмiнних вiд кореня.

Теорема 7 (оцiнка Srn для дерев). Нехай G = (G,w) i граф G — дерево, тодi
Srn(G) ≤ cv(G) та для вiдновлення вагової функцiї w достатньо знати спектри
таких пiдграфiв: G та всiх пiдграфiв вигляду G−v, де v пробiгає множину CV (G).

Доведення. Будемо доводити iндукцiєю за n— кiлькiстю вершин графа G. База
iндукцiї : n = 2 — очевидна.
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Iндукцiйний перехiд : n − 1 → n. Будемо називати вершину вершиною розгалу-
ження, якщо її степiнь не менша 3. Якщо граф G не має вершин розгалужень, то
це граф An, для якого ми вже довели твердження 1.

Iнакше, розглянемо два випадки:
1) Iснує висяча вершина з CV (G), вiдстань вiд якої до найближчої вершини роз-

галуження не менша за 2. Позначимо цю вершину через v, а сумiжну з нею через v′.
Тодi з розкладу за висячою вершиною маємо

PG(x) = xPG−v(x)− w(vv′)2PG−v−v′(x),

оскiльки PG(x) та PG−v(x) — вiдомi, то ми можемо знайти w(vv′) та PG−v−v′(x).
Для довiльної вершини u ∈ CV (G) аналогiчно через u′ позначаємо сумiжну до

u вершину та записуємо такi спiввiдношення (користуємося розкладом за висячою
вершиною):
� PG(x) = xPG−u(x)− w(uu′)2PG−u−u′(x),
оскiльки PG(x) та PG−u(x) — вiдомi, то ми можемо знайти w(uu′) та PG−u−u′(x)

� PG−u(x) = xPG−v−u(x)− w(vv′)2PG−u−v−v′(x) (1)
� PG−v(x) = xPG−v−u(x)− w(uu′)2PG−v−u−u′(x) (2)
�PG−v−v′(x) = xPG−u−v−v′(x)− w(uu′)2PG−v−v′−u−u′(x) (3)
�PG−u−u′(x) = xPG−v−u−u′(x)− w(vv′)2PG−u−u′−v−v′(x) (4)
Зробимо певнi перетворення зi спiввiдношеннями (1) та (2) (додамо вiдповiднi

частини), одержимо:
2xPG−v−u(x) = PG−u(x) +PG−v(x) +w(vv′)2PG−u−v−v′(x) +w(uu′)2PG−v−u−u′(x) (5)
Домноживши спiввiдношення (3) та (4) на w(vv′)2 та w(uu′)2 вiдповiдно та додав-

ши одержанi рiвняння, маємо:
w(vv′)2PG−v−v′(x) + w(uu′)2PG−u−u′(x) =

= w(vv′)2xPG−u−v−v′(x) + w(uu′)2xPG−v−u−u′(x)(6)
Вiднявши вiдповiднi частини рiвнянь (5) та (6), одержимо:
2xPG−v−u(x) = PG−u(x) + PG−v(x) + w(vv′)2PG−v−v′(x) + w(uu′)2PG−u−u′(x) (7).
Права частина рiвняння (7) вiдома з попереднiх мiркувань, а отже, ми можемо

знайти PG−v−u(x) i вiдповiдно спектр G − v − u для кожної вершини u ∈ CV (G), а
за спектрами G − v, G − v − v′, G − v − u, де u ∈ CV (G − v) ми за припущенням
iндукцiї можемо вiдновити всi ваги графа G − v, враховуючи ще знайдену ранiше
вагу w(vv′), ми повнiстю вiдновили вагову функцiю графа G.

2) Вiдстань вiд довiльної висячої вершини до найближчої вершини розгалуження
дорiвнює 1. Виберемо довiльну вершину v1 з CV (G), а сумiжну з нею через v′, також
позначимо через v2, ..., vk — висячi вершини, якi сумiжнi з v′.

Аналогiчно до попереднього пункту за вiдомими спектрами G та всiх пiдграфiв
вигляду G − v, де v пробiгає множину CV (G), ми можемо знайти вагу w(v1, v

′), а



174 Л. М. Тимошкевич

також спектри всiх пiдграфiв вигляду G − vi − u, де u ∈ CV (G) − {v1, ..., vk}, щоб
зробити крок iндукцiї залишилось знайти спектри пiдграфiв G−v1−vi для i = 2, ..., k.

Маємо з розкладу за висячою вершиною

PG(x) = xPG−v1(x)− w(v1v
′)2PG−

∑
vi−v′(x)xk−1,

з якого можна знайти w(v1v
′)2 та PG−

∑
vi−v′(x).

Далi маємо для i = 2, ..., k: PG−vi = xPG−v1−vi − w(v1v
′)2PG−v1−

∑
vi−v′(x)xk−2, з

цього спiввiдношення можна також знайти PG−v1−vi , а отже, i спектр графа G−v1−vi.
Враховуючи все вищенаписане, ми можемо застосувати iндукцiйний перехiд, зво-

дячи задачу вiдновлення вiд графа G до графа G− v1.
Зауважимо, що дана оцiнка є точною, як показує приклад графу–зiрочкиK1,n. �

Висновки

Наведенi в статтi результати дають явнi набори пiдграфiв, за спектрами яких
вiдновлюються всi ваги у випадку дерев, а також знайденi точнi значення вiднов-
люючого спектрального числа для графiв An та K1,n. Доведенi узагальненi формули
Швенка є основним iнструментом при розв’язаннi обернених спектральних задач i
пiдхiд у данiй роботi може бути перенесений на дослiдження iнших зважених графiв.

До перспектив подальшого дослiдження вiдносяться наступнi задачi: знайти
точне значення спектрального вiдновлюючого числа для всiх графiв Динкiна, в тому
числi розширених, описати клас графiв G, для яких Srn(G) = 2 та iншi.
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