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Анотацiя. У статтi дослiджується питання скiнченно-станової спряженостi 0-
повних сферично-транзитивних автоморфiзмiв кореневого бiнарного дерева. Наве-
дено рекурсивний критерiй скiнченно-станової спряженостi сферично-транзитивних
автоморфiзмiв.

Finite-state conjugation of the 0-complete
spherically-transitive automorphisms of the binary rooted tree
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National University “Kyiv-Mohila Academy”

Abstract. This article answers the question of finite-state conjugation of the 0-

complete spherically-transitive automorphisms of the binary rooted tree.

Дослiдження групових автоматiв шляхом їх представлення автоморфiзмами ко-
реневого однорiдного дерева надає зручну технiку для вирiшення низки проблем,
пов’язаних з групою обертовних автоматiв Мiлi (див. [1]).

Вивчення властивостей скiнченно-станової пiдгрупи групи автоморфiзмiв корене-
вого однорiдного дерева є надзвичайно актуальним. Ця тема висвiтлюється у роботах
Р. I. Григорчука, В. I. Сущанського, С. Сiдки, Ч. К. Гупти та iнших дослiдникiв.

У данiй роботi розглядається частинний випадок проблеми скiнченно-станової
спряженостi, яка є досi не розв’язаною.

Розглянемо проблему скiнченно-станової спряженостi для сферично-транзитив-
них автоморфiзмiв кореневого бiнарного дерева.

Теорема 1 надає рекурсивний критерiй скiнченно-станової спряженостi сферично-
транзитивних iзометрiй бiнарного кореневого дерева. Теорема 4 дозволяє при пе-
ревiрцi скiнченно-станової спряженостi 0-повних сферично-транзитивних iзометрiй
обмежитися перевiркою 0-розв’язку рiвняння спряженостi.
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Означення 1. Групу автоморфiзмiв регулярного кореневого бiнарного дерева T2

позначимо AutT2.

Означення 2. При дiї автоморфiзма a на дерево T2 цей автоморфiзм iндукує дiю
на пiддеревах. Цi дiї також є автоморфiзмами дерева T2, оскiльки T2 є самоподiбним.
Назвемо цi автоморфiзми станами автоморфiзму a (див. [1]).

Означення 3. Автоморфiзм дерева T2, що має лише скiнченну кiлькiсть рiзних
станiв, назвемо скiнченно-становим. Групу всiх скiнченно-станових автоморфiзмiв
регулярного кореневого бiнарного дерева T2 позначимо FAutT2.

Означення 4. Нехай x, y — кiнцi дерева T2 (нескiнченнi простi шляхи з початком
у коренi). Те, що iзометрiя a ∈ AutT2 переводить x ∈ T2 в y ∈ T2, позначимо як

x ∗ a = y.

Суперпозицiю iзометрiй a, b ∈ AutT2 позначимо, як

a ◦ b.

Означення 5. Назвемо автоморфiзм кореневого бiнарного дерева сферично-
транзитивним, якщо пiдстановка вершин кожного рiвня складається точно з одного
циклу.

Множину сферично-транзитивних автоморфiзмiв позначимо як STAutT2.

Означення 6. Означимо функцiю ϕ : AutT2 → AutT2 для автоморфiзмiв вигляду
x = (x1, x2) ◦ σ наступним чином ϕ(x) = x1 ◦ x2 (запис x = (x1, x2) ◦ σ означає,
що автоморфiзм x дiє на лiвому пiддеревi дерева T2 за допомогою автоморфiзму
x1, на правому пiддеревi дерева T2 за допомогою автоморфiзму x2 та мiняє мiсцями
вершини першого рiвня.) Для автоморфiзмiв вигляду x = (x1, x2) будемо вважати ϕ
не визначеною.

Згiдно з означенням, довiльний сферично-транзитивний автоморфiзм x ∈ AutT2

переставляє вершини 1-го рiвня, i тому має вигляд x = (x1, x2)◦σ. Отже, ϕ визначена
для всiх x ∈ STAutT2.

Лема 1. Якщо x = (x1, x2)◦σ є сферично-транзитивним автоморфiзмом дерева
T2, то i ϕ(x) = x1 ◦ x2 є сферично-транзитивним автоморфiзмом дерева T2.

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть вершин n-го рiвня дерева T2, отриману
наступним чином:

(an)0 — вершина n-го рiвня, що належить пiддереву дерева T2 з коренем в лiвiй
вершинi 1-го рiвня. Назвемо таке дерево лiвим пiддеревом, з коренем в правiй вер-
шинi — правим пiддеревом. Далi

(an)k+1 = (an)k ∗ x.
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Оскiльки автоморфiзм x мiняє праве та лiве пiддерева мiсцями, то елемен-
ти (an)2k належать лiвому пiддереву, а (an)2k+1 — правому. Далi, оскiльки x —
сферично-транзитивний, то усi елементи {(an)k|0 ≤ k ≤ 2n − 1} є попарно рiзни-
ми та (an)2n = (an)0. (1)

Розглянемо квадрат автоморфiзму x

x2 = x ◦ x = (x1, x2) ◦ σ ◦ (x1, x2) ◦ σ = (x1 ◦ x2, x2 ◦ x1).

Пiдстановка вершин n-го рiвня(n 6= 0) автоморфiзму x2 складається з двох циклiв
довжини 2n−1 — {(an)2k|0 ≤ k ≤ 2n−1 − 1} та {(an)2k+1|0 ≤ k ≤ 2n−1 − 1}. Згiдно з за-
уваженням (1) пiдстановка вершин довiльного рiвня лiвого пiддерева автоморфiзмом
x1 ◦ x2 складається з одного циклу, тому вiн є шарово-транзитивним. �

Згiдно з лемою 1 для шарово-транзитивного автоморфiзму x ϕn(x) визначене
коректно для довiльного натурального n.

Означення 7. Означимо функцiю πL : AutT2 → AutT2 наступним чином πL(x) =

x1, де x1 визначається спiввiдношенням x = (x1, x2) або x = (x1, x2) ◦ σ.

Означення 8. Означимо функцiю πR : AutT2 → AutT2 наступним чином πR(x) =

x2, де x2 визначається спiввiдношенням x = (x1, x2) або x = (x1, x2) ◦ σ.

Очевидно, що для сферично-транзитивного автоморфiзма a має мiсце рiвнiсть a =

(πL(a), πR(a)) ◦σ i значення πL(a), πR(a) та ϕ(a) зв’язанi наступним спiввiдношенням

ϕ(a) = πL(a) ◦ πR(a).

Крiм того, для автоморфiзмiв a = (a1, a2), b = (b1, b2) ◦ σ мають мiсце наступнi
спiввiдношення

πL(a−1) = (πL(a))−1, πR(a−1) = (πR(a))−1,

πL(b−1) = (πR(b))−1, πR(b−1) = (πL(b))−1,

πL(a ◦ b) = πL(a) ◦ πL(b), πR(a ◦ b) = πR(a) ◦ πR(b),

πL(b ◦ a) = πL(b) ◦ πR(a), πR(b ◦ a) = πR(b) ◦ πL(a).

Лема 2. Скiнченно-становi сферично-транзитивнi автоморфiзми a i b спря-
женi в FAutT2 тодi i лише тодi, коли ϕ(a) i ϕ(b) спряженi в FAutT2.

Доведення. Нехай a = (a1, a2) ◦ σ, b = (b1, b2) ◦ σ.
⇒
Припустимо, що iснує автоморфiзм x ∈ FAutT2, такий, що ax = b.
Якщо x = (x1, x2), то має мiсце наступне спiввiдношення

ax = (x−1
1 , x−1

2 ) ◦ (a1, a2) ◦ σ ◦ (x1, x2) =
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= (x−1
1 ◦ a1 ◦ x2, x

−1
2 ◦ a1 ◦ x1) ◦ σ = (b1, b2) ◦ σ.

Отже, b1 = x−1
1 ◦ a1 ◦ x2 i b2 = x−1

2 ◦ a2 ◦ x1, тому

ϕ(b) = b1 ◦ b2 = (x−1
1 ◦ a1 ◦ x2) ◦ (x−1

2 ◦ a2 ◦ x1) = x−1
1 ◦ a1 ◦ a2 ◦ x1 = ϕ(a)x1

i ϕ(a) спряжений з ϕ(b) скiнченно-становим автоморфiзмом x1.
Якщо x = (x1, x2) ◦ σ, то має мiсце наступне спiввiдношення

ax = σ ◦ (x−1
1 , x−1

2 ) ◦ (a1, a2) ◦ σ ◦ (x1, x2)◦ =

= (x−1
2 ◦ a2 ◦ x1, x

−1
1 ◦ a2 ◦ x2) ◦ σ = (b1, b2) ◦ σ.

Отже, b1 = x−1
2 ◦ a2 ◦ x1 i b2 = x−1

1 ◦ a1 ◦ x2, тому

ϕ(b) = b1 ◦ b2 = (x−1
2 ◦ a2 ◦ x1) ◦ (x−1

1 ◦ a1 ◦ x2) =

= x−1
2 ◦ a2 ◦ a1 ◦ x2 = x−1

2 ◦ a−1
1 ◦ (a1 ◦ a2) ◦ a1 ◦ x2 = ϕ(a)a1◦x1

i ϕ(a) спряжений з ϕ(b) скiнченно-становим автоморфiзмом a1 ◦ x2.
⇐
Припустимо, що iснує автоморфiзм x ∈ FAutT2, такий, що ϕ(a)x = ϕ(b).
Покажемо, що x̂ = (x, a2 ◦ x ◦ b−1

2 ) є скiнченно-становим розв’язком рiвняння
спряженостi aχ = b. Далi

(a1 ◦ a2)x = b1 ◦ b2

i тому
ax̂ = (x−1, b2 ◦ x−1 ◦ a−1

2 ) ◦ (a1, a2) ◦ σ ◦ (x, a2 ◦ x ◦ b−1
2 ) =

= (x−1 ◦ a1 ◦ (a2 ◦ x ◦ b−1
2 ), (b2 ◦ x−1 ◦ a−1

2 ) ◦ a2 ◦ x) ◦ σ =

= ((x−1 ◦ (a1 ◦ a2) ◦ x) ◦ b−1
2 , b2) ◦ σ = ((b1, b2) ◦ b−1

2 , b2) ◦ σ =

= (b1, b2) ◦ σ = b.

Оскiльки автоморфiзми x, a2, b2 — скiнченно-становi, то i a2 ◦ x ◦ b−1
2 є скiнченно-

становим. Отже, x̂ ∈ FAutT2. �

Застосувавши лему 2 n разiв отримаємо рекурсивний критерiй спряженостi
сферично-транзитивних скiнченно-станових iзометрiй дерева T2:

Теорема 1. Нехай a, b — сферично-транзитивнi скiнченно-становi iзометрiї
дерева T2. Iзометрiї a та b спряженi в FAutT2 тодi i тiльки тодi, коли ϕn(a) та
ϕn(b) спряженi в FAutT2 для деякого n ∈ N.

Зауважимо, що при перевiрцi спряженостi в певному класi автоморфiзмiв цей кри-
терiй є не результативним. Наприклад, для дослiдження спряженостi транзитивно-
стабiльних автоморфiзмiв (для яких a = ϕ(a)) потрiбна iнша технiка (див. [2]). Тех-
нiчно спростити дослiдження питання спряженостi у таких випадках дозволяють
твердження, що розглядаються нижче.
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Означення 9. Назвемо 0-розв’язком рiвняння спряженостi aχ = b автоморфiзм χ0

такий, що
0 ∗ χ0 = 0, aχ0 = b.

Теорема 2. Нехай a, b — сферично-транзитивнi iзометрiї дерева T2, а χ0 —
0-розв’язок рiвняння спряженостi aχ0 = b. Тодi ∀n ∈ N має мiсце рiвнiсть

ϕn(a)π
n
L(χ0) = ϕn(b).

Доведення. Дiйсно, оскiльки aχ0 = b, то ϕn(aχ0) = ϕn(b) ∀n ∈ N.
Далi,

πL(aχ0) = πL(χ−1
0 ◦ a ◦ χ0) = πL(χ−1

0 ) ◦ πL(a) ◦ πR(χ0) = (πL(χ0))−1 ◦ πL(a) ◦ πR(χ0),

πR(aχ0) = πR(χ−1
0 ◦ a ◦ χ0) = πR(χ−1

0 ) ◦ πR(a) ◦ πL(χ0) = (πR(χ0))−1 ◦ πR(a) ◦ πL(χ0).

Скористаємося методом математичної iндукцiї:
1) Для n = 0 маємо рiвнiсть aχ0 = b i твердження виконується. 2) Нехай для

n = k твердження теореми виконується, тобто ϕk(a)π
k
L(χ0) = ϕk(b). Покажемо, що

воно також має мiсце для n = k + 1.
Оскiльки ϕk+1(b) = ϕ(ϕk(b)), то, згiдно з iндуктивним припущенням,

ϕk+1(b) = ϕ(ϕk(a)π
k
L(χ0)) = πL(ϕk(a)π

k
L(χ0)) ◦ πR(ϕk(a)π

k
L(χ0))

i
ϕ(ϕk(a)π

k
L(χ0)) =

= ((πL(πkL(χ0)))−1 ◦πL(ϕk(a))◦πR(πkL(χ0)))◦((πR(πkL(χ0)))−1 ◦πR(ϕk(a))◦πL(πkL(χ0))) =

= (πL(πkL(χ0)))−1 ◦ (πL(ϕk(a)) ◦ πR(ϕk(a))) ◦ πL(χ0) =

= (πL(πkL(χ0)))−1 ◦ ϕ(ϕk(a)) ◦ πL(πkL(χ0)) = ϕ(ϕk(a))πL(πkL(χ0)) = ϕk+1(a)π
k+1
L (χ0),

тому має мiсце рiвнiсть ϕk+1(a)π
k+1
L (χ0) = ϕk+1(b) i, згiдно з методом математичної

iндукцiї, маємо твердження теореми. �

Теорема 3. Нехай a, b — сферично-транзитивнi скiнченно-становi iзометрiї
дерева T2. Тодi χ0 — 0-розв’язок рiвняння спряженостi aχ0 = b є скiнченно-становим
тодi i тiльки тодi, коли πnL(χ0) є скiнченно-становим для деякого n ∈ N.

Доведення. Нехай a = (a1, a2) ◦ σ, b = (b1, b2) ◦ σ.
0-розв’язок χ0 має вигляд

χ0 = (πL(χ0), πR(χ0)).

Очевидно, має мiсце рiвнiсть:

aχ0 = (πL(χ0)−1 ◦ a1 ◦ πR(χ0), πR(χ0)−1 ◦ a2 ◦ πL(χ0)) ◦ σ = (b1, b2) ◦ σ.
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Звiдси маємо

(πL(χ0)−1 ◦ a1 ◦ πR(χ0) = b1 ⇒ πR(χ0) = a−1
1 ◦ πL(χ0) ◦ b1.

Оскiльки a1, b1 — скiнченно-становi, то з того, що πL(χ0) — скiнченно-станова
iзометрiя, випливає, що πR(χ0) — скiнченно-станова, а тому i χ0 є скiнченно-становою
iзометрiєю.

Отже, 0-розв’язок рiвняння спряженостi aχ0 = b є скiнченно-становим тодi i тiльки
тодi, коли πL(χ0) є скiнченно-становим. (1)

За теоремою 2 πL(χ0) є 0-розв’язком рiвняння спряженостi

(a1 ◦ a2)χ = b1 ◦ b2.

Застосувавши твердження 1 n разiв, отримаємо твердження теореми. �

Означення 10. Назвемо скiнченно-станову iзометрiю f 0-повною, якщо образ 0

при дiї на нього централiзатором цього елементу спiвпадає з множиною квазiперiо-
дичних елементiв дерева T2

0 ∗ CFAutT2(f) = T2 ∩Q.

Лема 3. Скiнченно-станова iзометрiя a є 0-повною тодi i лише тодi, коли ϕn(a)

є 0-повною для деякого n ∈ N.

Доведення. Для iзометрiї a = (b, c) ◦ σ мають мiсце наступнi спiввiдношення

0 ∗ a2t = 2(0 ∗ ϕ(a)t),

0 ∗ a2t+1 = 2(0 ∗ ϕ(a)tb) + 1.

Отже, iзометрiя a є 0-повною тодi i лише тодi, коли ϕ(a) є 0-повною. Застосувавши
отримане твердження n разiв отримаємо аналогiчне твердження для ϕn(a). �

Теорема 4. Нехай a, b ∈ FAutT2, причому b — 0-повна сферично-транзитивна
iзометрiя. Iзометрiї a та b спряженi в FAutT2 тодi i лише тодi, коли iснує
скiнченно-становий 0-розв’язок рiвняння спряженостi aχ = b.

Доведення. Нехай скiнченно-становi iзометрiї a та b спряженi в FAutT2 скiн-
ченно-становою iзометрiєю χ ( aχ = b). Оскiльки χ — скiнченно-станова, то в рiвностi
0 ∗ χ = p p — квазiперiодичний елемент дерева T2.

Далi, b є 0-повною, отже iснує скiнченно-станова iзометрiя c, що задовольняє
умовам:

c−1 ◦ b ◦ c = b, 0 ∗ c = p.

Очевидно, має мiсце наступне спiввiдношення

aχ = bc.
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Тому
aχ◦c

−1

= b.

Крiм того, має мiсце рiвнiсть:

0 ∗ (χ ◦ c−1) = 0.

Отже, якщо χ — скiнченно-станова iзометрiя, то χ ◦ c−1 є 0-розв’язком, звiдки маємо
твердження теореми. �
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