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Модифiкацiя класичного трiйкового зображення
дiйсних чисел з нескiнченним алфавiтом

I. В. Замрiй

Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова

Анотацiя. У роботi пропонується кодування дробової частини дiйсного числа з не-

скiнченним алфавiтом (набором цифр), який спiвпадає з множиною всiх натураль-

них чисел, геометрiя якого породжується класичним трiйковим представленням чи-

сла; вивчаються його тополого-метричнi властивостi(геометричний змiст символiв,

властивостi цилiндрiв, метричнi спiввiдношення тощо).

Modification of classical ternary representation
of real numbers with infinite alphabet

I. Zamriy

National Pedagogical Dragomanov University

Abstract. We propose encoding of fractional part of a real number with an infinite

alphabet (set of digits) coinciding with the set of positive integers. The geometry of this

encoding is generated by the classical ternary representation of a number. We study

topological and metric properties of the representation (geometric meaning of symbols,

properties of cylinders, metric relations etc.).

Вступ

У 1202 р. в книзi «Liber abacсi» Л. Фiбоначчi сформулював задачу про гирi, вiдо-

му ще як задача Баше-Менделєєва, її суть полягає у виборi найкращої, у розумiн-

нi «швидкостi» зважування на шальках терезiв, системи гирь. Було доведено, що,

при домовленостi класти гирi тiльки на одну шальку терезiв, найбiльш економною

є двiйкова система числення, а при домовленостi класти гирi на обидвi шальки те-

резiв, найбiльш економiчною є трiйкова симетрична система числення [1]. В роботi

[2] обґрунтовано, що серед систем з цiлою основою трiйкова система є найбiльш еко-

номною в iншому сенсi.

Зазначимо, що однiєю з перших механiчних обчислювальних машин була саме

трiйкова ЕОМ, сконструйована Томасом Фоулером в 1840 р. I починаючи з 40-вих

рокiв XX ст. над вдосконаленням i запуском в серiйне виробництво комп’ютерiв на

базi трiйкового кодування працювали двi групи вчених пiд керiвництвом Джона фон

Неймана у США та Н. П. Брусенцова в СРСР [3]. Було встановлено, що трiйковi

комп’ютери мають ряд переваг в порiвняннi з двiйковими, а саме:
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1) при трiйковому кодуваннi швидкодiя компютера бiльша приблизно в 1,5 рази;

2) iз цiлочисельних систем числення найбiльшою щiльнiстю запису iнформацiї во-

лодiє трiйкова система числення;

3) трiйкова логiка повнiстю включає в себе двiйкову логiку.

Як виявилось мiж системами зображення чисел зi скiнченними та нескiнченними

алфавiтами iснує тiсний зв’язок, наприклад, як для класичної двiйкової системи i

системи Q∞ – зображення [4, 5, 6].

У данiй роботi ми дослiджуємо модифiкацiю класичного трiйкового зображення.

Основним її завданням є обґрунтування коректностi означення нового зображення,

а також вивчення його геометрiї.

1. Модифiкацiя класичного трiйкового зображення дiйсних чисел

Означення 1. Зображення

∆
3

a1a2...an...
(1)

дiйсного числа

x = ∆3
0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

a1

1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

a2

2 . . . 2
︸ ︷︷ ︸

a3

...0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸
a3n−2

1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸
a3n−1

2 . . . 2
︸ ︷︷ ︸

a3n

...
, an ∈ Z0,

де an — це «довжина» серiї однакових послiдовних трiйкових цифр, називатимемо 3

– зображенням числа x.

Очевидно, що 3 – зображення є лише модифiкоацiєю класичного трiйкового зо-

браження, але на вiдмiну вiд останнього використовує не трисимвольний алфавiт, а

нескiнченний алфавiт, який є множиною цiлих невiд’ємних чисел.

З означення зрозумiло, що у 3 – зображеннi дiйсного числа не може стояти пiдряд

бiльше двох нулiв, тобто anan+1an+2 6= 000, n ∈ N . Крiм того, навiть домовившись

використовувати лише одне з двох зображень трiйково-рацiональних чисел, а саме з

перiдом (0) iснують проблеми з коректнiстю даного означення. Вони пов’язанi як з

переходом вiд трiйкового зображення до 3 – зображення, так i «навпаки». Остання

проблема пов’язана з тим, що не кожна послiдовнiсть (an) цiлих невiд’ємних чисел

визначає 3 – зображення ∆
3

a1a2...an...
. Наприклад, як трактувати запис ∆

3

123(400)? Iн-

ша проблема пов’язана з тим як записувати число, трiйкове зображення якого має

простий перiод (i)?

Вирiшуються цi проблеми наступними домовленостями.

З метою забезпечення кожного числа єдиним 3 – зображенням, яке не допускає

двозначних трактувань (тлумачень) домовимось:

а) число x = ∆3
...(i) записувати ∆

3

...1001001001..., де i = {0, 1};

б) два нулi пiдряд для 3 – зображення числа вживати у виключних випадках,

а саме: якщо трiйкове зображення числа x починається цифрою 2, тобто x =

∆3
2α2α3...

, тодi x = ∆
3

00a3...
, де a3 > 0, або число має простий перiод (i), про яке

згадувалось в а).

Пiсля введення цих вимог довiльне число x ∈ [0, 1) має єдине 3 – зображення.
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Визначимо перехiд вiд класичного трiйкового до 3 – зображення, тобто вiд послi-

довностi (αn) до (an), де αn ∈ {0, 1, 2}, an ∈ Z0. В силу однозначностi 3 – зображення

ak(x) – функцiя числа, яка визначає довжину k-тої серiї однакових трiйкових симво-

лiв (включаючи серiї нульової довжини). Очевидно, що для всiх n ∈ N мають мiсце

рiвностi:

a1 =







0, якщо α1 6= 0,

n, якщоαn+1 6= 0, алеαj = 0, j ≤ n;

a2 =







0, якщо αa1+1 = 2,

n, якщоαa1+1 = ... = αa1+n = 1, алеαa1+n+1 6= 1;

a3 =







0, якщо αa1+a2+1 6= 2, але a2 6= 0,

n, якщоαa1+a2+1 = ... = αa1+a2+n = 2, алеαa1+a2+n+1 6= 2;
. . .

a3k−i =







0, якщо αt+1 6= 2 − i, але a3k−i−1 6= 0,

n, якщоαt+1 = ... = αt+n = 2 − i, алеαt+n+1 6= 2 − i,

де
3k−i−1∑

j=1

aj = t, i = {0, 1, 2}.

Перехiд вiд 3 – зображення до трiйкового (вiд послiдовностi символiв (an) до по-

слiдовностi символiв (αn)), також є цiлком очевидним i визначається наступними

рiвностями:

α1 = 0, α2 = 0, . . . αa1 = 0,

αa1+1 = 1, αa1+2 = 1, . . . αa1+a2 = 1,

αa1+a2+1 = 2, . . . αa1+a2+a3 = 2,

. . .

αa1+a2+...+a3k+1 = 0, . . . , αa1+a2+...+a3k+a3k+1
= 0,

αa1+a2+...+a3k+1+1 = 1, . . . , αa1+a2+...+a3k+1+a3k+2
= 1,

αa1+a2+...+a3k+2+1 = 2, . . . , αa1+a2+...+a3k+2+a3k+3
= 2, . . . .

2. Геометрiя модифiкованого класичного трiйкового зображення

Вiдомо, що для фiксованого впорядкованого набору чисел (c1, c2, . . . , ck) з {0, 1, 2},

трiйковим цилiндром рангу k з основою c1c2 . . . ck називається множина ∆3
c1c2...ck

всiх

чисел x ∈ [0, 1], якi мають першi k трiйковi цифри рiвнi c1c2 . . . ck.

Трiйковий цилiндр є вiдрiзком, причому

∆3
c1c2...ck

=

[
k∑

i=1

ci

3i
,

1

3k
+

k∑

i=1

ci

3i

]

.

Нехай (c1, c2, . . . , cm) – фiксований впорядкований набiр елементiв алфавiту Z0, для

якого виконуються вище вказанi умови.
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Означення 2. Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm у 3 – зображеннi чисел нази-

ватимемо множину ∆
3

c1c2...cm
всiх чисел x ∈ [0, 1), якi мають наступне 3 – зображення

x = ∆
3

c1c2...cmam+1...am+k ...
, am+i ∈ Z0.

Внутрiшнiсть цилiндра ∆
3

c1c2...cm
позначатимемо ∇

3

c1c2...cm
.

Лема 1. Цилiндричнi множини мають наступнi властивостi:

1) якщо cm 6= 0, то

∆
3

c1c2...cm
= ∆3

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

c2

...α . . . α
︸ ︷︷ ︸

cm

β

⋃
∆3

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

c2

...α . . . α
︸ ︷︷ ︸

cm

γ
,

де α ≡ m− 1(mod 3), β ≡ m(mod 3), γ ≡ m+ 1(mod 3);

якщо cm = 0, то

∆
3

c1c2...cm−10
= ∆3

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

c2

...α . . . α
︸ ︷︷ ︸

cm−1

γ
,

де α ≡ m− 2(mod 3), γ ≡ m(mod 3);

2) якщо cm 6= 0, то ∆
3

c1c2...cm
= ∆

3

c1c2...cm1

⋃
∆

3

c1c2...cm01 i якщо cm = 0, то

∆
3

c1c2...cm−10 = ∆
3

c1c2...cm−101;

3) ∆
3

c1c2...cm
= ∆

3

s1s2...sk
, тодi i тiльки тодi, коли всi ci = si, m, k ∈ N;

4) ∇
3

c1c2...cm
6= ∇

3

s1s2...sk
, якщо хоча б одне з ci 6= si, m, k ∈ N;

5) для мiри Лебега має мiсце рiвнiсть

λ(∆
3

c1c2...cm
) = 2ψ(cm)·

(
1

3

)
m∑

i=1

ci+1

,

де ψ(cm) =

{
1, якщо cm 6= 0,

0, якщо cm = 0;

6) λ(∆
3

c1c2...cm
) → 0 (m→ ∞) для (cn) ∈ A∞;

7)
∞⋂

m=1

∆
3

c1c2...cm
≡ ∆

3

c1c2...cm...
= x ∈ [0, 1);

8) основне метричне вiдношення має наступний вигляд

λ(∆
3

c1c2...cmc
)

λ(∆
3

c1c2...cm
)

=
2ψ

∗(cm,c)

3c
, де ψ∗(cm, c) =







0, якщо cm · c 6= 0,

− 1, якщо c = 0,

1, якщо cm = 0;

9) дiаметр цилiндра визначається за формулою

diam(∆
3

c1c2...cm
) =







2

3
·

(
1

3

)
m∑

i=1

ci

, m ∈ (3k − 2) або m ∈ (3k),

(
1

3

)
m∑

i=1

ci

, m ∈ (3k − 1)

при cm 6= 0,
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diam(∆
3

c1c2...cm−10
) = λ(∆

3

c1c2...cm−10) =

(
1

3

)
m∑

i=1

ci+1

;

10) diam(∆
3

c1c2...cm
) ≥ λ(∆

3

c1c2...cm
).

Доведення. Властивiсть 1) випливає безпосередньо з означення 3 – зображення та

умов, що на нього накладаються. А саме, якщо x ∈ ∆
3

c1c2...cm
, то згiдно з означе-

нням x ∈ ∆3
0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

c2

...α . . . α
︸ ︷︷ ︸

cm

, де α ≡ m − 1(mod 3). Оскiльки у модифiкованому

зображеннi враховується повнота серiй однакових цифр, то очевидно, що при cm 6= 0

трiйкова цифра на (
m∑

i=1

ci + 1) мiсцi вiдмiнна вiд α, тому x ∈ ∆3
0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

c2

...α . . . α
︸ ︷︷ ︸

cm

β

i x ∈ ∆3
0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

c2

...α . . . α
︸ ︷︷ ︸

cm

γ
, причому α + 1 ≡ β(mod 3) i α + 2 ≡ γ(mod 3). Якщо

cm = 0, тодi отримаємо x ∈ ∆3

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

c2

...α . . . α
︸ ︷︷ ︸

cm−1

β . . . β
︸ ︷︷ ︸

cm=0

γ
≡ ∆3

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

c2

...α . . . α
︸ ︷︷ ︸

cm−1

γ
, де

α 6= γ 6= β, a α ≡ m− 2(mod 3) i γ ≡ m(mod 3).

Властивiсть 2) випливає iз властивостi 1). Бо якщо x ∈ ∆
3

c1c2...cm
i cm 6= 0, то

x ∈ ∆3
0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

c2

...α . . . α
︸ ︷︷ ︸

cm

β
≡ ∆

3

c1c2...cm1 i x ∈ ∆3
0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

c2

...α . . . α
︸ ︷︷ ︸

cm

γ
≡ ≡ ∆

3

c1c2...cm01,

тобто ∆
3

c1c2...cm
= ∆

3

c1c2...cm1

⋃
∆

3

c1c2...cm01. Якщо cm = 0, то x ∈ ∆3
0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

c2

...α . . . α
︸ ︷︷ ︸

cm−1

γ
≡

∆
3

c1c2...cm01 i α + 2 ≡ γ(mod 3).

Властивостi 3) i 4) випливають iз єдиностi 3 – зображення довiльного дiйсного

числа x з [0, 1).

Iз властивостi 1) видно, що цилiндр в 3 – зображеннi є об’єднанням двох трiйкових

цилiндрiв при cm 6= 0, тобто мiра Лебега λ(∆
3

c1c2...cm
) визначається як сума довжин

цилiндрiв ∆3
0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

c2

...α . . . α
︸ ︷︷ ︸

cm

β
i ∆3

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

c2

...α . . . α
︸ ︷︷ ︸

cm

γ
, а саме

λ(∆
3

c1c2...cm
) = λ(∆3

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

c2

...α . . . α
︸ ︷︷ ︸

cm

β
) + λ(∆3

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

c2

...α . . . α
︸ ︷︷ ︸

cm

γ
) =

=

(
1

3

)
m∑

i=1

ci+1

+

(
1

3

)
m∑

i=1

ci+1

= 2

(
1

3

)
m∑

i=1

ci+1

.

Якщо cm = 0, то

λ(∆
3

c1c2...cm−10) = λ(∆3
0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

c1

1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

c2

...α . . . α
︸ ︷︷ ︸

cm−1

γ
) =

(
1

3

)
m∑

i=1

ci+1

.

Властивiсть 6) випливає з 5) при m→ ∞.

Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm є послiдовнiсть вкладених компактiв, а

їх перетин визначає єдину точку x ∈ [0, 1) (властивiсть 7)). Основне метричне вiд-

ношення отримаємо пiдставивши значення мiри Лебега при фiксованому значеннi
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m та враховуючи, яких значень набувають цифри cm i c у 3 – зображеннi числа.

Властивiсть 9) випливає з 1) i 5), а 10) випливає з 5) i 9). �

3. Основи метричної теорiї

Метрична теорiя трiйкових розкладiв чисел пов’язана iз задачами на визначення

мiр Жордана, Лебега та iнших, множин тих дiйсних чисел, якi мають властивостi

пов’язанi iз специфiкою його зображення.

Найпростiшими, але суттєво важливими задачами метричної теорiї модифiковано-

го 3 – зображення чисел є задачi про мiру множин чисел з фiксованими 3 – цифрами

на певних мiсцях, а також множин чисел, де забороняється вживання якоїсь з 3 –

цифр.

3.1. Напiвцилiндри. Нехай ∆
k1

c1
– множина всiх чисел, якi на k1 – ому мiсцi 3 –

зображення мають фiксовану цифру c1, тобто ∆
k1

c1
≡ {x : ak1(x) = c1}.

Якщо k1 = 1, то множина ∆
k1

c1
є цилiндром ∆

3

c1
.

Якщо k1 = 2, то множина ∆
k1

c1
= ∆

2

c1
=

⋃

a1∈Z0

∆
3

a1c1
, а її мiра Лебега

λ(∆
2

c1
) = λ(∆

3

0c1) + λ(∆
3

1c1) + λ(∆
3

2c1) + . . .+ λ(∆
3

tc1
) + . . . =

=
2ψ(c1)

3c1+1
+

2ψ(c1)

3c1+2
+

2ψ(c1)

3c1+3
+ . . .+

2ψ(c1)

3c1+t+1
+ . . . =

2ψ(c1)

3c1+1
·

1

1 − 1
3

=
2ψ(c1)

2 · 3c1
,

де ψ(c1) =

{
1, якщо c1 6= 0,

0, якщо c1 = 0.

Очевидно, що множина ∆
k1

c1
чисел з [0, 1), для яких k1 – ша цифра має конкретне

значення c1, є об’єднанням цилiндричних множин:

∆
k1

c1
=

⋃

(a1,...,ak1−1)
ai∈Z0

∆
3

a1...ak1−1c1
.

Тому мiра Лебега визначається як сума довжин цих цилiндрiв, тобто

λ(∆
k1

c1
) =

∑

(a1,...,ak1−1)
ai∈Z0

λ
(

∆
3

a1...ak1−1c1

)

.

Зауважимо, що у випадку, коли c1 = 0, то при k1 ≥ 3 вiдповiдно до умов, якi

накладаються на «нулi» в модифiкованому зображеннi, цифра ak1−1 6= 0 i пiдряд не

може бути двох i бiльше нулiв, за виключенням цифр a1 i a2.

Оскiльки не всi цифри у 3 – зображеннi є незалежними однаково розподiленими,

через накладенi на них умови а) i б), то при k1 > 3 розв’язання задачi знаходження

мiри Лебега напiвцилiндра значно ускладнюється.

Лема 2. Множина ∆
k1

c1
має мiру Лебега, яка визначається з рiвностi:

λ(∆
k1

c1
) =

∞∑

i=0

sk1i · 2
ψ(c1)

3tk1
+c1+i+1 ,
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де ψ(c1) =

{
1, якщо c1 6= 0,

0, якщо c1 = 0,
число tk1 = min







∑

(a1,...,ak1−1)
ai∈Z0

ai







, sk1i — кiлькiсть всемо-

жливих наборiв a1, a2, . . . , ak1−1 таких, що сума всiх цифр в наборi дорiвнює tk1 + i,

i ∈ Z0.

Доведення. Через умови накладенi на 3 – зображення, виникають проблеми вжива-

ння цифри «0» для набору a1, a2, . . . , ak1−1 при k1 > 3. Тому введемо параметр tk1 та-

кий, що вiдповiдає набору a1, a2, . . . , ak1−1, в якому мiститься максимальна кiлькiсть

нулiв, а на вiдмiнних вiд нуля мiсцях стоять одиницi i виконуються умови накладенi

на 3 – зображення, тобто tk1 = min







∑

(a1,...,ak1−1)
ai∈Z0

ai







. Очевидно, що такиий набiр не

єдиний, тому кiлькiсть цилiндрiв для рiзних наборiв a1, a2, . . . , ak1−1, де сума цифр в

наборi дорiвнює tk1 позначимо sk10. Тодi мiра Лебега множини таких цилiндрiв згiдно

властивостi 5) леми 1 дорiвнює
sk10 · 2

ψ(c1)

3tk1
+c1+1 .

Очевидно, що далi необхiдно розглянути всеможливi набори a1, a2, . . ., ak1−1, якi

вiдповiдатимуть числу tk1+1 i їх кiлькiсть позначимо sk11. Тодi, мiра Лебега множини

цилiндрiв з основою a1a2 . . . ak1−1c1 таких, що має мiсце
∑

(a1,...,ak1−1)
ai∈Z0

ai = tk1+1, дорiвнює

вiдповiдно
sk11 · 2

ψ(c1)

3tk1
+1+c1+1 .

Продовживши цей процес далi, очевидно, що для tk1 + i та sk1i мiра Лебега об’єд-

нання всеможливих 3 – цилiндрiв дорiвнює
sk1i · 2

ψ(c1)

3tk1
+i+c1+1 .

Легко бачити, що λ(∆
k1

c1
) є сумою довжин всеможливих трiйкових цилiндрiв

∆3

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

a1

1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

a2

...α . . . α
︸ ︷︷ ︸

ak1
−1

β . . . β
︸ ︷︷ ︸

c1

γ
, де γ 6= β i набуває двох значень при c1 6= 0 або єдиного

при c1 = 0, рангу tk1 + c1 + 1, tk1 + c1 + 2, ..., tk1 + c1 + i+ 1,..., тобто

λ(∆
k1

c1
) =

∞∑

i=0

sk1i · 2
ψ(c1)

3tk1
+c1+i+1 .

�

Узагальнимо нашi мiркування.

Означення 3. Множина ∆
k1k2...km

c1c2...cm
= {x : aki

(x) = ci, i = 1, m} називається напiвци-

лiндром з основою

(
k1k2 . . . km

c1c2 . . . cm

)

.

Для довiльного набору c1, c2, . . . , cm, ci ∈ Z0 iз означення напiвцилiндра випливає

∆
k1k2...km

c1c2...cm
=

⋃

(a1,...,ak1−1,...,aki+1,...,aki+1−1,...,akm−1)

ai∈Z0

∆
3

a1...ak1−1c1ak1+1...aki+1−1ci+1aki+1+1...akm−1cm
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та має мiсце рiвнiсть

∆
k1k2...km

c1c2...cm
= ∆

k1

c1
∩ ∆

k2

c2
∩ . . . ∩ ∆

km

cm
.

Теорема 1. Мiра Лебега напiвцилiндра ∆
k1k2...km

c1c2...cm
обчислюється за формулою:

λ(∆
k1k2...km

c1c2...cm
) =

∞∑

i=0

skmi · 2
ψ(cm)

3tkm
+c1+c2+...+cm+i+1

,

tkm
=min







∑

(a1,...,ak1−1,...,aki+1,...,aki+1−1,...,akm−1+1,...,akm−1)

ai∈Z0

ai







, ψ(cm)=

{
1 при cm 6=0,

0 при cm=0,

skmi — кiлькiсть всеможливих рiзних наборiв a1, . . . , ak1−1, ak1+1, . . . , ak2−1, ...,

aki+1, . . . , aki+1−1, ..., akm−1+1, . . . , akm−1 при умовi, що сума всiх цифр в наборi до-

рiвнює tkm
+ i, i ∈ Z0.

Доведення. Використаємо мiркування, що й при доведеннi леми 2. Введемо па-

раметр tkm
, який дорiвнює сумi цифр в наборi a1, . . . , ak1−1, ak1+1, . . . , ak2−1, ...,

aki+1, . . . , aki+1−1, ..., akm−1+1, . . . , akm−1, де з урахуванням всiх умов накладених на

3 – зображення мiститься максимальна кiлькiсть нулiв, а на вiдмiнних вiд нуля

мiсцях стоять одиницi. Тобто

tkm
=min







∑

(a1,...,ak1−1,...,aki+1,...,aki+1−1,...,akm−1+1,...,akm−1)

ai∈Z0

ai







.

Оскiльки iснує не єдиний такий набiр, то кiлькiсть рiзних цилiндрiв

∆
3

a1...ak1−1c1ak1+1...aki+1−1ci+1aki+1+1...akm−1cm
, таких що сума цифр на мiсцях вiдмiнних вiд

k1, k2, ..., km дорiвнює tkm
, позначимо skm0. Мiра Лебега множини таких цилiндрiв

згiдно властивостi 5) леми 1 дорiвнює
skm0 · 2

ψ(cm)

3tkm
+c1+c2+...cm+1

.

Мiра Лебега множини цилiндрiв, що вiдповiдають значенням tkm
+ i та skmi, дорiв-

нює
skmi · 2

ψ(cm)

3tkm
+c1+c2+...cm+i+1

.

Легко бачити, що

λ(∆
k1k2...km

c1c2...cm
)=

∑

(a1,...,ak1−1,...,aki+1,...,aki+1−1,...,akm−1)

ai∈Z0

λ(∆
3

a1...ak1−1c1ak1+1...aki+1−1ci+1aki+1+1...akm−1cm
),

тому

λ(∆
k1k2...km

c1c2...cm
) =

∞∑

i=0

skmi · 2
ψ(cm)

3tkm
+c1+c2+...+cm+i+1

.

Що i треба було довести. �
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3.2. Множини чисел з послiдовнiстю фiксованих 3 – символiв.

Означення 4. Нехай (cm) – задана послiдовнiсть цiлих невiдємних чисел. Множиною

чисел з послiдовнiстю фiксованих 3 – символiв називають множину виду:

∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
= {x : x = ∆

3

a1a2...am...
, akm

(x) = cm, m ∈ N}.

Iз властивостей напiвцилiндрiв випливає ∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
=
⋂
. . .∞m=1 ∆

k1k2...km

c1c2...cm
.

Теорема 2. Мiра Лебега множини ∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
чисел з послiдовнiстю фiксованих 3 –

символiв рiвна нулю, тобто

λ(∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
) = 0.

Доведення. Нехай ∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
= K i

m⋂

i=1

∆
k1k2...ki

c1c2...ci
= Km. Тодi очевидно, що

K1 ⊃ K2 ⊃ K3 ⊃ . . . ⊃ Km ⊃ . . . ⊃ K,

то K ⊂ Km i λ(K) ≤ λ(Km) для всiх m ∈ N. Тодi λ(∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
) ≤ λ(

m⋂

i=1

∆
k1k2...ki

c1c2...ci
) → 0.

Oтже, λ(∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
) = 0. Що i треба було довести. �

Теорема 3. Множина ∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
чисел з послiдовнiстю фiксованих 3 – символiв є:

1) точкою ∆
3

c1c2...cm...
, якщо km − km−1 = 1, m ∈ N для всiх m i k1 = 1;

2) нiде не щiльною множиною при km − km−1 > 1, m ∈ N.

Доведення. 1) Якщо k1 = 1 i km − km−1 = 1 для довiльного m ∈ N, то напiвци-

лiндр ∆
k1k2...km

c1c2...cm
є цилiндром ∆c1c2...cm 3 – зображення при всiх m ∈ N. Тому множина

∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
є точкою.

2) Якщо km−km−1 = 1 починаючи з деякого номера p > 1, то множина ∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
є

злiченною. У випадку km−km−1 > 1 для нескiнченної множини номерiв m, множина

iз послiдовнiстю фiксованих 3 – символiв є континуальною. Тобто при km−km−1 > 1,

m ∈ N довiльну кiлькiсть разiв, множина ∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
є нiде не щiльною. �

3.3. Множини чисел з обмеженнями на вживання 3 – символiв. Тепер до-

слiдимо множини чисел iз забороною вживання заданої комбiнацiї 3 – цифр.

Розглянемо деяку множину H , яка має вигляд:

H = H [3,Z0 \ {s}] = {x : x = ∆
3

a1a2...an...
, де ak 6= s ∀ k ∈ N}.

Якщо скористатись переходом вiд 3 – зображення до класичного трiйкового, то

множину H можна подати у виглядi:

H [3, i...i
︸︷︷︸

s

]={x : x=∆3
α1α2...αn...

, деαk...αk+s 6= i...i
︸︷︷︸

s

, αk−1 6= i 6=αk+s+1 ∀ k ∈ N}.

Теорема 4. Множина H [3,Z0 \ {s}] є нiде не щiльною нуль-множиною Лебега.
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Доведення. Доведемо, що H [3,Z0 \ {s}] є нiде не щiльною.

Нехай (a, b) – довiльний iнтервал, що належить [0, 1). Легко вказати цилiндр, який

мiститься в ньому ∆
3

c1c2...cn
⊂ (a, b). Тодi iнтервал int∆

3

c1c2...cns
не мiстить жодної точки

множини H [3,Z0 \ {s}]. Таким чином, H [3,Z0 \ {s}] – нiде не щiльна.

Покажемо, що мiра Лебега множини H [3,Z0 \ {s}] рiвна нулю.

Нехай U0 = (0, 1), Un – об’єднання цилiндрiв рангу n, якi мiстять точки множини

H [3,Z0 \ {s}],

Un+1 = Un\Un+1. (2)

З властивостей цилiндрiв випливає Un ⊃ Un+1 ⊃ H [3,Z0 \ {s}] для всiх n ∈ N ,

H [3,Z0 \ {s}] =
∞⋂

n=1

Un = lim
n→∞

Un.

Тодi згiдно з неперервнiстю мiри Лебега зверху маємо:

λ(H [3,Z0 \ {s}]) = lim
n→∞

λ(Un).

Отже,

λ(H [3,Z0 \ {s}]) = lim
n→∞

[
λ(Un)

λ(Un−1)
·
λ(Un−1)

λ(Un−2)
· . . . ·

λ(U1)

λ(U0)

]

=

= lim
n→∞

n∏

k=1

λ(Uk)

λ(Uk−1)
=

∞∏

k=1

λ(Uk)

λ(Uk−1)
. (3)

З (2) випливає

λ(H [3,Z0 \ {s}]) =

∞∏

k=1

(

1 −
λ(Uk+1)

λ(Uk)

)

. (4)

Останнiй нескiнченний добуток збiгається до нуля тодi i тiльки тодi, коли
∞∑

k=1

λ(Uk+1)λ(Uk) = ∞.

Нехай ∆
3

c1c2...ck
– цилiндр з Uk, тодi можливо, що або ck = s

λ(∆
3

c1c2...ck−1s
)

λ(∆
3

c1c2...ck−1
)

=
2ψ(ck−1)

3s
, де ψ(ck−1) =

{
0, якщо ck−1 6= 0,

1, якщо ck−1 = 0,

або ck 6= s i

λ(∆
3

c1c2...ck−1ck
)

λ(∆
3

c1c2...ck−1
)

=
2ψ

∗(ck−1,ck)

3ck
, де ψ∗(ck−1, ck) =







0, якщо ck−1 · ck 6= 0,

1, якщо ck−1 = 0,

− 1, ck = 0.

Якщо ck < s, то
2ψ

∗(ck−1,ck)

3ck
>

2ψ(ck−1)

3s
; якщо ck > s, то

2ψ
∗(ck−1,ck)

3ck
<

2ψ(ck−1)

3s
.

Враховуючи це, маємо
λ(Uk+1)

λ(Uk)
≤

2

3s
.

Отже, ряд
∞∑

k=1

λ(Uk+1)λ(Uk) розбiгається i λ(H [3,Z0 \ {s}]) = 0. �

Наслiдок 1. Множина чисел

H [3,Z0 \ {s1, s2, ..., sn}] = {x : x = ∆
3

a1a2...an...
, де ak 6= si, ∀ k ∈ N, i = 1, n}

є нiде не щiльною множиною.
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Означення 5. Множину чисел з обмеженнями на вживання 3 – символiв називають

множину виду:

C[3, V ] = {x : x = ∆
3

a1a2...an...
, an ∈ V ⊆ Z0}.

Теорема 5. Множина чисел C[3, V ] з обмеженнями на вживання 3 – символiв є:

1) пiввiдрiзком [0, 1), якщо V = Z0;

2) нiде не щiльною, якщо V 6= Z0 i n — нескiнченна множина значень.

Доведення. 1) Якщо V = Z0, то множина C[3, V ] =
⋃

an∈V

∆
3

a1a2...an...
= [0, 1).

2) Для доведення цього факту достатньо показати, що C[3,Z0 \{c}] є нiде не щiль-

ною. Доведення аналогiчне до теореми 4.

�

Теорема 6. Мiра Лебега множини C[3, V ] обчислюється за однiєю iз формул

λ(C[3, V ]) =

∞∏

k=1

(

1 −
λ(Uk)

λ(Uk−1)

)

або λ(C[3, V ]) =

∞∏

k=1

λ(Uk)

λ(Uk−1)
,

де U0 = [0, 1], Uk — об’єднання цилiндрiв рангу k, серед внутрiшнiх точок яких є

точки множини C, Uk = Uk−1\Uk.

Доведення. У доведеннi теореми 4 цi формули були вже виведенi та позначенi вiдпо-

вiдно (3) i (4). �
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