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Анотацiя. У роботi вивчаються комбiнаторнi властивостi операцiй трiоїда. Опи-
сано дiмоноїди, всi вiдношення еквiвалентностi на яких є конгруенцiями. Наведено
приклади трiоїдiв з нулем.

On combinatorial properties of operations on trioids

A. V. Zhuchok

Luhansk Taras Shevchenko National University

Abstract. We study combinatorial properties of operations on a trioid and describe

dimonoids for which all equivalence relations are congruences. We also give examples of

trioids with zero.

Вступ

Непорожня множина T з трьома бiнарними асоцiативними операцiями a, ` та ⊥,
якi задовольняють такi аксiоми:

(x a y) a z = x a (y ` z), (T1)

(x ` y) a z = x ` (y a z), (T2)

(x a y) ` z = x ` (y ` z), (T3)

(x a y) a z = x a (y ⊥ z), (T4)

(x ⊥ y) a z = x ⊥ (y a z), (T5)

(x a y) ⊥ z = x ⊥ (y ` z), (T6)

(x ` y) ⊥ z = x ` (y ⊥ z), (T7)

(x ⊥ y) ` z = x ` (y ` z) (T8)

для всiх x, y, z ∈ T, називається трiоїдом. Це поняття вперше з’явилося у роботi Ж.-
Л. Лоде та М. О. Ронко [1] пiд час побудови операд, асоцiйованих з ланцюговими
модулями симплiксiв, та вивчалося в [2 – 4].
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У цiй роботi вивчаються комбiнаторнi властивостi операцiй трiоїда. Описано дi-
моноїди, всi вiдношення еквiвалентностi на яких є конгруенцiями. Також розглянуто
приклади трiоїдiв з нулем.

1. Трiоїди з нулем

У наш час iснує небагато прикладiв трiоїдiв (див. [1 – 4]). Природньою тому є
задача побудови нових трiоїдiв та теоретико-трiоїдних конструкцiй.

Наведемо приклад трiоїда з нулем.
Елемент 0 трiоїда (T,a,`,⊥) назвемо нулем, якщо

x ∗ 0 = 0 ∗ x = 0 ∗ 0 = 0

для всiх x ∈ T та ∗ ∈ {a,`,⊥}.
Як зазвичай через N будемо позначати множину всiх натуральних чисел.
Нехай P ∗ — вiльна напiвгрупа на двохелементнiй множинi X = {x, x̄}, n ∈ N ,

Pn ⊂ P ∗ — множина, яка мiстить слова довжини не бiльше нiж n, у запис яких
елемент x̄ входить принаймнi один раз. Нехай далi w — довiльне слово з Pn. Через w̃
позначимо слово, отримане з w замiною всiх лiтер x̄ на x. Довжину слова w будемо
позначати через lw.

На множинi Pn
⋃
{0} визначимо операцiї a,` та ⊥ за правилами:

wau =

{
wũ, lwu≤n,
0, lwu > n,

w`u =

{
w̃u, lwu≤n,
0, lwu > n,

w⊥u =

{
wu, lwu≤n,
0, lwu > n,

w ∗ 0 = 0 ∗ w = 0 ∗ 0 = 0

для всiх w, u ∈ Pn та ∗ ∈ {a,`,⊥}. Алгебру (Pn
⋃
{0},a,`,⊥) позначимо через P 0

n .

Твердження 1. P 0
n є трiоїдом з нулем.

Доведення. Безпосередньо перевiряється, що P 0
n є трiоїдом з нулем 0. �

Введемо одну теоретико-трiоїдну конструкцiю, яка поширює конструкцiю орто-
гональної суми напiвгруп [5].

Трiоїд (T,a,`,⊥) з нулем 0 назвемо ортогональною сумою трiоїдiв Ti, i ∈ Y,

якщо Ti 6= {0} для будь-якого i ∈ Y , T =
⋃
i∈Y Ti та Ti

⋂
Tj = Ti ∗ Tj = {0} для всiх

i, j ∈ Y, i 6= j, ∗ ∈ {a,`,⊥}. Ортогональну суму трiоїдiв Ti, i ∈ Y, позначимо через
O[Ti]i∈Y .
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Пiдмножина T ′ трiоїда (T,a,`,⊥) називається пiдтрiоїдом, якщо для будь-яких
a, b ∈ T з a, b ∈ T ′ випливає a a b, a ` b, a ⊥ b ∈ T ′ .

Зараз ми опишемо всi пiдтрiоїди ортогональної суми довiльних трiоїдiв.
Нехай O[Si]i∈I — ортогональна сума довiльних трiоїдiв Si, i ∈ I, Ti — до-

вiльний пiдтрiоїд трiоїда Si, i ∈ I. Для кожного I
′ ⊆ I, |I ′| > 1 покладемо

TI′ =
⋃
i∈I′ Ti, T 0

I′
= TI′

⋃
{0}.

Легко доводиться таке твердження.

Лема 1. Повний список пiдтрiоїдiв ортогональної суми довiльних трiоїдiв
Si, i ∈ I, такий:

1) пiдтрiоїди всiх трiоїдiв Si, i ∈ I;
2) пiдтрiоїди T 0

I′
, I

′ ⊆ I, |I ′| > 1.

2. Комбiнаторнi властивостi операцiй

У цьому пунктi вивчаються комбiнаторнi властивостi операцiй трiоїда.
Нехай (T,⊥) — довiльна напiвгрупа. Визначимо на T операцiї a та ` за правилами:

xay = x, x`y = y

для всiх x, y ∈ T .

Твердження 2 ([4], твердження 10). (T,a,`,⊥) є трiоїдом.

Трiоїд (T,a,`,⊥) будемо позначати через T⊥lr .
Через =(X) будемо позначати множину всiх перетворень множини X = {1, 2, 3}.

Для зручностi кожний елемент σ =

(
1 2 3

x y z

)
∈ =(X) будемо позначати через

(xyz), а тотожне перетворення множини X через ε.
Для кожного σ = (xyz) ∈ =(X) покладемо Tσ = (T, ∗x, ∗y, ∗z) — упорядкована

четвiрка, де T — непорожня множина, а ∗x, ∗y, ∗z — бiнарнi операцiї на T . Нехай

Λ = {(111), (222), (333), (121), (122)} ⊂ =(X).

Наступна теорема описує комбiнаторнi властивостi операцiй трiоїда.

Теорема 1. Для будь-якого трiоїда Tε алгебра Tσ, σ ∈ =(X), σ 6= ε, є трiоїдом,
якщо σ ∈ Λ. Iснує деякий трiоїд Tε, для якого алгебра Tσ, σ ∈ =(X)\{Λ

⋃
{ε}}, не є

трiоїдом.

Доведення. Нехай Tε — трiоїд. Очевидно, що алгебри T(111), T(222), T(333) є трiої-
дами. Покажемо, що Tσ є трiоїдом, коли σ дорiвнює (121) або (122).

Нехай σ = (121). Для всiх w, u, v ∈ Tσ маємо

(w ∗1 u) ∗1 v = w ∗1 (u ∗2 v) , (1)
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(w ∗2 u) ∗1 v = w ∗2 (u ∗1 v) , (2)

(w ∗1 u) ∗2 v = w ∗2 (u ∗2 v) , (3)

(w ∗1 u) ∗1 v = w ∗1 (u ∗1 v) . (4)

З (1) – (4) випливає, що аксiоми (T1)− (T8) трiоїда виконуються, тобто T(121) —
трiоїд.

Нехай σ = (122). Для всiх w, u, v ∈ Tσ виконуються рiвностi (1)− (3) та

(w ∗2 u) ∗2 v = w ∗2 (u ∗2 v) . (5)

З (1) – (3), (5) випливає, що аксiоми (T1)− (T8) трiоїда виконуються та T(122) —
трiоїд.

Доведемо другу частину теореми.
Нехай F [A] — вiльна напiвгрупа на множинi A та F [A]⊥lr — трiоїд (див. твер-

дження 2), у якого ⊥ позначає операцiю конкатенацiї напiвгрупи F [A]. Покладемо
Tε = F [A]⊥lr та покажемо, що при будь-якому σ ∈ =(X)\{Λ

⋃
{ε}} алгебра Tσ не є

трiоїдом.
Для довiльних w, u, v ∈ Tσ розглянемо наступнi випадки.
Нехай σ = (112) та v 6= u. Для Tσ перевiримо у цьому випадку аксiому (T6):

(w ∗1 u) ∗2 v = w ∗2 v = v 6= u = w ∗2 u = w ∗2 (u ∗1 v).

Оскiльки аксiома (T6) не виконується, то Tσ не є трiоїдом.
Нехай σ = (113). Перевiримо для Tσ аксiому (T8):

(w ∗3 u) ∗1 v = wu ∗1 v = wu 6= w = w ∗1 (u ∗1 v).

Отже, Tσ не є трiоїдом.
Вiзьмемо σ = (223). Оскiльки

(w ∗3 u) ∗2 v = wu ∗2 v = v 6= wv = w ∗3 (u ∗2 v),

то в Tσ аксiома (T5) не виконується.
Нехай σ = (132). Перевiримо у цьому випадку аксiому (T8):

(w ∗2 u) ∗3 v = u ∗3 v = uv 6= wuv = w ∗3 (u ∗3 v).

Таким чином, Tσ не є трiоїдом.
Нехай σ = (133). Для Tσ перевiримо аксiому (T6):

(w ∗1 u) ∗3 v = w ∗3 v = wv 6= wuv = w ∗3 (u ∗3 v).

Звiдси випливає, що Tσ — не трiоїд.
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Нехай σ ∈ {(211), (212), (213)} та v 6= u. У цьому випадку в Tσ аксiома (T1) не
виконується, тому що

(w ∗2 u) ∗2 v = u ∗2 v = v 6= u = w ∗2 (u ∗1 v).

Припустимо, що σ ∈ {(221), (231)} та v 6= u. Для Tσ перевiримо аксiому (T4):

(w ∗2 u) ∗2 v = u ∗2 v = v 6= u = w ∗2 (u ∗1 v).

Алгебра Tσ не є трiоїдом, оскiльки аксiома (T4) не виконується.
Якщо σ ∈ {(311), (312), (313)}, то операцiї алгебри Tσ не задовольняють аксiому

(T2), оскiльки
(w ∗1 u) ∗3 v = w ∗3 v = wv 6= w = w ∗1 (u ∗3 v).

Далi безпосередньо перевiряється, що в алгебрах T(232), T(321), T(331), T(332) не ви-
конується аксiома (T6), в алгебрах T(233), T(322) — аксiома (T4), в алгебрi T(131) —
аксiома (T8) та в алгебрi T(323) — аксiома (T1), тобто щойно розглянутi алгебри не є
трiоїдами.

�

При доведеннi теореми 1 ми використовували трiоїд F [A]⊥lr. Природньо охаракте-
ризувати властивостi трiоїда T⊥lr .

Безпосередньо доводяться наступнi три леми.

Лема 2. Перетворення τ трiоїда T⊥lr є його ендоморфiзмом (автоморфiзмом)
тодi й лише тодi, коли τ є ендоморфiзмом (автоморфiзмом) напiвгрупи (T,⊥).

Наслiдок 1. EndT⊥lr = End (T,⊥) , Aut T⊥lr = Aut (T,⊥) .

Лема 3. Бiнарне вiдношення ρ на трiоїдi T⊥lr є його конгруенцiєю тодi й лише
тодi, коли ρ є конгруенцiєю на напiвгрупi (T,⊥).

Лема 4. T⊥1
lr
∼= K⊥2

lr ⇔ (T,⊥1) ∼= (K,⊥2).

3. Дiмоноїди, в яких всi вiдношення еквiвалентностi є конгруенцiями

Нагадаємо, що непорожня множина T з двома бiнарними асоцiативними опера-
цiями a та `, якi задовольняють аксiоми (T1) − (T3), називається дiмоноїдом [6],
[7]. Визначення трiоїда можна сформулювати, використовуючи поняття дiмоноїда,
а саме: дiмоноїд (T,a,`) з бiнарною асоцiативною операцiєю ⊥, яка задовольняє
аксiоми (T4) − (T8), називається трiоїдом. Теорема 1 встановлює зв’язки трiоїдiв з
дiмоноїдами, показуючи, що будь-який дiмоноїд можна вважати трiоїдом.

У цьому пунктi ми розглянемо дiмоноїди, всi вiдношення еквiвалентностi на яких
є конгруенцiями.
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Теорема 2 ([8], теорема 5.10). Нехай S — напiвгрупа та |S|>1. Усi вiдношення
еквiвалентностi на S є її конгруенцiями в тому й лише в тому випадку, якщо
виконується одна з наступних умов:

1) S — група з двох елементiв;
2) S — напiвгрупа з нульовим множенням;
3) S — напiвгрупа правих нулiв;
4) S — напiвгрупа лiвих нулiв;
5) S — напiврешiтка з двох елементiв.

Лема 5 ([7], лема 3 (i)). Операцiї дiмоноїда (D,a,`) збiгаються, якщо (D,a) —
напiврешiтка.

Аналогiчно можна показати, що операцiї дiмоноїда (D,a,`) збiгаються, якщо
(D,`) — напiврешiтка.

Лема 6 ([9], лема 1). Операцiї дiмоноїда (D,a,`) збiгаються, якщо (D,a) ((D,`
)) — моноїд.

Наступна теорема описує дiмоноїди, всi вiдношення еквiвалентностi на яких є
конгруенцiями.

Теорема 3. Нехай (D,a,`) — дiмоноїд та a 6= `. Усi вiдношення еквiвалент-
ностi на (D,a,`) є його конгруенцiями в тому й лише в тому випадку, якщо вико-
нується одна з наступних умов:

1) (D,a) — напiвгрупа лiвих нулiв, (D,`) — напiвгрупа правих нулiв;
2) (D,a) — напiвгрупа лiвих нулiв, (D,`) — напiвгрупа з нульовим множенням;
3) (D,a) — напiвгрупа з нульовим множенням, (D,`) — напiвгрупа правих

нулiв.

Доведення. Вiдмiтимо, по-перше, що згiдно з [10] алгебра (D,a,`), яка задо-
вольняє умову 1) або 2), є (lz; rs)-дiмоноїдом, а умову 3) — (rs; rz)-дiмоноїдом.

Нехай (D, ∗1) — напiвгрупа лiвих нулiв, (D, ∗2) — напiвгрупа правих нулiв, (D, ∗3)

— напiвгрупа з нульовим множенням. Неважко перевiрити, що алгебри (D, ∗2, ∗1),
(D, ∗3, ∗1), (D, ∗2, ∗3) не є дiмоноїдами. Використовуючи цей факт, теорему 2, лему 5,
двоїсте твердження до леми 5 та лему 6, отримуємо, що якщо всi вiдношення еквiва-
лентностi на (D,a,`) є його конгруенцiями, то (D,a,`) збiгається або з (D, ∗1, ∗2),
або з (D, ∗1, ∗3), або з (D, ∗3, ∗2).

Навпаки, з теореми 2 отримуємо, що всi вiдношення еквiвалентностi на дiмоної-
дах, що задовольняють одну з умов 1) – 3), є конгруенцiями. �
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