
Íàóêîâèé ÷àñîïèñ ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï.Äðàãîìàíîâà. Cåðiÿ 1. Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêèÊè¨â: ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà.� 2015, � 17.�Ñ. 18�28.ÓÄÊ 517.5Ïðî îäíó ñiì'þ íåïåðåðâíèõ íåìîíîòîííèõñèíãóëÿðíèõ �óíêöié êàíòîðiâñüêîãî òèïóç �ðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìèÌ. Â. Ïðàöüîâèòèé, Î. Â. Ñâèí÷óê(Íàöiîíàëüíèé ïåäàãîãi÷íèé óíiâåðñèòåò iìåíi Ì. Ï. Äðàãîìàíîâà, Êè¨â, Óêðà¨íà)Àíîòàöiÿ. �îçãëÿäà¹òüñÿ îäíà ñiì'ÿ íåïåðåðâíèõ �óíêöié, ÿêà çàëåæèòü âiä ïî-ñëiäîâíîñòi ïàðàìåòðiâ. Âèâ÷àþòüñÿ ¨õ âàðiàöiéíi i �óíêöiîíàëüíi, äè�åðåíöiàëüíié iíòåãðàëüíi, àâòîìîäåëüíi i �ðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi, à òàêîæ âëàñòèâîñòi ðiâíiâ�óíêöi¨.Êëþ÷îâi ñëîâà: ñèíãóëÿðíà �óíêöiÿ, �óíêöiÿ êàíòîðiâñüêîãî òèïó, ñèíãóëÿðíà�óíêöiÿ êàíòîðiâñüêîãî òèïó, ìíîæèíà íåñòàëîñòi �óíêöi¨, âàðiàöiÿ �óíêöi¨, ðiâåíü�óíêöi¨, àâòîìîäåëüíiñòü ãðà�iêà �óíêöi¨.
Abstract. One family of continuous functions depending on the sequence of parame-

ters is considered in the paper. We study their variational and functional, differential

and integral, self-similar and fractal properties as well as properties of the level sets of

functions.

Keywords: singular function, function of Cantor type, singular function Cantor type,

set of non-constancy, variation of function, level set of function, self-similarity of graph

of function. Âñòóï×èìàëî �içè÷íèõ, åêîíîìi÷íèõ, áiîëîãi÷íèõ, ïñèõîëîãi÷íèõ òà ñîöiàëüíèõ ïðîöå-ñiâ ïðîòiêàþòü êðàé íåîäíîðiäíî â ÷àñi. I öÿ íåîäíîðiäíiñòü ìà¹ ðiçíi �óíêöiîíàëüíiïðîÿâè, ÿêi çíàõîäÿòü âiäîáðàæåííÿ â íåëiíiéíîñòi, íåñòàáiëüíîñòi, iððåãóëÿðíîñòiëîêàëüíèõ äè�åðåíöiàëüíèõ âëàñòèâîñòåé òîùî. Ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ òàêèõ ïðî-öåñiâ ¹ êàíòîðiâñüêi �óíêöi¨ � íåïåðåðâíi �óíêöi¨ ç àâòîìîäåëüíèìè âëàñòèâîñòÿìèi ìíîæèíîþ ñòàëîñòi, ùî ìà¹ ïîâíó ìiðó. Öå ¹ îäíèì ç àðãóìåíòiâ ïiäâèùåíîãî iíòå-ðåñó ìàòåìàòèêiâ äî �óíêöié öüîãî êëàñó. �ì i ïðèñâÿ÷åíà äàíà ðîáîòà.Òðèâàëèé ÷àñ â äîñëiäæåííÿõ �iãóðóâàëè â îñíîâíîìó ìîíîòîííi ñèíãóëÿðíi �óí-êöi¨, ÿêi ¹ �óíêöiÿìè ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ïåðøi ïðèêëàäè íiäå íå ìîíî-òîííèõ ñèíãóëÿðíèõ �óíêöié áóëè ïîáóäîâàíi â ðîáîòàõ iíäiéñüêèõ ìàòåìàòèêiâ [1℄,© Ì. Â. Ïðàöüîâèòèé, Î. Â. Ñâèí÷óê, 2015



Ï�Î ÎÄÍÓ ÑIÌ'Þ ÍÅÏÅ�Å�ÂÍÈÕ ÍÅÌÎÍÎÒÎÍÍÈÕ ÑÈÍ�ÓËß�ÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ 19[2℄, [4℄, àëå òðèâàëèé ÷àñ íîâèõ ðîáiò, ¨ì ïðèñâÿ÷åíèõ, íå áóëî. I ëèøå íà ïî÷àòêó 21ñò. ¨õ äîñëiäæåííÿ áóëè ïðîäîâæåíi [5℄,[13℄.Ñèíãóëÿðíi �óíêöi¨ âèêëèêàþòü íå ëèøå òåîðåòè÷íèé iíòåðåñ (ç íèìè ïîâ'ÿçà-íi ñêëàäíi òåîðåòèêî-éìîâiðíiñíi ïðîáëåìè [16℄), âîíè àäåêâàòíî îïèñóþòü ïåðåõiäíi�ðàêòàëüíi âèïðîìiíþâàííÿ [6℄, �iãóðóþòü ó çàäà÷àõ óïðàâëiííÿ ðîçïîäiëåíèìè ñè-ñòåìàìè [5℄ òà ií. [7℄, [8℄. 1. Îñíîâíèé îá'¹êòÍåõàé A5 ≡ {0, 1, 2, 3, 4} � àë�àâiò 5-îâî¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ, L ≡ A5× . . .×A5× . . .;
x =

∞∑

k=1

αk(x)

5k
≡ ∆5

α1α2...αk...� 5-îâå çîáðàæåííÿ ÷èñëà x ∈ [0, 1], (αk) ∈ L.Íåõàé (εn) � ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë, ïðè÷îìó 0 ≤ εn ≤ 1; (gn) �ïîñëiäîâíiñòü âåêòîðiâ, äå gn = (g0n, g1n, g2n, g3n, g4n), òàêèõ, ùî: g0n = g4n =
2 + εn

4
,

g1n = g3n =
−εn
4

, g2n = 0.�îçãëÿäà¹òüñÿ �óíêöiÿ
f(x) = δα1(x)1 +

∞∑

k=2

(

δαk(x)k

k−1∏

j=1

gαj(x)j

)

≡ ∆G
α1α2...αk...

, (1)äå δ0n = 0, δ1n =
2 + εn

4
, δ2n =

2

4
= δ3n, δ4n =

2− εn
4

, òîáòî
δ[i+1]n = δin + gin =

i∑

j=0

gjn, n ∈ N.Îñêiëüêè f íàëåæèòü äî êëàñó �óíêöié, ÿêi âèâ÷àëèñÿ â ðîáîòi [15℄, äå îáãðóíòî-âàíî êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ �óíêöi¨, äîâåäåíî ¨¨ íåïåðåðâíiñòü òà êàíòîðîâiñòü, òîòóò öi ïèòàííÿ ìè çàëèøà¹ìî ïîçà óâàãîþ.Íàãàäà¹ìî, ùî öèëiíäðîì ðàíãóm ç îñíîâîþ c1c2 . . . cm, ùî âiäïîâiäà¹ ï'ÿòiðêîâîìóçîáðàæåííþ ÷èñåë, íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà ∆5
c1c2...cm

= {x : x = ∆5
c1c2...cmαm+1αm+2...

}. ßêâiäîìî [12℄, öèëiíäð ¹ âiäðiçêîì, ïðè÷îìó öèëiíäð ðàíãó m ìà¹ äîâæèíó 5−m. Áiëüøåòîãî, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi (cn) ∈ L
∞⋂

m=1

∆5
c1c2...cm

≡ ∆5
c1c2...cm... = x ∈ [0, 1].ßê ñëiäó¹ ç ïðîâåäåíèõ â ðîáîòi [15℄ äîñëiäæåíü, �óíêöiÿ f ¹:1) ñòàëîþ íà êîæíîìó öèëiíäði âèäó ∆5
c1c2...cm2 i êðiì öüîãî íà öèëiíäðàõ ∆5

c1c2...cn−11i ∆5
c1c2...cn−13

, ÿêùî εn = 0; áiëüøå òîãî, âîíà ¹ ñòàëîþ íà (a, b) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëèiñíó¹ öèëiíäð iç âêàçàíèõ âèäiâ, ÿêèé ïîâíiñòþ ìiñòèòü äàíèé iíòåðâàë;2) ìîíîòîííîþ (à òî÷íiøå: íåñïàäíîþ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè εn = 0, n = 1, 2, 3, . . ..



20 Ì. Â. Ïðàöüîâèòèé, Î. Â. Ñâèí÷óêÎñêiëüêè óìà äîâæèí öèëiíäðiâ âèäó ∆5
c1c2...cm2 äîðiâíþ¹ 1, òî f(x) ¹ ñèíãóëÿðíîþ�óíêöi¹þ êàíòîðiâñüêîãî òèïó. �¨ ìíîæèíîþ íåñòàëîñòi (ìíîæèíà âñiõ òî÷îê x òàêèõ,ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 â ε - îêîëi Oε(x) òî÷êè x çíàéäóòüñÿ x1, x2 òàêi, ùî f(x1) 6=

f(x2)) ¹ ìíîæèíà êàíòîðiâñüêîãî òèïó
C[5; {0, 1, 3, 4}] = {x : x ∈ [0, 1], αn(x) ∈ {0, 1, 3, 4}},�ðàêòàëüíà ðîçìiðíiñòü �àóñäîð�à-Áåçèêîâè÷à ÿêî¨ äîðiâíþ¹ log5 4.Ëåìà 1. Äëÿ òîãî ùîá �óíêöiÿ f(x) íå ìàëà ïðîìiæêiâ ìîíîòîííîñòi, êðiì ïðî-ìiæêiâ ñòàëîñòi, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá íåðiâíiñòü εn 6= 0 âèêîíóâàëàñü äëÿíåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè çíà÷åíü n.Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. Äëÿ öüîãî ïðè-ïóñòèìî, ùî f íå ìà¹ ïðîìiæêiâ ìîíîòîííîñòi, êðiì ïðîìiæêiâ ñòàëîñòi, i ïðè öüîìó

εm 6= 0, àëå εn = 0 äëÿ âñiõ n > m.�îçãëÿíåìî öèëiíäðè÷íèé iíòåðâàë ∇5
0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

m

. Î÷åâèäíî, ùî âií íå ¹ ïðîìiæêîì ñòà-ëîñòi, oñêiëüêè
0 = f

(
∆5

(0)

)
< f



∆5
0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

m

1(0)



 = g0[m+1]

m∏

j=1

g0j <
m∏

j=1

g0j = f



∆5
0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

m−1

1(0)



 .�àçîì ç öèì �óíêöiÿ f ¹ ìîíîòîííîþ íà äàíîìó öèëiíäði, îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî
x ∈ ∆5

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

m

f(x) = δ01 +

m∑

k=2

(

δ0k

k−1∏

j=1

g0j

)

+

(
m∏

j=1

g0j

)

ϕm(x),äå �óíêöiÿ ϕm(x) = δαm+1(x)[m+1] +
∞∑

k=m+2

(

δαk(x)k

k−1∏

j=1

gαj(x)j

) ¹ ìîíîòîííîþ çãiäíî çíàâåäåíèì âèùå çàóâàæåííÿì 2. Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü ïåðøó ÷àñòèíó òâåð-äæåííÿ.Äîñòàòíiñòü. Íåõàé εnk
6= 0, n ∈ N . Ïðèïóñòèìî, ùî (a, b) � ïðîìiæîê ìîíîòîí-íîñòi, ùî íå íàëåæèòü æîäíîìó ç öèëiíäðiâ ñòàëîñòi. Òîäi ïðèíàéìíi îäèí ç êiíöiâ

a àáî b ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ öèëiíäðà 1 - ãî ðàíãó, ÿêèé íå ¹ ïðîìiæêîì ñòàëîñòi.Íåõàé òàêèì ¹ ÷èñëî a i ïðè öüîìó a ∈ ∇5
i = (ai, bi). Òîäi iñíó¹ öèëiíäð ∆5

i4 . . . 4
︸ ︷︷ ︸

nk−1

ÿêèéíàëåæèòü (a, b), ïðè÷îìó
f



∆5
i4 . . . 4
︸ ︷︷ ︸

nk−1

(0)



 < f



∆5
i4 . . . 4
︸ ︷︷ ︸

nk−1

1(0)



 > f



∆5
i4 . . . 4
︸ ︷︷ ︸

nk−1

2(0)



 ,ùî ñóïåðå÷èòü ìîíîòîííîñòi �óíêöi¨ íà (a, b). Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì îòðèìó¹òüñÿ ïðî-òèði÷÷ÿ ó âèïàäêó, êîëè òàêèì ÷èñëîì ¹ b. Äîñòàòíiñòü äîâåäåíî.
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�Íàñ öiêàâëÿòü: âàðiàöiéíi i �óíêöiîíàëüíi, äè�åðåíöiàëüíi é iíòåãðàëüíi, àâòîìî-äåëüíi i �ðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi �óíêöi¨ f(x), à òàêîæ òîïîëîãî-ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi¨¨ ðiâíiâ. 2. Âàðiàöiéíi âëàñòèâîñòiÖiêàâëÿ÷èñü âàðiàöiéíèìè âëàñòèâîñòÿìè �óíêöi¨ f(x), íàãàäà¹ìî, ùî âàðiàöi¹þ�óíêöi¨ íà âiäðiçêó [a, b] íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

V b
a (f) = sup

T

V b
a (T ; f),äå V b

a (T ; f) =

n−1∑

k=0

|f(xk+1)− f(xk)|, n ∈ N i âåðõíÿ ãðàíü áåðåòüñÿ çà âñåìîæëèâèìè
T - ðîçáèòòÿìè âiäðiçêà [a; b].Òåîðåìà 1. Âàðiàöiÿ �óíêöi¨ f îá÷èñëþ¹òüñÿ çà �îðìóëîþ

V 1
0 (f) =

∞∏

i=1

(1 + εi).Ôóíêöiÿ f ìà¹ îáìåæåíó âàðiàöiþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
∞∑

i=1

εi <∞. (2)Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè
V1 =

4∑

i=0

∣
∣f
(
∆5

i+1,(0)

)
− f

(
∆5

i(0)

)∣
∣ = 1 + ε1,

V2 = (1 + ε1) ·
4∑

i=1

∣
∣f
(
∆5

j+1,i+1,(0)

)
− f

(
∆5

j,i(0)

)∣
∣ = (1 + ε1) · (1 + ε2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Vn =
n∏

i=1

(1 + εi), òî
Vn ≤ V 1

0 (f).Áiëüøå òîãî, ìîæíà äîâåñòè, ùî
V 1
0 (f) = lim

n→∞
Vn.Òîäi

V 1
0 (f) = lim

n→∞

n∏

i=1

(1 + εi) =
∞∏

i=1

(1 + εi).Âðàõîâóþ÷è çâ'ÿçîê ìiæ çáiæíiñòþ íåñêií÷åííèõ äîáóòêiâ òà ðÿäiâ [10℄, à ñàìå:
0 <

∞∏

i=1

(1 + εi) <∞ ⇔
∞∑

i=1

εi <∞,



22 Ì. Â. Ïðàöüîâèòèé, Î. Â. Ñâèí÷óêìîæåìî êîíñòàòóâàòè, ùî �óíêöiÿ f(x) ¹ �óíêöi¹þ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ òîäi i òiëüêèòîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ (2).Òåîðåìó äîâåäåíî. �Íàñëiäîê 1. ßêùî 0 < ε0 ≤ εn àáî 0 < εn = const, òî �óíêöiÿ f ¹ �óíêöi¹þíåîáìåæåíî¨ âàðiàöi¨.Íàñëiäîê 2. ßêùî εn = qn, 0 < q < 1, òî �óíêöiÿ ¹ �óíêöi¹þ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨.3. Iíòåãðàëüíi âëàñòèâîñòiËåìà 2. �ðà�iê �óíêöi¨ f , îçíà÷åíî¨ ðiâíiñòþ (1), ñèìåòðè÷íé âiäíîñíî òî÷êè
C
(
1
2
, 1
2

).Äîâåäåííÿ. Öåíòðàëüíà ñèìåòðiÿ ïëîùèíè ç öåíòðîì C àíàëiòè÷íî çàäà¹òüñÿ �îð-ìóëàìè:
ϕ :

{
x′ = 1− x,

y′ = 1− y.
(3)Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ äîñèòü ïîêàçàòè, ùî

f(x) + f(x′) = 1.Îñêiëüêè
x′ = 1− x = ∆5

[4−α1][4−α2]...[4−αk]...
,a

f(x′) = δ[4−α1]1 + δ[4−α2]2g[4−α1]1 + δ[4−α3]3g[4−α1]1g[4−α2]2 + . . .i
gαkk = g[4−αk]k ∀k ∈ N,òî

f(x) + f(x′) =
(
δα11 + δ[4−α1]1

)
+
(
δα22 + δ[4−α2]2

)
gα11 + . . .+

+
(
δαk+1 + δ[4−αk+1][k+1]

)
gα11gα22 . . . gαkk + . . . .Âðàõîâóþ÷è, ùî δ0k + δ5k = δ1k + δ4k = δ2k + δ3k = 1 i gjk = g[4−j]k, îòðèìó¹ìî

δαkk + δ[4−αk]k = 1− g[4−αk] = 1− gαkk.Òîìó
f(x) + f(x′) = [1− gα11] + [1− gα22]gα11 + [1− gα33]gα11gα22 + . . . =

= 1− gα11 + gα11 − gα11gα22 + gα11gα22 − gα11gα22gα33 + . . . = 1.

�



Ï�Î ÎÄÍÓ ÑIÌ'Þ ÍÅÏÅ�Å�ÂÍÈÕ ÍÅÌÎÍÎÒÎÍÍÈÕ ÑÈÍ�ÓËß�ÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ 23Íàñëiäîê 3. Äëÿ iíòåãðàëà �iìàíà �óíêöi¨ f(x) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü
1∫

0

f(x)dx =
1

2
.4. Àâòîìîäåëüíi âëàñòèâîñòiÒåîðåìà 2. ßêùî εn = const 6= 0, Gi ≡ {M(x, y) : α1(x) = i, y = f(x)},

ϕi :







x′ =
1

5
x+

i

5
,

y′ = gi1y + δi1.
(4)òî ïðè i 6= 2 ìà¹ìî

ϕi(Γf) = Gi. (5)Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (5) ïîêàæåìî äâà âêëþ÷åííÿ:1) ϕi(Γf) ⊂ Gi i 2) Gi ⊂ ϕi(Γf ).Îñêiëüêè εn = const, òî ïîêëàäåìî, ùî gik = gi, δik = δi.1) Íåõàé M(x, y) ∈ Γf , òîáòî x ∈ [0, 1], y = f(x) = δα1(x) +
∞∑

k=2

(

δαk(x)

k−1∏

j=1

gαj(x)

)

.Òîäi
ϕi(M) =M ′

(
1

5
x+

i

5
; giy + δi

)

.Àëå x′ = 1
5
x+ i

5
= ∆5

iα1(x)α2(x)...
. Îá÷èñëèìî

f(x′) = f(∆5
iα1(x)α2(x)...

) = δi + gi

[

δα1(x) +
∞∑

k=2

(

δαk(x)

k−1∏

j=1

gαj(x)

)]

= δi + giy = y′.Îòæå, M ′ ∈ Gi. Òîìó ϕi(Γf ) ⊂ Gi.2) Íåõàé K ′(u′, v′) ∈ Gi, òîáòî u′ = ∆5
iα2(u′)α3(u′)...,

v′ = f(u′) = δi + gi

[

δα2(u′) +

∞∑

k=3

(

δαk(u′)

k−1∏

j=1

gαj(u′)

)]

= δi + gif(u),äå u = ∆5
α2(u′)α3(u′)....Òîäi K ′ = ϕi(K), äå K(u, v) : u = ∆5

α2(u′)α3(u′)..., v = f(u), òîáòî K ∈ Γi.Îòæå, ç 1) i 2) îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (5). �Çàóâàæåííÿ. Äàíà òåîðåìà äîçâîëÿ¹ ñïðîñòèòè îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà 1∫

0

f(x)dxáåçïîñåðåäíüî ç âèêîðèñòàííÿì éîãî àäèòèâíî¨ âëàñòèâîñòi áåç çíàííÿ ñèìåòði¨ ãðà-�iêà.



24 Ì. Â. Ïðàöüîâèòèé, Î. Â. Ñâèí÷óêÍàñëiäîê 4. ßêùî εn = ε = const 6= 0, òî ÷àñòèíà W ãðà�iêà Γf �óíêöi¨ f ,âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ
W = {M(x, y) : αk 6= 2 ∀k ∈ N, y = f(x)},¹ ñàìîà�iííîþ ìíîæèíîþ ïðîñòîðó R2 ç ðîçìiðíiñòþ, ùî ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

(
2 + ε

20

) x
2

+
( ε

20

)x
2
=

1

2
.5. Âèïàäîê ñòàáiëüíîñòi ïîñëiäîâíîñòi (εn): ìíîæèíè ðiâíiâÇîñåðåäèìî ñâîþ óâàãó íà εn = ε = 1. Äàíà �óíêöiÿ íàëåæèòü äî êëàñó �óíêöié,âëàñòèâîñòi ÿêèõ ÷àñòêîâî âèâ÷åíi â ðîáîòàõ [11℄, [14℄. Âîíà ¹ âèçíà÷åíîþ â êîæíiéòî÷öi [0, 1], îáìåæåíà i çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ç 5 �óíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü

f

(
i+ x

5

)

= δi + gif(x), gik = gi, i ∈ A5. (6)Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíîþ ðiâíÿ y0 �óíêöi¨ f íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà
f−1(y0) = {x : f(x) = y0}.Òåîðåìà 3. Ìíîæèíà âñiõ ðiâíiâ �óíêöi¨ f , ÿêi ìiñòÿòü âiäðiçêè ñòàëîñòi, ¹ çëi-÷åíîþ ìíîæèíîþ, ïðè÷îìó:1) ðiâåíü y0 = f

(

∆5
(2)

)

= 1
2
ìiñòèòü ëèøå îäèí âiäðiçîê ñòàëîñòi;2) êîæåí ç ðiâíiâ âèäó

y0 = f
(
∆5

c1c2...cm0(2)

)
= f

(
∆5

c1c2...cm3(2)

) i y0 = f
(
∆5

c1c2...cm1(2)

)
= f

(
∆5

c1c2...cm4(2)

)ìiñòèòü äâà âiäðiçêà ñòàëîñòi.Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ïðîìiæêè ñòàëîñòi �óíêöi¨ âè÷åðïóþòüñÿ öèëiíäðàìè: ∆2,
∆02, ∆12, ∆32, ∆42 i ò.ä., çàãàëüíèé âèãëÿä ÿêèõ ∆c1c2...cm(2), äå ci 6= 2, i = 1, m, m ∈ N ,òîáòî ðiâíi, ÿêi ìiñòÿòü ïðîìiæêè, ìàþòü âèãëÿä f−1

(

f
(

∆5
c1c2...cm(2)

)). Îñêiëüêè æ
f(∆5

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

m

(2)
) 6= f(∆5

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

k

(2)
) ïðè m 6= k, òî òàêèõ ðiâíiâ çëi÷åííà êiëüêiñòü.1. Äîâåäåìî, ùî ðiâåíü y0 = 1

2
= f

(

∆5
(2)

) ìiñòèòü ëèøå îäèí âiäðiçîê ñòàëîñòi. Ïðè-ïóñòèìî, ùî çíàéäåòüñÿ òàêèé âiäðiçîê ñòàëîñòi, äëÿ ÿêîãî òåæ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
f
(

∆5
c1c2...cm(2)

)

= 1
2
. Òîäi

f
(
∆5

c1c2...cm(2)

)
− f

(
∆5

(2)

)
= 0,

δc1 + δc2gc1 + . . .+ δcm

m−1∏

j=1

gcj +

m∏

j=1

gcj (δ2 + δ2g2 + . . .)− (δ2 + δ2g2 + . . .) = 0,
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δc1 + δc2gc1 + . . .+ δcm

m−1∏

j=1

gcj +
1

2

m∏

j=1

gcj −
1

2
= 0.Çíà÷åííÿ �óíêöi¨ ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ öèëiíäðà ∆1 áiëüøi çà 1

2
, à íà ∆3 � ìåíøi.Òîìó äàëi äîñëiäæåííÿ áóäåìî ïðîâîäèòè ëèøå íà öèëiíäðàõ ∆0 i ∆4. Îñêiëüêè ãðà-�iê �óíêöi¨ f ñèìåòðè÷íèé âiäíîñíî òî÷êè C (1

2
, 1
2

), òî çîñåðåäèìîñü íà äîñëiäæåííiöèëiíäðà ∆0. Îòæå,
3

4

(

δc2 + δc3gc2 + . . .+ δcm

m−2∏

j=2

gcj +
1

2

m−1∏

j=2

gcj

)

=
1

2
,

3

(

δc2 + δc3gc2 + . . .+ δcm

m−2∏

j=2

gcj +
1

2

m−1∏

j=2

gcj

)

= 2.Îñêiëüêè äîáóòîê m−1∏

j=2

gcj ¹ ïðàâèëüíèì çâè÷àéíèì äðîáîì çi çíàìåííèêîì 4m−2, à
δci � çi çíàìåííèêîì 4, òî äîìíîæèâøè îñòàííþ ðiâíiñòü íà 4m−1, áà÷èìî, ùî ëiâà÷àñòèíà áóäå öiëèì ÷èñëîì, òîáòî

3 ·
(

4m−1δc2 + 4m−1δc3gc2 + . . .+ 4m−1δcm

m−2∏

j=2

gcj + 4m−1 1

2

m−1∏

j=2

gcj

)

= 2 · 4m−1.Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi äiëèòüñÿ íà 3, à ïðàâà - íi. Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü,ùî ðiâåíü 1
2
ìiñòèòü ëèøå îäèí âiäðiçîê ñòàëîñòi.2. Äîâåäåìî, ùî âñi iíøi ðiâíi ìiñòÿòü äâà ïðîìiæêè ñòàëîñòi. Íåõàé ϕm(x) ≡

δc1 +
m∑

k=2

(

δck
k−1∏

j=1

gcj

). �îçãëÿíåìî ðiçíèöþ çíà÷åíü �óíêöi¨:
f(∆c1c2...cm0(2))− f(∆c1c2...cm3(2)) = ϕm + g0

m∏

j=1

gcj
1

2
− ϕm − δ3

m∏

j=1

gcj
1

2
− g3

m∏

j=1

gcj
1

2
=

=
3

8

m∏

j=1

gcj −
1

2

m∏

j=1

gcj +
1

8

m∏

j=1

gcj = 0,

f(∆c1c2...cm1(2))− f(∆c1c2...cm4(2)) = ϕm + δ1

m∏

j=1

gcj + g1

m∏

j=1

gcj
1

2
− ϕm − δ4

m∏

j=1

gcj−

−g4
m∏

j=1

gcj
1

2
=

3

4

m∏

j=1

gcj −
1

8

m∏

j=1

gcj −
1

4

m∏

j=1

gcj −
3

8

m∏

j=1

gcj = 0.Âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ çáiãàþòüñÿ. Îòæå, ðiâíi ìiñòÿòü äâà âiäðiçêè ñòàëîñòi. Äîâå-äåìî, ùî iíøèõ âiäðiçêiâ íåìà¹.�îçãëÿíåìî âèïàäêè.



26 Ì. Â. Ïðàöüîâèòèé, Î. Â. Ñâèí÷óê1) Ïðèïóñòèìî, ùî çíàéäåòüñÿ òàêèé âiäðiçîê ñòàëîñòi, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-íiñòü
f(∆c1c2...cm0(2)) = f(∆c1c2...cm...cm+k(2))àáî

f(∆c1c2...cm−k...cm0(2)) = f(∆c1c2...cm−k(2)), k < m, k ∈ N.1.1.
f(∆c1c2...cm0(2))− f(∆c1c2...cmcm+1...cm+k(2)) = 0.

3

8

m∏

j=1

gcj −
m∏

j=1

gcj

(

δcm+1 + . . .+ δcm+k

m+k−1∏

j=m+1

gcj +
1

2

m+k∏

j=m+1

gcj

)

= 0,

3

8
= δcm+1 + . . .+ δcm+k

m+k−1∏

j=m+1

gcj +
1

2

m+k∏

j=m+1

gcj ,

3 = 8

(

δcm+1 + . . .+ δcm+k

m+k−1∏

j=m+1

gcj +
1

2

m+k∏

j=m+1

gcj

)

.Îñêiëüêè äîáóòîê m+k∏

j=m+1

gcj ¹ ïðàâèëüíèì çâè÷àéíèì äðîáîì iç çíàìåííèêîì 4k−1,à δci � çi çíàìåííèêîì 4, òî äîìíîæèâøè îñòàííþ ðiâíiñòü íà 4k, áà÷èìî, ùî ëiâà÷àñòèíà áóäå öiëèì ÷èñëîì, òîáòî
3 · 4k = 8

(

4kδcm+1 + . . .+ 4kδcm+k

m+k−1∏

j=m+1

gcj + 4k
1

2

m+k∏

j=m+1

gcj

)

.Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi äiëèòüñÿ íà 3, à ïðàâà - íi. Ïðèéøëè äî ñóïåðå÷íîñòi.1.2.
f(∆c1c2...cm−kcm−k+1...cm0(2))− f(∆c1c2...cm−k(2)) = 0.

m−k∏

j=1

gcj

(

δcm−k+1
+ . . .+ δ0

m∏

j=m−k+1

gcj +
3

8

m+1∏

j=m−k+1

gcj

)

− 1

2

m−k∏

j=1

gcj = 0,

δcm−k+1
+ δcm−k+2

gcm−k+1
. . .+

3

8

m+1∏

j=m−k+1

gcj =
1

2
,

8δcm−k+1
+ 8δcm−k+2

gcm−k+1
. . .+ 3

m+1∏

j=m−k+1

gcj = 4.Îñêiëüêè äîáóòîê m+1∏

j=m−k+1

gcj ¹ çâè÷àéíèì ïðàâèëüíèì äðîáîì iç çíàìåííèêîì 4k, à
δci � çi çíàìåííèêîì 4, òî äîìíîæèâøè îñòàííþ ðiâíiñòü íà 4k, áà÷èìî, ùî çíà÷åííÿëiâî¨ ÷àñòèíè áóäå öiëèì ÷èñëîì, òîáòî
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8 · 4kδcm−k+1

+ 8 · 4kδcm−k+2
gcm−k+1

. . .+ 3 · 4k
m+1∏

j=m−k+1

gcj = 4 · 4k.Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi äiëèòüñÿ íà 2, à ëiâà - íi, îñêiëüêè îñòàííié äîäàíîê âèðàçóíå äiëèòüñÿ íà 2. Ïðèéøëè äî ñóïåðå÷íîñòi.2) Ïðèïóñòèìî, ùî çíàéäåòüñÿ òàêèé âiäðiçîê ñòàëîñòi, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-íiñòü
f(∆c1c2...cm4(2)) = f(∆c1c2...cm...cm+k(2))àáî

f(∆c1c2...cm−k...cm4(2)) = f(∆c1c2...cm−k(2)), k < m, k ∈ N.2.1.
f(∆c1c2...cm4(2))− f(∆c1c2...cmcm+1...cm+k(2)) = 0.

5

8

m∏

j=1

gcj −
m∏

j=1

gcj

(

δcm+1 + . . .+ δcm+k

m+k−1∏

j=m+1

gcj +
1

2

m+k∏

j=m+1

gcj

)

= 0.Ïðîâîäÿ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, îòðèìó¹ìî
5 · 4k = 8

(

4kδcm+1 + . . .+ 4kδcm+k

m+k−1∏

j=m+1

gcj + 4k
1

2

m+k∏

j=m+1

gcj

)

.Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi äiëèòüñÿ íà 5, à ïðàâà - íi. Ïðèéøëè äî ñóïåðå÷íîñòi.2.2.
f(∆c1c2...cm−kcm−k+1...cm4(2))− f(∆c1c2...cm−k(2)) = 0.

m−k∏

j=1

gcj

(

δcm−k+1
+ . . .+ δ0

m∏

j=m−k+1

gcj +
5

8

m+1∏

j=m−k+1

gcj

)

− 1

2

m−k∏

j=1

gcj = 0,Ïðîâîäÿ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, îòðèìó¹ìî
8 · 4kδcm−k+1

+ 8 · 4kδcm−k+2
gcm−k+1

. . .+ 5 · 4k
m+1∏

j=m−k+1

gcj = 4 · 4k.Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi äiëèòüñÿ íà 2, à ëiâà - íi, îñêiëüêè îñòàííié äîäàíîê âèðàçóíå äiëèòüñÿ íà 2. Ïðèéøëè äî ñóïåðå÷íîñòi.Îòæå, äàíi ðiâíi ìiñòÿòü íå áiëüøå äâîõ âiäðiçêiâ ñòàëîñòi. �
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