
Íàóêîâèé ÷àñîïèñ ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï.Äðàãîìàíîâà. Cåðiÿ 1. Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêèÊè¨â: ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà.� 2015, � 17.�Ñ. 44�52.Âïëèâ ïàðàáîëî¨äàëüíîãî âêëþ÷åííÿíà îñåñèìåòðè÷íå ãàðìîíi÷íå ïîëåÌ. À. ÌàðòèíåíêîÍàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó õàð÷îâèõ òåõíîëîãié (Óêðà¨íà, Êè¨â)Àíîòàöiÿ. Àíàëiòè÷íèì ìåòîäîì ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ ãàðìîíi÷íî-ãî ïîëÿ çà çàäàíèì éîãî ïîòîêîì íà ïàðàáîëî¨äàëüíîìó ïîâåðõíåâîìó ñåãìåíòi S.Âiäìiííiñòü ïîñòàâëåíî¨ ïðîáëåìè âiä çàäà÷ Äiðiõëå, Íåéìàíà â òîìó, ùî ïîâåðõíÿ S¹ íåçàìêíåíîþ. Çàäà÷à çâåäåíà äî iíòåãðî-äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìàäðóãîãî ðîäó i ïîêàçàíî, ùî â îêîëi ãðàíè÷íî¨ ëiíi¨ ïîâåðõíi S ïîòiê ìà¹ êîðåíåâóîñîáëèâiñòü.Êëþ÷îâi ñëîâà: ãàðìîíi÷íà �óíêöiÿ, äóàëüíi ðiâíÿííÿ, ñèíãóëÿðíiñòü ïîòîêó.
Abstract. A task of finding of the harmonic field by determined its flow on a parabol-

loidal surface segment S was by the analytical method. This problem differs from Dirichle

and Neuman tasks by surface S unlocking. The problem is reduced to second kind

integral-differential equation of Fredholm and has been shown that in the vicinity of the

boundary line of surface S has a root flow feature.

Key words: harmonic function, dual equations, singularity flow.Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Êëàñè÷íà ìàòåìàòè÷íà �içèêà ðîçãëÿäà¹ òðè îñíîâíi çà-äà÷i: çàäà÷ó Äiðiõëå, çàäà÷ó Íåéìàíà i ìiøàíó çàäà÷ó. Îá'¹äíó¹ öi çàäà÷i òå, ùî âíèõ ðîçøóêó¹òüñÿ ãàðìîíi÷íà �óíêöiÿ â îáëàñòi G çà âiäîìèì ¨¨ çíà÷åííÿì àáî ïî-òîêîì íà çàìêíåíié (ïîâíié) ïîâåðõíi S, ÿêà îáìåæó¹ îáëàñòü G [1℄. Â äàíié ðîáîòiðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ ïîòåíöiàëüíîãî ïîëÿ â ïðîñòîði çà âiäîìèìéîãî ïîòîêîì íà ïîâåðõíåâîìó ïàðàáîëî¨äàëüíîìó ñåãìåíòi. Ñóòò¹âà ¨¨ âiäìiííiñòüâiä êëàñè÷íèõ çàäà÷ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî â íié ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ãàðìîíi÷íîãî ïîëÿçàäàþòüñÿ íà ÷àñòèíi êðèâîëiíiéíî¨ ïîâåðõíi. Àêòóàëüíiñòü, ïðàêòè÷íà i òåîðåòè-÷íà çíà÷èìiñòü. �îçâ'ÿçàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî êëàñó çàäà÷ âiäêðèâà¹ øëÿõ äî äîñëi-äæåííÿ �içè÷íèõ ïîëiâ â îêîëi äå�åêòiâ ðiçíîãî ïîõîäæåííÿ (òðiùèíè, òîíêîñòiííiâêëþ÷åííÿ òà ií.). Òàêi ïðîáëåìè ¹ àêòóàëüíèìè i ìàþòü òåîðåòè÷íî-ïðàêòè÷íó çíà-÷èìiñòü, íàïðèêëàä, â çàäà÷àõ ãiäðîñòàòèêè, åëåêòðîñòàòèêè, òåïëîïðîâiäíîñòi.Çâ'ÿçîê ç iñíóþ÷èìè íàïðÿìêàìè íàóêîâèõ äîñëiäæåíü. Çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿãàðìîíi÷íîãî ïîëÿ çà âiäîìèìè éîãî çíà÷åííÿìè íà ïîâåðõíåâîìó êðèâîëiíiéíîìóñåãìåíòi ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷íèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ �içèêè.© Ì. À. Ìàðòèíåíêî, 2015
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�èñ. 1Äiéñíî, ÿêùî, íàïðèêëàä, ñ�åðè÷íèé ñåãìåíò iç çàäàíèì íà íüîìó ïîòîêîì ïðîäîâ-æèòè äî ïîâíî¨ ïîâåðõíi ñ�åðè, òî ïðèéäåìî äî êëàñè÷íî¨ çàäà÷i Íåéìàíà äëÿ êóëii ïðîñòîðó ç êóëüîâîþ ïîðîæíèíîþ.Ïóáëiêàöi¨ ç äàíî¨ òåìàòèêè. Äî äàíîãî êëàñó çàäà÷ ñëiä âiäíåñòè ðîáîòó [2℄, äåäîñëiäæåíî òåìïåðàòóðíå ãàðìîíi÷íå ïîëå iç çàäàíèì éîãî ïîòîêîì íà ñ�åðè÷íîìóñåãìåíòi.Ìåòîäèêà, çàïðîâàäæåíà â äàíié ðîáîòi, ìîæå áóòè ðîçïîâñþäæåíà íà øèðîêèéêëàñ çàäà÷ ïðî çíàõîäæåííÿ äèíàìi÷íî¨ ãàðìîíi÷íî¨ �óíêöi¨ â ïðîñòîði çà çàäàíèì¨¨ çíà÷åííÿì, àáî ïîòîêîì íà ñåãìåíòi ïîâåðõíi äðóãîãî ïîðÿäêó.Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé òðüîõâèìiðíå òiëî V , ÿêå ìiñòèòü òîíêå ïàðàáîëî¨äàëüíåâêëþ÷åííÿ, çíàõîäèòüñÿ â îñåñèìåòðè÷íîìó ãàðìîíi÷íîìó ïîëi (ðèñ.1). Âêëþ÷åííÿáóäåìî ìîäåëþâàòè âiäïîâiäíèì ìàòåìàòè÷íèì ðîçðiçîì ïî ïîâåðõíi S. Ââàæà¹ìî,ùî ïîòiê ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíþ S âiäñóòíié ("ïàðàáîëî¨äàëüíà ãðåáëÿ äëÿ ïîòîêó").Çàäà÷ó áóäåìî ðîçãëÿäàòè â ïàðàáîëî¨äàëüíèõ êîðäèíàòàõ îáåðòàííÿ ε, η, ϕ, ÿêiïîâ'ÿçàíi ç äåêàðòîâèìè êîîðäèíàòàìè ñïiââiäíîøåííÿìè [3℄:
x = ξη cosϕ; y = ξη sinϕ; z =

1

2

(
ξ2 − ν2

)
, (1)

(0 ≤ ξ <∞; 0 ≤ η <∞; 0 ≤ ϕ < 2π)à ç öèëiíäðè÷íèìè êîîðäèíàòàìè �îðìóëàìè:
z =

1

2

(
ξ2 − η2

)
; ρ = ξη;ϕ = ϕ. (2)Âðàõîâóþ÷è ìàñøòàáíi êîå�iöi¹íòè Ëàìå [4℄:

hξ = hη = h =
√

ξ2 + η2, hϕ = ξη (3)îñåñèìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà∆F = 0 â ïàðàáîëî¨äàëüíèõ êîîðäèíàòàõ îáåðòàííÿçàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi:
1

ξ2 + η2

(
d2F

dξ2
+

1

ξ

dF

dξ
+

d2F

dη2
+

1

η

dF

dη

)

= 0. (4)



46 Ì. À. Ìàðòèíåíêî�îçiá'¹ìî íàø ïðîñòið íà äâi îáëàñòi: âíóòðiøíþ îáëàñòü V1(ξ < ξ0) i çîâíiøíþ
V2(ξ > ξ0) (ðèñ. 1). Òîäi ìàòåìàòè÷íèé ðîçðiç áóäå ëåæàòè íà ïîâåðõíi S(ξ = ξ0; 0 ≤
η ≤ η0). Áóäåìî ââàæàòè, ùî îñåñèìåòðè÷íå ãàðìîíi÷íå ïîëå â ïðîñòîði áåç âêëþ÷åí-íÿ íàì âiäîìå F0(ξ, η), à ÷åðåç T (ξ, η) ïîçíà÷èìî çáóðåíå ïàðàáîëî¨äàëüíèì âêëþ÷åí-íÿì ãàðìîíi÷íå ïîëå, ÿêå íàì íåîáõiäíî çíàéòè. Âiäïîâiäíî äî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöi¨ñóìàðíå ãàðìîíi÷íå ïîëå â òiëi çàïèøåìî ó âèãëÿäi:

F (ξ, η) = F0(ξ, η) + T (η, ξ) (5)äå T (ξ, η) � íåâiäîìà ãàðìîíi÷íà �óíêöiÿ çáóðåííÿ, F0(ξ, η) � çàäàíà.Òàê ÿê ïîòiê ãàðìîíi÷íîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíþ S äîðiâíþ¹ íóëåâi, à ãàðìîíi÷íåïîëå i éîãî ïîòiê íà ïîâåðõíi ïàðàáîëî¨äà ïîçà ðîçðiçîì (ξ = ξ0, η > η0) íåïåðåðâíi,òî ãðàíè÷íi óìîâè çàïèøóòüñÿ ó âèãëÿäi:
T (ξ, η) =







T1(ξ, η); (ξ < ξ0, 0 < η <∞),

T2(ξ, η); (ξ > ξ0, 0 < η <∞),
(6)

dF (ξ, η)

dn
=

d

dn
[F0(ξ, η) + T (ξ, η)] = 0, (ξ = ξ0; 0 ≤ η ≤ η0),

dT1(ξ, η)

dn
=

dT2(ξ, η)

dn
= −dF0(ξ, η)

dn
= Π0(η), (ξ = ξ0, 0 ≤ η ≤ ∞).

(7)ßê âèäíî, íà ïîâåðõíi ïàðàáîëî¨äà äëÿ ïîòîêó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:
dT1(ξ, η)

dn
=

dT2(ξ, η)

dn
, (ξ = ξ0; 0 ≤ η ≤ ∞), (8)à ïîçà âêëþ÷åííÿì:

T1(ξ, η) = T2(ξ, η), (ξ = ξ0; 0 ≤ η ≤ ∞) (9)Àíàëiç ãðàíè÷íèõ óìîâ (6) � (9) ïîêàçó¹, ùî öÿ çàäà÷à íå íàëåæèòü äî êëàñè÷íèõçàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ �içèêè (Äiðiõëå, Íåéìàíà, ìiøàíî¨ çàäà÷i) [1℄. Òóò ãiáðèäíi ãðà-íè÷íi óìîâè i òîìó íåîáõiäíî øóêàòè iíøó ìåòîäèêó äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíî¨çàäà÷i.�îçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà (4) øóêà¹ìî çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåí-íÿ Õàíêåëÿ i �îðìóëè îáåðòàííÿ [5℄:
f̄(τ) =

∞∫

0

f(η)Jv(τη)ηdη; (0 ≤ τ <∞);

f̄(τ) =

∞∫

0

f(τ)Jv(τη)τdτ ;

(

v > −1

2

)

,

(10)



ÂÏËÈÂ ÏÀ�ÀÁÎËÎ�ÄÀËÜÍÎ�Î ÂÊËÞ×ÅÍÍß ÍÀ ÎÑÅÑÈÌÅÒ�È×ÍÅ �À�ÌÎÍI×ÍÅ ÏÎËÅ 47äå Jv(τη) � �óíêöi¨ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó [5℄. Óìîâîþ iñíóâàííÿ iíòåãðàëüíîãî ïå-ðåòâîðåííÿ Õàíêåëÿ äëÿ êóñêîâî-íåïåðåðâíî¨ �óíêöi¨ f(η) ¹ çáiæíiñòü iíòåãðàëó:
∞∫

0

f(η)
√
ηdη.ßêùî äî (4) çàñòîñóâàòè ïåðåòâîðåííÿ Õàíêåëÿ (10) i âðàõóâàòè ïîâåäiíêó �óíêöiéïðè ξ > ξ0 i ξ < ξ0, òî áóëî ïîêàçàíî, ùî îñåñèìåòðè÷íà ãàðìîíi÷íà �óíêöiÿ T (ξ, η)â îáëàñòÿõ V1(ξ < ξ0) i V2(ξ > ξ0) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ íàñòóïíèìè iíòåãðàëàìè Õàíêåëÿ[5℄:

T1(ξ, η) =

∞∫

0

α(τ)I0(τξ)J0(τη)τdτ ; (ξ < ξ0);

T2(ξ, η) =

∞∫

0

β(τ)K0(τξ)J0(τη)ηdτ (ξ > ξ0),

(11)äå In(τξ) � ìîäè�iêîâàíi �óíêöi¨ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó, Kn(τξ) � ìîäè�iêîâàíi�óíêöi¨ Ìàêäîíàëüäà [5℄, à α(τ), β(τ) � íåâiäîìi ùiëüíîñòi.Ïîòiê ãàðìîíi÷íîãî ïîëÿ çíàõîäèòüñÿ øëÿõîì äè�åðåíöiþâàííÿ T1(ξ, η) i T2(ξ, η)ïî íîðìàëi n̄ äî ïîâåðõíi ξ = ξ0:
dT1(ξ, η)

dn
=

∞∫

0

α(τ)I1(τξ)J0(τη)τ
2dτ (ξ < ξ0);

dT2(ξ, η)

dn
=

∞∫

0

β(τ)K1(τξ)J0(τη)τ
2dτ (ξ > ξ0).

(12)Íåâiäîìi ùiëüíîñòi α(τ), β(τ) íåîáõiäíî çíàéòè ç ãiáðèäíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ (6), (7)�îçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i. Ç óìîâè (8) âèêëþ÷èìî îäíó iç íåâiäîìèõ, íàïðèêëàä, β(τ).Ìà¹ìî:
β(τ) = −α(τ)I1(τξ0)

K1(τξ0)
. (13)Çàäîâîëüíÿþ÷è ïîñëiäîâíî iíøèì ãðàíè÷íèì óìîâàì, ïðèõîäèìî äî íàñòóïíî¨ ñè-ñòåìè ïàðíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÿäðàìè ó âèãëÿäi �óíêöié Áåññåëÿ:







∞∫

0

α(τ)I1(τξ0)J0(τη)τ
2dτ = −dF0

dn
= Π0(η); (ξ = ξ0; 0 < η < η0);

∞∫

0

α(τ)

K1(τξ0)
J0(τη)dτ = 0; (η > η0).

(14)Áåçïîñåðåäí¹ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó Ôóð'¹ äëÿ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ ñèñòåìè íå ïðèíîñèòüðåçóëüòàòó, à òîìó ââîäèìî íîâó íåâiäîìó �óíêöiþ ϕ(t) ÷åðåç iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð



48 Ì. À. Ìàðòèíåíêî
I [6℄:

α(τ)

K1(τξ0)
=

η0∫

0

ϕ(τ) sin τtdt = I, (15)äå ϕ(t), ϕ′(t) � íåïåðåðâíi �óíêöi¨ íà ïðîìiæêó [0, η0] i ϕ(0) = 0.Iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð I òîòîæíüî çàäîâîëüíÿ¹ äðóãîìó ðiâíÿííþ ñèñòåìè (14) íàîñíîâi íàñòóïíîãî çíà÷åííÿ íåâëàñíîãî iíòåãðàëó:
∞∫

0

sin τtJ0(τη)dτ =
H(t− h)
√

t2 − η2
; H(t− η) =







1; t > η,

0; t < η,
(16)äå H(t− η) � �óíêöiÿ Õåâiñàéäà [7℄.ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ iíòåãðàëüíèì ïðåäñòàâëåííÿì �óíêöi¨ Áåññåëÿ J0(τη) [7℄,

J0(τη) =
2

π

η

lim
0

cos τxdx
√

η2 − x2
(17)i ïiäñòàâèòè (15), (17) â ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (14), òî ïiñëÿ âiäïîâiäíèõ ïåðåòâî-ðåíü îòðèìà¹ìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Àáåëÿ [8℄

η∫

0

q(x)dx
√

η2 − x2
= −dF0

dn
= Π0(η); (0 ≤ η ≤ η0), (18)äå

g(x) =

η0∫

0

ϕ(t)M(t, x)dt, (19)
M(t, x) =

2

π

∞∫

0

I1(τξ0)K1(τξ0) sin τt cos τxτ
2dτ. (20)�îçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (18) ìà¹ âèãëÿä [8℄

g(x) =
2

π

d

dx

x∫

0

sΠ0(s)ds√
x2 − s2

. (21)Àñèìïòîòè÷íèé àíàëiç íåâëàñíîãî iíòåãðàëó (20) ïîêàçó¹, ùî âií ¹ ðîçáiæíèì ïðè
x = t. ßêùî â íèæíié ìåæi iíòåãðàë (20) îñîáëèâîñòåé íåìà¹, òî ïðè τ → ∞ ïîâåäiíêà(20) âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíîþ àñèìïòîòèêîþ äîáóòêó �óíêöié Áåññåëÿ i Ìàêäîíàëüäà[7℄:

I1(τξ0)K1(τξ0) ≈
1

2τξ0
− 3

16τ 3ξ30
= α11(τ); τ → 1 (22)Îòðèìàíå íàáëèæåííÿ äà¹ ìîæëèâiñòü ñóòò¹âî ïîëiïøèòè çáiæíiñòü íåâëàñíîãîiíòåãðàëó (20) øëÿõîì âèäiëåííÿ ãîëîâíèõ ñêëàäîâèõ, òîáòî:

I1(τξ0)K1(τξ0) =
1

2τξ0
− 3

16τ 3ξ30
+ [I1(τξ0)K1(τξ0)− α11(τξ0)]

I1(τξ0)K1(τξ0) = α11(τ) ∼ 0(τ−5); τ → ∞
(23)



ÂÏËÈÂ ÏÀ�ÀÁÎËÎ�ÄÀËÜÍÎ�Î ÂÊËÞ×ÅÍÍß ÍÀ ÎÑÅÑÈÌÅÒ�È×ÍÅ �À�ÌÎÍI×ÍÅ ÏÎËÅ 49ßêùî ïiäñòàâèòè (23) â (20) i ïðîâåñòè âiäïîâiäíi ïåðåòâîðåííÿ, òî áóëî ïîêàçà-íî, ùî iíòåãðàëè âiä ïåðøèõ äâîõ äîäàíêiâ çíàõîäÿòüñÿ â ÿâíîìó âèãëÿäi â êëàñióçàãàëüíåíèõ �óíêöié [9℄ íà ïiäñòàâi âiäîìèõ i îòðèìàíèõ ðiâíîñòåé:
∞∫

0

sin τt cos τxτdτ = −π
2
δ′t(t− x),

∞∫

0

sin τt cos τx

τ
dτ =

π

2
H(t− x),

(24)äå δ(t− x) � äåëüòà��óíêöiÿ Äiðàêà [9℄.Âðàõîâóþ÷è (24) âèðàç M(t, x) (20), ïðåäñòàâëÿ¹ìî ó âèãëÿäi:
M(t, x) = − 1

2ξ0
δ′t(t− x)− 3

18ξ30
−H(t− x) +K11(x, t), (25)äå

K11(x, t) =
2

π

∞∫

0

[I1(τξ0)K11(τξ0)− α11(τξ0)] sin τt cos τxτ
2dτ. (26)ßêùî âðàõóâàòè ðiâíiñòü (25), à òàêîæ

∫

ϕ(t)δ′t(t− x)dt = −ϕ′(x), (27)òî (21) ïåðåòâîðèòüñÿ â íàñòóïíå iíòåãðî�äè�åðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüíà äðó-ãîãî ðîäó [10℄
1

2ξ0
ϕ′(x)− 3

16ξ20

η0∫

x

ϕ(t)dt+

η0∫

0

ϕ(t)K11(x, t)dt =
2

π

d

dx

x∫

0

sΠ0(s)ds√
x2 − s2

= φ(x).×èñëîâi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ òàêèõ ðiâíÿíü ñüîãîäíi äåòàëüíî ðîçðîáëåíi â ëiòåðà-òóði [10℄.Ëîêàëüíèé àíàëiç ãàðìîíi÷íîãî ïîëÿ. Òàê ÿê êîíöåíòðàöiÿ �içè÷íèõ õàðàêòåðè-ñòèê ñïîñòåðiãà¹òüñÿ â îêîëi îñîáëèâèõ òî÷îê, ëiíié, ïîâåðõîíü, òî â äàíié çàäà÷iíåîáõiäíî äîñëiäèòè �içè÷íi ïîëÿ â îêîëi ëiíi¨ L, ÿêà ¹ ïåðåòèíîì äâîõ ïîâåðõîíü
S1(ξ = ξ0) i S2(η = η0). Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî ïåðåðiç ïðîñòîðó ïëîùèíîþ ϕ = const.Â ñèëó îñüîâî¨ ñèìåòði¨ äîñòàòíüî ïðîàíàëiçóâàòè ïîëÿ â îêîëi ò. B(ξ0, η0), ÿêà ¹ïî÷àòêîì ëîêàëüíî¨ ïîëÿðíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò s, γ.ßê ïîêàçó¹ àíàëiç �îðìóë (11), (12), ïîâåäiíêà T (ξ, η) i dT (ξ, n)

dn
çàëåæèòü âiäïîðÿäêó ùiëüíîñòi α(τ), β(τ) ïðè τ ≫ 1. Òîìó (15) çàïèøåìî ó âèãëÿäi:

I =



−ϕ(η0)
cos τη0
τ

+

τ0∫

0

ϕ′(t)
cos τt

τ
dt



 ; ϕ(0) = 0. (28)Ç (28) âèäíî, ùî â ñèëó íåïåðåðâíîñòi i îáìåæåíîñòi ϕ′(t) äðóãèé äîäàíîê ìà¹ïîðÿäîê 0(τ−2), à ïåðøèé 0(τ−1) ïðè τ ≫ 1 àáî τ → ∞. Òîìó ïåðøèé äîäàíîê â (28)



50 Ì. À. Ìàðòèíåíêîi àñèìïòîòèêà K1(τξ)I1(τξ) ïðè τ???1 âèçíà÷à¹ ïîðÿäîê êîíöåíòðàöi¨ �içè÷íèõ ïîëiââ ìàëîìó îêîëi ëiíi¨ L (ò. B(ξ0, η0)) .Ïîçíà÷èìî:
α(τ) ≈ −ϕ(η0)

cos τη0
τ

= ᾱ(τ). (29)Çíàéäåìî ïîòiê ãàðìîíi÷íîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíi ïàðàáîëî¨äà ïîçà ðîçðiçîì (ξ =

ξ0; η > η0).Âðàõîâóþ÷è iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ �óíêöi¨ Áåññåëÿ J0(τη) (17), à òàêîæ ïðåä-ñòàâëåííÿ íåâiäîìî¨ ùiëüíîñòi α(τ) ÷åðåç iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð I (15), ïîòiê ãàðìî-íi÷íîãî ïîëÿ (12) çàïèøåìî ó âèãëÿäi:
dF

dn
=

2

π

η∫

0

1
√

η2 − x2







η0∫

0

ϕ(t)





∞∫

0

K1(τξ0)I1(τξ0) cos τx sin τtτ
2sτ










dx, η > η0 (30)Äåòàëüíèé àíàëiç ïîêàçó¹, ùî òî÷êà η = η0 ¹ îñîáëèâîþ. Òîìó çîâíiøíié iíòåãðàëðîçiá'¹ìî íà ñóìó òðüîõ iíòåãðàëiâ:

η∫

0

=





η0−ξ∫

0

+

η0+ξ∫

η0−ξ

+

η∫

η0+ξ



 . (31)Ïðè çíàõîäæåííi ïåðøîãî iíòåãðàëó âðàõîâó¹ìî (18) � (21), îñòàííié iíòåãðàë çíà-õîäèòüñÿ çà óìîâè x > t, i òîìó M(t, x) = K11(x, t) (26), ñåðåäíié iíòåãðàë âiä ðåãó-ëÿðíèõ ñêëàäîâèõ äîðiâíþ¹ íóëåâi, à â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè η = η0 îòðèìàíî:
η0+ξ∫

η0−ξ

≈ −ϕ(η0)
ξ0π

η0+ξ∫

η0−ξ

1
√

η2 − x2





∞∫

0

cos τx cos τη0dτ



 dx = −ϕ(η0)
2ξ0

1
√

η2 − η20
; (η > η0)(32)Ç âðàõóâàííÿì (32) i ñêàçàíîãî ïåðåä öèì, äëÿ ïîòîêó ãàðìîíi÷íîãî ïîëÿ íà ïî-âåðõíi ïàðàáîëî¨äà ïîçà âêëþ÷åííÿì áóëà îòðèìàíà �îðìóëà:

dF (ξ, η)

dn
= −ϕ(η0)

2ξ0

1
√

η2 − η20
+

η0∫

0

Π0(x)dx
√

η2 − x2
+

η∫

η0

1
1
√

η2 − x2





∞∫

0

ϕ(t)K(t, x)dt



 dx, (t < x).(33)ßê áà÷èìî, ïðè η → η0 ïîòiê ãàðìîíi÷íîãî ïîëÿ ìà¹ êîðåíåâó ñèíãóëÿðíiñòü. Öåéðåçóëüòàò àäåêâàòíèé òèì çàãàëüíîïðèéíÿòèì ìiæíàðîäíèì íàóêîâèì âèñíîâêàì,ÿêi áóëè îòðèìàíi ïðè äîñëiäæåííi áiãàðìîíi÷íèõ ïîëiâ, íàïðèêëàä, â çàäà÷àõ ìàòå-ìàòè÷íî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi ç ïîäiáíèìè ãiáðèäíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàì [6℄. Ïî àíà-ëîãi¨ ç iíøèìè çàäà÷àìè �içèêè i ìåõàíiêè ñîöiëüíèõ ñåðåäîâèù, ââåäåìî êîå�iöi¹íòiíòåíñèâíîñòi ïîòîêó ãàðìîíi÷íîãî ïîëÿ KΠ çà �îðìóëîþ:
KΠ = lim

l0→0

dF (ξ0, η)

dη

√

2l0, (34)



ÂÏËÈÂ ÏÀ�ÀÁÎËÎ�ÄÀËÜÍÎ�Î ÂÊËÞ×ÅÍÍß ÍÀ ÎÑÅÑÈÌÅÒ�È×ÍÅ �À�ÌÎÍI×ÍÅ ÏÎËÅ 51äå l0 íàéêîðîòøà âiäñòàíü âiä ò. M(ξ0, η) äî ò. B0(ξ0, η0). Êîðèñòóþ÷èñü çàãàëüíîþòåîði¹þ òåíçîðíîãî àíàëiçó [4℄, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî:
l0 =

1

2

{

η
√

ξ20 + η2 − η0

√

ξ20 + η20 + ξ20 ln
η +

√

ξ20 + η2

η0 +
√

ξ20 + η20

}

. (35)Ïîìíîæèâøè (33) íà √
2l0, à ïiñëÿ öüîãî çäiéñíþþ÷è ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïðè

η → η0, îòðèìó¹ìî �îðìóëó äëÿ ðîçðàõóíêó êîå�iöi¹íòà iíòåíñèâíîñòi ïîòîêó ãàð-ìîíiéíîãî ïîëÿ:
Kη = − ϕ(η0)

2ξ0
√
η0

4

√

ξ20 + η20. (36)Òóò íåîáõiäíî çàóâàæèòè, ùî ïðè îöiíöi ìiöíîñòi i íàäiéíîñòi åëåìåíòiâ êîíñòðó-êöié ç äå�åêòàìè òèïó âêëþ÷åíü, òðiùèí, â êðèòåðiÿõ ìiöíîñòi âðàõîâóþòüñÿ íå ïîëåíàïðóæåíü â òiëi, à ëèøå ãðàíè÷íi ðiâíîñòi, ÿêi áàçóþòüñÿ íà çíà÷åííÿõ êîå�iöi¹íòiâiíòåíñèâíîñòi íàïðóæåíü [11℄.Çäiéñíèìî àñèìïòîòè÷íå iíòåãðóâàííÿ ïîòîêó ãàðìîíi÷íîãî ïîëÿ (12) â îêîëi ãðà-íè÷íîãî êîëà ïàðàáîëî¨äàëüíîãî âêëþ÷åííÿ. Äëÿ öüîãî ââåäåìî ëîêàëüíó ïîëÿðíóñèñòåìó êîîðäèíàò s, γ òàê, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åíü áóëèîòðèìàíi íàñòóïíi íàáëèæåííÿ:
(ξ − ξ0)

√

ξ2 + η20 ≈ s sin γ; (η − η0)
√

ξ20 + η2 ≈ s cos γ;

(ξ − ξ0) + η2 − η20 − 2iη0(ξ − ξ0) ≈ 2η0s(ξ
2 + η2)−0,5eiγ

(37)ßêùî âðàõóâàòè àñèìïòîòèêó �óíêöié ln(x), Kn(x) ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿ x:
In(x) ≈

ex√
2πx

[

1− 4n2 − 1

8x
+ . . .

]

;

Kn(x) ≈
√

π

2x
e−x

[

1 +
4n2 − 1

8x
+ . . .

]

,

(38)à òàêîæ àñèìïòîòè÷íå íàáëèæåííÿ íåâëàñíîãî iíòåãðàëó [7℄:
∞∫

0

eptJv(qt)dt =
qv

√

p2 + q2(p+
√

p2 + q2)
;

Rev > −1; Reρ > 0; p = ξ − e0 − iη0; q = eta,

(39)òî ïiñëÿ ðÿäó ãðîìiçäêèõ àíàëiòè÷íèõ àñèìïòîòè÷íèõ ïåðåòâîðåíü äëÿ ïîòîêó (12)áóëî îòðèìàíî íàñòóïíå ïåðøå íàáëèæåííÿ â îêîëi ëiíi¨ L
dT2
dn

≈ Kn

cos γ

2√
2s
, (40)äå Kn âèçíà÷à¹òüñÿ çà �îðìóëîþ (36). Ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ëîêàëüíèé ïîòiê äî-ñÿãà¹ ïðè γ i äîðiâíþ¹ íóëåâi ïðè γ = π.Íåîáõiäíî çâåðíóòè óâàãó íà âàæëèâiñòü �îðìóëè (40). �� ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ òà-êå, ÿê i â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi äëÿ òië îñëàáëåíèõ òðiùèíàìè, äåëîêàëüíèé àíàëiç ïîëÿ íàïðóæåíü ñêëàäà¹ îñíîâó ðîçðàõóíêó åëåìåíòiâ íà ìiöíiñòü.



52 Ì. À. ÌàðòèíåíêîÎá ðóíòóâàííÿ öi¹¨ íàóêîâî¨ êîíöåïöi¨ ïiäòâåðäæåíî ïðàêòè÷íî. Â ðîáîòàõ [11, 12℄âiäìi÷à¹òüñÿ, ùî äëÿ ñòàëi ðàäióñ îêîëó, äå ìàþòü ñóòò¹âi ðîçõîäæåííÿ ìiæ ëîêàëü-íèìè òåîðåòè÷íèìè òà åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè, ìà¹ ïîðÿäîê ïiâ ìiëiìåòðà. Òîìóöþ ñèíãóëÿðíiñòü, ÿê ñòâåðäæó¹òüñÿ â ìîíîãðà�i¨ [13℄, ¾íå ñëiä ðîçãëÿäàòè ÿê äî-êîðiííå ïðîòèði÷÷ÿ ëiíiéíî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi äîñëiäàì. Íàâïàêè, â ðàìêàõ ëiíiéíî¨òåîði¨ ïðóæíîñòi i ñèëüíî ñïðîùåíî¨ ñõåìàòèçîâàíî¨ ïîñòàíîâêè çàäà÷i, öÿ îáñòàâè-íà ¹ õîðîøèì âiäîáðàæåííÿì äiéñíîñòi¿. Öÿ íàóêîâà êîíöåïöiÿ ñïðàâåäëèâà i ïðèàíàëiçi ãàðìîíi÷íèõ ïîëiâ.Âèñíîâêè.1. Â ðîáîòi çàïðîïîíîâàíèé àíàëiòè÷íèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ ãàðìîíi÷íî¨ �óí-êöi¨ â ïðîñòîði çà âiäîìèì ¨¨ ïîòîêîì íà ïîâåðõíåâîìó ïàðàáîëî¨äàëüíîìóñåãìåíòi.2. Âiäìi÷åíî, ùî çîâíiøíÿ i âíóòðiøíÿ çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ ïàðàáîëî¨äà ¹ ÷à-ñòèííèì âèïàäêîì ðîçãëÿíóòî¨ çàäà÷i.3. Çàäà÷à çâåäåíà äî iíòåãðî-äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà äðóãîãîðîäó i ïîêàçàíî, ùî âñi õàðàêòåðèñòèêè ïîòåíöiàëüíîãî ïîëÿ çíàõîäÿòüñÿ ÷å-ðåç éîãî ðîçâ'ÿçîê.4. Ïðîàíàëiçîâàíî ëîêàëüíå ãàðìîíi÷íå ïîëå â îêîëi ãðàíè÷íî¨ ëiíi¨ ïîâåðõíåâîãîñåãìåíòà i ïîêàçàíî, ùî ïîòiê ïðè íàáëèæåííi äî ãðàíè÷íî¨ ëiíi¨ ñåãìåíòà ìà¹êîðåíåâó ñèíãóëÿðíiñòü. Ëiòåðàòóðà[1℄ Ìàðòèíåíêî Ì.À., Ëåãåçà Â.Ï. Iíæåíåðíi çàäà÷i ìàòåìàòè÷íî¨ �içèêè. � Ê.: ÍÓÕÒ. 2008. �389 ñ.[2℄ Ìàðòèíåíêî Ì.À., Ëåáåä¹âà I.Â. �îçïîäië òåìïåðàòóðè â ïðóæíîìó òiëi çi ñ�åðè÷íèì ðîçðiçîì.Âiñíèê Êè¨âñüêîãî óíiâåðñèòåòó. Ñåðiÿ: �içèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè. � 2009 ð., �4.[3℄ Óëèòêî À.Ô. Ìåòîä ñîáñòâåííûõ âåêòîðíûõ �óíêöèé â ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷àõ òåîðèèóïðóãîñòè.� Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1979. � 264 ñ.[4℄ Ìàê-Êîííåë À.Äæ. Ââåäåíèå â òåíçîðíûé àíàëèç. � Ì.: Ôèçìàòãèç, 1963. � 412 ñ.[5℄ Ñíåääîí È. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. � Ì.: ÈË, 1966.� 667 ñ.[6℄ Ìàðòèíåíêî Ì.À. Ìiøàíi ïðîñòîðîâi çàäà÷i ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi: ìîíîãðà�iÿ / � Ê.:Îñâiòà Óêðà¨íè. 2012. � 376 ñ.[7℄ Âàòñîí �.Í. Òåîðèÿ áåññåëåâûõ �óíêöèé. � Ì.: ÈË, 1949. � 798 ñ.[8℄ Çàáðåéêî Ï.Ï. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. � Ì.: Íàóêà, 1968. � 448 ñ.[9℄ �åëü�àíä È.Ì., Øèëîâ �.Å. Îáîáùåííûå �óíêöèè è äåéñòâèÿ íàä íèìè. � Ì.: Ôèçìàòãèç. 1968.� 439 ñ.[10℄ Âåðëàíü À.Ô., Ñèçèêîâ Â.Ñ. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ: ìåòîäû, àëãîðèòìû, ïðîãðàììû. � Êè-åâ: Íàóê. äóìêà, 1986. � 544 ñ.[11℄ Ïàíàñþê Â.Â., Àíäðåéêèâ À.Å., Êîâ÷èê Ñ.Å. Ìåòîäû îöåíêè òðåùèíîñòîéêîñòè êîíñòðóêöèîí-íûõ ìàòåðèàëîâ. / Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1977. � 278 ñ.[12℄ Íîéáåð �. Êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé / Ïåð. ñ íåì. Ïîä ðåä. À.È. Ëóðüå.� Ì.�Ë.: �îñòåõèçäàò,1947. � 204 ñ.[13℄ Ñåäîâ Ë.È. Ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû. � Ì.: Íàóêà, 1973. � Ò.2. � 584 ñ.


