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Я  г

И с с л е д о в а н и ю  а с и м п т о т и ч е с к о г о  п о в е д е н и я  р е ш е н и й  л и н е й ­
ны х д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  с п е р е м е н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н ­
т а м и  п о с в я щ е н а  о б ш и р н а я  л и т е р а т у р а  ( б и б л и о г р а ф и я  по  э т о м у  
в о п р о с у  п р и в е д е н а ,  н а п р и м е р ,  в к н и г е  И .  М .  Р а п о п о р т а  1) .  В  э т о й  
ж е  к н и ге  И .  М .  Р а п о п о р т а  п о д р о б н о  р а с с м а т р и в а е т с я  м е т о д  ис-  
с л е д о в а 1/н я  а с и м п т о т и ч е с к о г о  п о в е д е н и я  р е ш е н и й  л и н е й н ы х  д и ф ­
ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й ,  о с н о в а н н ы й  на п р е о б р а з о в а н и и  з а -  
д а н | б г о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  л и б о  з а д а н н о й  с и с т е м ы  
д и А е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  к с и с т е м е  с п е ц и а л ь н о г о  в и д а ,  н а ­
з в а н н о г о  а в т о р о м  Ь  —  д и а г о н а л ь н ы м .  В  д и с с е р т а ц и и  м ы  у к а з ы ­
в а ем  п р и ем  п р е о б р а з о в а н и я  з а д а н н о й  си с т е м ы  д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
ны х у р а в н е н и й  к / . —- д и а г о н а л ь н о м у  в и д у ,  п о з в о л я ю щ и й ,  к р о м е  
с л у ч а е в  п р и в е д е н и я ,  у ж е  р а с с м о т р е н н ы х  р а н е е  Н . Л е в и н с о н о м 2 
и И. М . Р а п о п о р т о м 1, о х в а т и т ь  т а к ж е  и р я д  н о в ы х  с л у ч а е в .  П о л ь ­
з у я с ь  этим  п р и е м о м ,  мы д е т а л ь н о  и с с л е д у е м  в д и с с е р т а ц и и  а с и м п ­
т о т и ч е с к о е  п о в е д е н и е  р е ш е н и й  Л и н ей н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  
у р а в н е н и й  в т о р о г о  и ч ет в ер т о г о  п о р я д к а ,  у с т а н а в л и в а я  д л я  э т и х  
у р а в н е н и й  р я д  н о в ы х  а с и м п т о т и ч е с к и х  ф о р м у л .

П р и м е н я е м ы е  н а м и  в д и с с е р т а ц и и  п р е о б р а з о в а н и я  д и ф ф е р е н ­
ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  т е с н о  св я з а н ы  с п р е о б р а з о в а н и я м и ,  на  к о ­
т о р ы х  о с н о в а н  а с и м п т о т и ч ес к и й  м е т о д  и н т е г р и р о в а н и я  д и ф ф е ­
р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й ,  р а з р а б о т а н н ы й  Н .  Б и р к х о ф о м 3 и 
Я. Д -  Т а м а р к и и ы м 4. В  св я зи  с эт и м  мы  н а ч и н а е м  д и с с е р т а ц и ю  с 
и з л о ж е н и я  у к а з а н н о г о  в ы ш е м е т о д а  Б и р к х о ф а  и Т а м а р к и н а .

В п ер в о й  г л а в е  р а с с м а т р и в а е т с я - с и с т е м а  л и н е й н ы х  д и ф ф е р е н ­
ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й

г д е  А{1) —- з а д а н н а я  ф у н к ц и о н а л ь н а я  м а т р и ц а ,  X —  б о л ь ш о й  
ч и с л о в о й  п а р а м е т р .  О с у щ е с т в л я я  в с и с т е м е  (1 )  л и н е й н у ю  п о д ­
с т а н о в к у  в и д а

—  =  1 А  ( 0  х ,  t  >  / 0, ( 1)

т

у>
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можно получить систему
с1уш и / ( / , +  с а, >•) у, і >  и, (2)

диагональную с точностью до малых порядка —  (№ (?, X) —

диагональная матрица, С (С X) — матрица, равномерно ограни­
ченная относительно X).

Пренебрегая в системе (2) малыми порядками и зам е­

няя, таким образом, уравнения (2) приближенными уравне­
ниями

элементарно интегрирующимися, можно получить так называ­
емое „ш-ое“ асимптотическое приближение для решения си­
стемы уравнений (I).

Во второй главе мы указываем следую щ ий прием п реоб­
разования заданных дифференциальных уравнений к В— диа­
гональному виду. Полагая Х = 1 ,  прийдем к такому выводу, 
что подстановка

х =  В (і) I  +  у  5 , ( 0
Л=1

У
преобразует систему дифференциальных уравнений

к виду
ё у
сИ

^  =  А (І)х, і > і0

=  № ( і ) у  +  С ( і ) у ,  * > / 0 (3 )

где
XV у)  =  М У ,  1), С(7) =  С(С 1).

Система дифференциальных уравнений (3) будет  /.-диаго- 
нальна, если элементы матрицы С (0  будут  абсолю тно инте­
грируемы в интервале ;/0, со).

И сходя из некоторых достаточны х условий абсолю тной  
интегрируемости элементов матрицы С (0 , м ож но установить  
следую щ ую  теорем у.
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Т е о р е м а  1.
П у с т ь  А  {() — м атрица, эл ем е н т ы  к о т о р о й  н еп р ер ы в н ы  в м е ­

с т е  с о  всем и  своим и п р о и зв о д н ы м и  вплоть д о  „т — « “ в к л ю ­
ч и т е л ь н о  в  и н т ер в а л е  ( /0, / х) при л ю б о м  к о н еч н о м  / х >  / 0, и 
при л ю б о м  / >  ( а м атрица A  (t) н е и м е е т  к р а т н ы х  с о б с т в е н ­
ны х ч и сел .  П у с т ь  д а л е е  В (t) — м атр и ц а , с о с т а в л ен н а я  и з  с о б ­
ст в ен н ы х  в ек т о р о в  м атрицы  A ( t ) ,  W 0 {t)  —  д и а г о н а л ь н а я  м а ­
т рица , со ста в л ен н а я  из со б с т в е н н ы х  ч и се л  м атрицы  A { t ) ,  (A { t ) B ( t )  — B ( t ) W Q[ t j )  n S 4 (/), А =  1,2, т  —  м атрицы , у д о в ­
л е т в о р я ю щ и е  ур авн ен и я м

W 0 (() S k (t) — S t (i) W 0 (t)  =  Gk (t)  +  W k (/),  A —  1,2, . . . ,  m,  

г д е
Gx (;l ) = B - i ( t ) B ' ( l ),

Gk ( t) =  S*_ i ( 0  H/x ( 0  +  . . .  +  Sj ( 0  (/) +  G, (/) S* _x ( 0  +

+  s ; _ , ( 0 ,  к  =  2,3,  . . . .  m.

Тогда, если элементы матриц5,(/) 1У*(/), /  =  т +  1 — А',... т,
А =  1,2, ..., т, 0 1(/)6’т (/), 5^(/) суммируемы в интервале (/Ооо)к. 
П т  8к(1) = 0, А =  1,2,.... т (то система дифференциальных урав-
нений

"  = л (!) х,  ̂> /0

при достаточно большом /0 приводится линейной подстановкой

к А — диагональному виду

^  =  [1У(1) +  С{1)]у,  ( > 1 0,

1 +  \  s»(?) ■У

где И/(/) =  У  №к,((), а С(/) — матрица, элементы которой аб-
л*поЛ-0

солютно интегрируемы в интервале (*о, оо) (матрицы (/), 
(О, •••, И̂ т (/) однозначно определяются из условной раз­

решимости уравнений, определяющих матрицы 5 1-(/)’ ...,
5 * (0 )-
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При т  =  1 мы приходим к случаю, рассмотренному И. М. 
Рапопортом \  при т  >  2 можно получить таким путем новые 
случаи приведения системы к Е — диагональному виду.

В третьей главе мы приводим вывод асимптотических фор­
мул для решений Е — диагональной системы дифференциаль­
ных уравнений, придерживаясь изложения вопроса, указанного 
И. М. Рапопортом в работе1.

Как показали Н. Левинсон2 и И. М. Рапопорт1 /. — ди­
агональная система дифференциальных уравнении

^  =  1 К ( / ) у  +  С 0 ) у ,  / > ' о

обладает фундаментальной системой частных решений 
Ук =  У><е(1), к ,  е =  1,2 .... , п,  

для которых имеют место асимптотические формулы

I' we <!) dt

Укс (О =  -f- 0(1)] С rjhc
0 при к  ф  еУ

1 при к  —  е )

если функции Vî  (/), 1Г2(0) >.. » w n (0 непрерывны в интервале 
(/0, ty) при любом конечном Е и смогут быть перенумерованы 
так, чтобы имели место неравенства

R e W i { t ) ^ . R e w 2 ( t )  ... </?ги/„(9 при / >  /„ 
для достаточно большого /0.

Четвертая глава посвящена исследованию асимптотического 
поведения решений линейного дифференциального уравнения 
второго поряка

cl^x
~ + p ( t ) x  =  О, О (4)

для которого, при различных предположениях относительно 
функции р  (/), мы устанавливаем следующие теоремы.

Теорема 2.
Если функция p ( t )  при достаточно большом /0 удовлетво­

ряет условиям
_ 5_ _

Р  2 Ц ) [ р '  ( t ) ] 2 e L ( t 0, с о ) ,  Р  2 ( t ) p "  (/)еЕ (/0, Оо), p ~ l ( t ) p ' ( t )
не врм ам ам м » 8 интервале. (/„, со),

с Г д ч .М е т 0 < р ( 0 < 0 О  п р и  t o < t < 0 0 ,
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d2x
aj r  +  p ( t ) x  =  о

имеет два линейно-независимых решения х х (/) и х 2 ((),  д л я  
которых справедливы асимптотические формулы:

_  ( _________

*i(0 — Р 4 (0 [cos 1 К р ( 0 ^  +  о(1)].
*0 х

L  (
*i'(0 =  P 4 ( 0 [— sin ]' |/'р(0^ +  о (1)],

т о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е

_  JL t
x.2 (t) =  p  4 (/) [sin J]/ p (/ )^  +  o(l)],

V  ( 0  =  p 4 (() [ c o s  f y > ( /)< #  + o ( l ) ] .

Теорема 3.
Если функция p ( t )  при достаточно большом (0 удовлетво­

ряет условиям
p - < W ( 0 ] 3sL(/01 ю ), pr3(Op'(/)/> '(OeL(/0> оо),

^Чодлл.ЦР'ДеДЛОС
p - 2( t ) p ' " ( q e L ( t 0, со), p-'( f )-p' (t )

не П рЯ1И Ш я— № в интервалу (/„, ос),

О <  Р  ( 0  <  00 при t ,  <   ̂ <  со, 

то дифференциальное уравнение

^ + Р ( 0 х  =  О

имеет два линейно-независимых решения, для которых спра­
ведливы асимптотические формулы:

_ J _  < ___  1 _ ±
Xi(0  =  р 4 (0 { COS j  { / р (0 +  39 Р 2 ({) [ р ’ (О]2} ^  +  0 (1)},

Xi'(0 =  P* (0 {— Sin j (0 +  3 2  Р 2 (O tp '  (Ol2) dt  +  о (1)}1 p ~ 2

1 _ ~ тXj (/) =  p  4 (0 { Sin И ] / р ( / ) + ^ р  (0[Р'(<Я*}Л +  о(1)},

i .  t ____ 1 _ L
x2'(0 =  P 4 (0{cos I CKp(0 +  3 2 p 2 ( O l P ' ( 0 1 * ) ^  + 0 c1)}-
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Теорема 4.
Если функция р (f) при достаточно большом ґ0 удовлетво­

ряет условиям:
_ и _ 7_

Р  2 ( О  ІР'  ( 0 1 4 s L  ( t 0 , с о ) ,  р  ~ ( / )  [ р " ( / ) ] * є £ . ( / 0, оо),
_  ±

Р 2 { t ) [ p ' ( t ) Y  p " ( t ) e L ( t 0, оо)
_ 7

p - * ( t ) p " ( t ) p ' " \ t ) e L { t 0, о о ) ,  р  2 ( t ) p ’ ( t ) p " ' ( t ) e L ( t ,  оо),
_ j>_

Р  2 ( t ) P l v  ( t ) e L ( t 0, оо),
_ j>_

р  - 1 ( 0  р '  ( О  / L  ( f 0 . оо),  р  2 ( / )  [ Р '  ( / ) ] *  £ Ц / 0, оо ),
3_

Р  2 ( t ) p " ( t ) 4 L ( t 0 , 00),  

о <  р (/) <  00 при /0 <  f <  Оо,

то дифференциальное уравнение

^ 2  - г  Р  ( 0  х  —  О

имеет два линейно-независимых решения, для которых спра­
ведливы асимптотические формулы:

- L  t  ___  , - - L
X i ( t )  = p  4 ( 0 {cos S{Vp{t) + 5iP 2 (О і р Ч О П Л  +  о О)}.

1- і . ___  , _ JL
* і ' (0  =  Р 4 (0 { - s i n  / U ^ p W +  ^ p  2 (0 [р ' (0 ]* }Л  +  о(1)}

и
- 1  * ___  і -  JL

Х2 (0  =  р 4 (0  {sin  И  Vp (0  +  3 2  Р 2 (O tp 'W lM ^  +  o O )} ,

_L І ____  , _ І _
* « ' ( 0 = Р 4 ( 0  { c o s  j  {  | / р  ( 0  +  §2 Р  2 ( / ) [ р ' ( 0 ] а } ^  +  о ( 1 ) } .

На примере дифференциального уравнения

d j x  , Q n Q a „  п
<tf2 +  /2 Х U

мы показываем, что установленные нами теоремы могут опре­
делять асимптотическое поведение решений дифференциаль-
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н о г о  у р а в н е н и я  (4) в т о  в р е м я ,  к о г д а  и з в е с т н ы е  к р и т е р и и  о к а ­
зы в а ю т с я  н е п р и м е н и м ы м и .

В п я то й  г л а в е  п р о в о д и т с я  и с с л е д о в а н и е  а с и м п т о т и ч е с к о г о  
п о в е д е н и я  р е ш е н и й  л и н е й н о г о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  
ч е т в е р т о г о  п о р я д к а

~ ~ p ( t ) x  =  0 ,  0  <  t <  оо ,

д л я  к о т о р о г о ,  п р и  р а з л и ч н ы х  п р е д п о л о ж е н и я х  о т н о с и т е л ь н о  
ф у н к ц и и  р  ( /) ,  у ст а н а в л и в а ю т с я  с л е д у ю щ и е  т е о р е м ы .

Т е о р е м а  5.
Е сл и  ф у н к ц и я  p ( t )  при д о с т а т о ч н о  б о л ь ш о м  t0 у д о в л е т в о ­

р я е т  у сл о в и я м :
_ _ ъ_

Р~ * V ) { p ' V ) ] 2 e L ( t 0, со ) ,  р ~  4 (() р "  (t) gL  ( / 0 , о с ) ,  

p ~ l ( , t ) p ' ( t )  <jWo, °°), / > ( / ) > О при  
т о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е

d*x
— p i t )  х — О

и м е е т  ч ет ы р е  л и н е й н о -н е з а в и с и м ы х  р е ш е н и я  х ^ / ) ,  х 2 ( / ) ,  х 3 (/),  
д л я  к о т о р ы х  с п р а в ед л и в ы  а с и м п т о т и ч е с к и е  ф о р м у л ы :

_  JL  t Л

*1  ( 0  =  Р  8 ( 0  [ c o s  р 4 ( 0  d t  +  о  (1)1,

-1 . i i
(О =  Р 8 ( 0  [ — sin  J > 4 ( / ) Л  +  0 (1 )1 ,

f 0
±  / 1

х / '  ( / )  =  — р 8 ( 0  (cos  J р 4 (/) d t  +  о  (1)],

JL ( L
Х х"'(/)  =  Р 8 ( 0  [ s in  £ р 4 ( 0 d t  +  о ( 1 ) ] ,

f о
-  -  ' 1

х 2 (/) =  р  а ( 0 [ s i n  j > 4 ( / ) Л  + 0 ( 1 ) 1,

_ +  I 1
х 2' ( / )  =  Р 8 ( 0  [ c o s  J p 4 ( О Л +  0 ( 1 )1,

0̂
+  I L

х2" (0  =  -  Р 3 ( 0 [s in J p 4 ( / ) Л  +  0 ( 1 ) 1 ,
(

7



( А_
4

ха" Ч О =  " " Р *  (0 [соэ } Р ( 0 Л  +  о(1)|,
< 1

У Р 4 ( ! )< К .

Х3 ( П = Р  (0 [1 "Н о (1) ] е '
( 1

_ ± _  У V 4 (О а<
Х ' т  =  р  8 (О Н  + о (1 ) ]е '=

1 Л
]  р  4 ( ( )  а г

Л ( / ) = = / ( 0 [ 1 + о ( 1 ) ]  *'•
( 1

х ' " ( 0  =  р а (0[1 + о  (1)]е‘°
]  V  4 (О  с»

г 1
_  _з_ — ]  р  4 (О  ш

х4(0  =  Р (О [1 +  о (1)] е

р 4 (О л

х4' ( 0 = - Р  в (О [1 ч- 0 ( 1 )] е

I _1_
- У  Р 4 (')<*'

хЛ О  =  /?а (0 П  +  0(1)1 е !а

(  _ 1_

_3_ -  У р 4 (О с»

х/"(0 = — Р8 (ОН -+-р(1)]е '•
Теорема 6, ,
Е с л и  ф у н к ц и я  р У )  при д о с т а т о ч н о  б о л ь ш о м  t Q у д о в л е т в о ­

р я е т  у с л о в и я м ;

_ 2 _  _  5_

р  2 ( * )  [ р ' ( 0 1 3 ( /о ,  * > ) ,  Р  2 ( О  р ' ( О  Р"  ( 0  е Е  ( / 0, о о ) ,

_з_

Р' \ 0 р " Ч 0 е Ь { 1  о ,  со), р-ЧОрЧО/Ц/о. оо), 
р (О >  о при /0<  / <  0 0 , .
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^ - Р ( 0 *  =  0

имеет четыре лннейно-независимых решения х у (t), x z (t), х 3 ((), 

х л ((),  для которы х справедливы асимптотические формулы:
_3 | _1 _S_

•V. (!)  =  Р ~  * (0 [cos j  { р  4 (/) -  - щ  р 4 (0 Ip' (Of) d t  +  0 ( 1 )],

1  ( J_  _  _Я_

* i' tO = P ~  s (/ )L -s in i { p 4 ( O - ^ p -  4( 0 И 9 ) * } Л + о ( 1 ) ] /  

—  ' - L  ,  _ J L

V  (0 —  —  p * (/) lco> j { p'4 (0 -  -j|g p 4 (/) f p ' ( O f ) d t +  o(l)],

3. 1 JL r
* Г ( 0  =  р 8 ( t ) l s l n f { p * ( t ) - ^ p  4 (/ )[p '(0 f)^  +  o(l)],

_ J _  ( i  ,  - i -  '
M O  =  P 8 (0 [sin j V t o - J ^ p  4(0 [ p ' ( O f) ^ .+  o(i)],

— — * 1  r  - ±
• V(0 ==p 8(0 [cos J ( p 4 (t) -  -^ g  P ‘ (О [p' ( O f ) Л  +  0(1)],

J _  I J _  c  _  JL

Д/ (0 =  -  p  8 (0 [sin j { p  4 (0 -  щ  P 4 (0 fp ' ( O f} d t  +  о (1)],

_* / JL 4 - -
-V "  (0 =  - P  8 ( 0 [cos l i p  4 (f) - / + - p 4 ( 0 [p' (O f) dt  +  0 (1)],

t J_ _ _9_
_JL J [p4(i) +  iT8p 4 <0 ip' (03*) d t

*a(0 =  P  8 ( 0  f 1 + 0 ( 1 ) ]  +
f • JL r _ j>_

__L f { p4(l) +  iT8p 4 (0 tP' (OF}
V ( 0  =  p  8 (0 [1 +  0 (1 )]/

f J _  £

' 2 -  J (p4 ('>+F8 P 4 ('HP' (OF} df '
V ' ( 0 = p 8 (0 [1 +  0 (1 )]/

т о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е
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• *  1 _  9_

J .  j ' { p 4 (0 + T|g P  4 (О [P' («)]■ } d i

P \ t ) [ \  +  o ( i ) ]< +
< J_ __ 9

_ Л  _ f {p 4 (0 + j|g  P 4 (') [p' (<)]’ } dl
x4 (/) =  p Ь(0 П  +  o(i)]<?

+ J_ _ 9_
_  J_ ~ f {P 4 (') +  j|g P 4 (0 tP' (О]' } ^

X4' ( t ) =  - P  V ) [ l  + 0 ( 1 ) ]  г '*
I _1_ _  _я_

J_ -  j  { p 4 (0 + jig P 4 (0 IP' (ПГ ) dt
V ' ( 0  =  P 8(0  [1 +  о (!)]<? ia

t  j_ __ L
±  ~ f {p 4 (0 + jig P 4 (О [РГ(0]‘ } dt

=  - p 8 (Oil +  o(l)]<? '•
На примере дифференциального уравнения

(in ty ( 
d i4 '

мы показываем, что установленные нами теоремы позволяют  
охватить более  широкий класс дифференциальных уравнений, 
чем цитированные выше исследования.
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