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сучасної математики i фiзики та методики їх навчання». Секцiя 1. — С. 10.

УМОВИ IНТЕГРОВНОСТI ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ РЯДIВ

В.В. Бовсуновська, П.В. Задерей, Я.Г. Мокану
(КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна)

А. Зигмундом (див. [1, стор. 233]) встановлене таке твердження. Для того, щоб
тригонометричний ряд

a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (1)

був рядом Фур’є функцiї f(·)∈L1[−π, π], необхiдно i достатньо, щоб
π∫

−π

|σN(x)− σn(x)|dx→ 0 при N > n→ ∞, де

σn(x) =
n−1∑
k=0

(
1− k

n

)
(ak cos kx+ bk sin kx)

є сумою Фейера порядку n ряду (1).
Базуючись на результатi С.О. Теляковського [2], про асимптотичну рiвнiсть для

iнтеграла вiд модуля функцiї, заданої тригонометричним рядом, встановлено бiльш
прозорi умови iнтегровностi ряду (1).

Теорема 1. Для того, щоб ряд (1) був рядом Фур’є функцiї f(·)∈L1[−π, π], необхiдно
i достатньо, щоб

n−1∑
k=1

1

k

∫ π

−π

|βk + αN−1−k cos x+ βN−1−k sinx|dx→ 0 при N > n→ ∞,

де

αk =


( 1
n
− 1

N
)kak, 1 ≤ k ≤ n− 1,

(1− k
N
)ak, n ≤ k ≤ N − 1,

0, k ≥ N ;

βk =


( 1
n
− 1

N
)kbk, 1 ≤ k ≤ n− 1,

(1− k
N
)bk, n ≤ k ≤ N − 1,

0, k ≥ N ;

Лiтература

[1] Зигмунд А. Тригонометрические ряды: В.2-х томах — М.: Мир, 1965.— Т.1 — 615 с.
[2] Теляковский С.А. Оценка нормы функции через ее коэффициенты Фурье, удобная в задачах теории

аппроксимации // Тр. мат. ин-та АН СССР. — 1971. — Т. 109. — С. 65–97.

c⃝ Бовсуновська В.В., Задерей П.В., Мокану Я.Г., 2019
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ПОБУДОВА АСИМПТОТИЧНОГО РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI КОШI
ДЛЯ ЛIНIЙНОЇ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНОЇ СИСТЕМИ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

Говорадло Н.В., Козакова Н.В., Пафик С. П.
(НПУ iменi М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Розглянуто задачу Кошi

ε2
d2x

dt2
+ εA(t; ε)

dx

dt
+B(t; ε)x = f(t; ε) · exp

ε−1

t∫
0

α(τ)dτ

 , (1)

x(0; ε) = x0(ε),
dx(t; ε)

dt

∣∣
t=0

= x1(ε), (2)

в якiй x(t; ε)- шуканий, а f(t; ε) – вiдомий n-вимiрнi вектори, A(t; ε), B(t; ε) - вi-
домi квадратнi матрицi n-го порядку, t ∈ [0;T ], ε - малий дiйсний параметр, ε ∈
(0; ε0], ε0 ≪ 1.

Початкову задачу (1), (2) дослiджено при виконаннi наступних умов:
1. Матрицi A(t; ε), B(t; ε) i вектор f(t, ε) допускають на вiдрiзку [0;T ] рiвномiрнi

асимптотичнi розвинення за степенями малого параметра ε:

A(t; ε) ∼
+∞∑
k=0

εkAk(t), B(t; ε) ∼
+∞∑
k=0

εkBk(t), f(t; ε) ∼
+∞∑
k=0

εkfk(t) (3)

2. Коефiцiєнти матриць Ak(t), Bk(t) i функцiя α(t) нескiнченно диференцiйовнi на
вiдрiзку [0;T ].

3. Квадратична в’язка матриць P (t, λ) = λ2E+A0(t)λ+B0(t) має на вiдрiзку [0;T ]
2n рiзних власних значень λi(t), i = 1, 2n.

4. Вирази x0(ε), x1(ε) представляються у виглядi асимптотичних розвинень за сте-
пенями ε, тобто

x0(ε) ∼
+∞∑
k=0

εkx
(k)
0 , x1(ε) ∼

+∞∑
k=0

εkx
(k)
1 .

5. Reλi(t) < 0, i = 1, 2n,∀t ∈ [0;T ].
При виконаннi умов 1–5 побудовано формальний розв’язок задачi Кошi (1), (2), а

також, використовуючи методи робiт [1–2], доведено, що побудований формальний
розв’язок є асимптотичним розвиненням точного розв’язку задачi (1), (2) при ε→ 0.

Лiтература
[1] Самойленко А.М.,Шкiль М.I., Яковець В.П. Лiнiйнi системи диференцiальних рiвнянь з вироджен-

ням. — Київ: Вища школа, 2000. — 294 с.
[2] Шкiль М.I. Асимптотичнi методи в диференцiальних рiвняннях. — Київ: Вища школа, 1971. — 227 с.

c⃝ Говорадло Н.В., Козакова Н.В., Пафик С. П., 2019
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МОДЕЛI БОЙОВИХ ДIЙ ЛАНЧЕСТЕРСЬКОГО ТИПУ
З УРАХУВАННЯМ ПIДКРIПЛЕНЬ

Л. А. Грицишен
(Донецький нацiональний унiверситет iменi Василя Стуса Вiнниця, Україна)

В [1] описано три моделi ведення бойових дiй, побудованi пiд час першої свiтової
вiйни англiйським iнженером i математиком Ф.У. Ланчестером. Розглянуто випад-
ки ведення бойових дiй регулярними вiйськами (система типу А), партизанськими
силами (система типу В), а також тими й iншими одночасно (система типу С).

Нехай у бойових дiях беруть участь двi протиборчi сторони x та y. Їхнiй чисельний
склад в момент часу t, де t вимiрюється у днях, позначений x(t) та y(t) вiдповiдно.
В [1] описано спрощену ситуацiю, коли втрати обох сторiн, не пов’язанi з бойовими
дiями, вiдсутнi, та обидвi сторони не отримують пiдкрiплень. В кожному з трьох
дослiджуваних випадкiв записано вiдповiднi системи диференцiальних рiвнянь вiд-
носно невiдомих швидкостей ẋ(t) та ẏ(t) змiнення чисельного складу протиборчих
сторiн, проведено якiснi дослiдження побудованих математичних моделей, i наведе-
но вiдповiдi на питання про ймовiрного переможця.

Ми розглядаємо три моделi бойових дiй ланчестерського типу в ситуацiї, коли
втрати обох протиборчих сторiн, не пов’язанi з бойовими дiями, вiдсутнi, але обидвi
сторони отримують постiйне пiдкрiплення. Зокрема, система типу А за таких умов
набуває вигляду {

ẋ = −by + k,

ẏ = −cx+m,

де коефiцiєнт b вiдображає ефективнiсть кожної одиницi бойових сил сторони y,
коефiцiєнт c – ефективнiсть кожної одиницi бойових сил сторони x, сталi k i m –
швидкостi пiдходу пiдкрiплень протягом дня сторонами x та y вiдповiдно.

Показано, що у дослiджуваному випадку зв’язок мiж чисельним складом проти-
борчих сторiн виражається рiвнiстю

k(y − y0)−
b(y − y0)

2

2
= m(x− x0)−

b(x− x0)
2

2
,

де x0 та y0 – чисельний склад сил x та y перед початком бойових дiй. Дослiджено
питання про ймовiрного переможця. Аналогiчнi дослiдження проведено для систем
типiв В i С.

Лiтература
[1] Амелькин В.В. Дифференциальные уравнения в приложениях. — М: Наука, 1987. — 160 с.

c⃝ Л. А. Грицишен, 2019



13

Восьма Всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з математики та фiзики «Актуальнi проблеми
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ПРО ОДНУ ВЛАСТИВIСТЬ ДВОВИМIРНОГО
СТАНДАРТНОГО НОРМАЛЬНОГО РОЗПОДIЛУ

А. В. Дворний
(КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна)

Функцiя

φ(x, y) =
1

2πσXσY
√

1− ρ2
e
− 1

2(1−ρ2)

(
(x−µX )2

σ2
X

+
(y−µY )2

σ2
Y

− 2ρ(x−µX )(y−µY )

σXσY

)
, (x, y) ∈ R2, (1)

називається щiльнiстю стандартного двовимiрного нормального (або гауссiвського)
вектору (X,Y ) з вектором середнiх (µX , µY ) та корреляцiйною матрицею ( σX ρ

ρ σY ).
Розглянемо випадок µX = µY = 0 i σX = σY = 1, коли розподiл називається

стандартним нормальним з параметром ρ, |ρ| < 1. В цьому випадку функцiя (1)
виглядає наступним чином:

φ(x, y) =
1

2π
√
1− ρ2

e
−x2−2ρxy+y2

2(1−ρ2) (x, y) ∈ R2.

Оскiльки такий розподiл є симетричним, то здається правдоподiбним, що ймовiрностi
P (X > 0, Y > 0), P (X < 0, Y < 0), P (X > 0, Y < 0) та P (X < 0, Y > 0) є однаковими
й дорiвнюють 1

4
. Проте

inf
|ρ|<1

P (X > 0, Y > 0) = 0,

sup
|ρ|<1

P (X > 0, Y > 0) =
1

2
.

Цей факт ми виводимо з наступної рiвностi

P (X > 0, Y > 0) =
1

2π
arcsin ρ+

1

4
(2)

Вiдомими є три метода доведення рiвностi (2):
(1) за допомогою диференцiальних рiвнянь [1];
(2) з використанням властивостей скалярного добутку та норми векторiв на пло-

щинi [2];
(3) на основi перетворення Бокса–Мюллера [1].

Один з цих методiв буде представлено у доповiдi.

Лiтература
[1] https://math.stackexchange.com/questions/255368/px0-y0-for-a-bivariate-normal-

distribution-with-correlation-rho

[2] Клесов О. I. Гауссiвськi випадковi вектори // конспект лекцiй. — 2019.

c⃝ А. В. Дворний, 2019
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ЗАДАЧА БЮФФОНА ДЛЯ ”ГОЛКИ” СКЛАДНОЇ ФОРМИ

О. М. Десницький
(КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна)

Задача Бюффона є першим прикладом обчислення ймовiрностей у моделi геоме-
тричної ймовiрностi. З iншого боку, цю задачу можна розглядати як приклад зна-
ходження наближенного значення числа π методом Монте Карло. Класичне форму-
лювання Бюффона наведено нижче.

Задача Бюффона 1. На площину, на якiй проведено паралельнi прямi з вiдстан-
ню мiж ними d, кидають голку довжини l, l < d. Обчислити ймовiрнiсть того,
що голка перетне хоча б одну з лiнiй.

Якщо позначити шукану ймовiрнiсть через p, то вiдповiддю до задачi Бюффона є

p =
2l

πd
.

У доповiдi [1] на україно-норвезькiй школi “Stochastic Analysis, Probability Theory
and Related Topics” задачу Бюффона було розглянуто у загальному випадку.

Задача Бюффона 2. На площину, на якiй проведено паралельнi прямi з вiд-
станню мiж ними d, кидають “голку” довiльної форми, довжина “дiаметру” якої
дорiвнює l. Обчислити ймовiрнiсть того, що голка перетне хоча б одну з лiнiй.

У доповiдi буде розглянуто випадок голки, яка має форму трикутника. Якщо по-
значити шукану ймовiрнiсть через p△, то вiдповiддю до задачi є

p△ =
l
√
3

πd
.

Отримана вiдповiдь базується на наступному допомiжному результатi.

Лема 1. Геометричний центр правильного трикутника дiлить його висоту на двi
частини з довжинами 2h/3 та h/3

Лiтература
[1] Klesov O. I. Cauchy equation and Buffon needle problem. — Norwegian-Ukrainian Winter School 2019 on

Stochastic Analysis, Probability Theory and Related Topics. Uzhgorod. February 19–14, 2019.

c⃝ О. М. Десницький 2019
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АСИМПТОТИЧНА ЄДИНIСТЬ ОЦIНКИ НАЙМЕНШИХ КВАДРАТIВ
ПАРАМЕТРIВ НЕЛIНIЙНОЇ МОДЕЛI РЕГРЕСIЇ

Т.О. Драбик
(КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна)

Розглянемо модель регресiї Xt = g(t, θ)+εt, t = 1, T , де g : N×Θγ → R – неперервна
функцiя при будь-яких t ≥ 1, Θγ =

∪
∥a∥≤1(Θ + γa), γ > 0 – деяке число, Θ ∈ Rq –

вiдкрита множина, що мiстить монотонно неспадну сiм’ю вiдкритих опуклих множин
{ΘT , T > T0 > 0}, дiйсне значення параметра θ ∈ ΘT , T > T0. Вiдносно шуму ε
припустимо, що

1) εt = G(ξt), t ∈ Z, де G(x), x ∈ R, – борелева функцiя, причому
Eε0 = 0, Eε40 <∞.
2) ξt, t ∈ Z, є гауссiвським стацiонарним часовим рядом, Eξ0 = 0, iз коварiацiй-

ною функцiєю B(t) =
∑r

j=0AjBαjκj
(t), r ≥ 0, t ∈ Z,

Bαjκj
(t) =

cosκjt

(1+t2)αj/2
, αj ∈ (0, 1), 0 ≤ κ0 < κ1 < ... < κr < π,

∑r
j=0Aj = 1, Aj ≥ 0.

Розглянемо оцiнку найменших квадратiв (о.н.к.) невiдомого параметра θ ∈ ΘT ,
тобто випадковий вектор θ̂T ∈ Θc

T такий, що мiнiмiзує функцiонал
QT (τ) =

∑T
t=1[X(t)− g(t, τ)]2.

Введемо нормовану о.н.к. ûT = dT (θ)(θ̂T − θ). Тодi нормована о.н.к. ŵT = T− 1
2 ûT є

розв’язком системи рiвнянь

MT (w) = ▽QT (θ + T
1
2d−1

T (θ)w) = 0. (1)
У доповiдi наведено умови, за яких ŵT є єдиним розв’язком системи (1) з iмовiр-

нiстю, що прямує до 1 при T → ∞. Отриманий результат є важливим фрагментом
доведення асимптотичної нормальностi нормованої о.н.к. ûT з використанням теоре-
ми Брауера про нерухому точку. Останнiй результат можна застосувати для отрима-
ння асимптотичної нормальностi нормованої о.н.к. ûT параметрiв тригонометричної
функцiї регресiї [2]

g(t, θ) =
N∑
k=1

(Ak cosφkt+Bk sinφkt), t ∈ N,

θ = (θ1, θ2, θ3, ..., θ3N−2, θ3N−1, θ3N) = (A1, B1, φ1, ..., AN , BN , φN),
(Ak)

2 + (Bk)
2 > 0, k = 1, N.

Лiтература
[1] A.V. Ivanov, N.N. Leonenko, M.D. Ruiz-Medina, and B.M. Zhurakovsky Estimation of harmonic component

in regression with cyclically dependent errors, Statistics: A Journal of Theoretical and Applied Statistics, 49:1,
2015, 156–186.

c⃝ Т.О. Драбик, 2019
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ПРО ДЕЯКI ОСОБЛИВОСТI ВИКЛАДАННЯ МАТЕМАТИЧНИХ
КУРСIВ НА ФМФ „КПI IМ. IГОРЯ СIКОРСЬКОГО”»

НА ПРИКЛАДI ФОРМУЛИ СТIРЛIНГА

А.С. Ковтун, О.О. Дем’яненко
(КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна)

Сучасним проблемам викладання математики на технiчних факультетах присвя-
чено досить багато уваги. Але не менш важливим питанням є сприйняття матема-
тики студентами як єдиного цiлого, а також вмiння застосовувати отриманi знання
та навички до розв’язання поставлених задач. Покажемо це на прикладi формули
Муавра-Стiрлiнга. Ця формула дає асимптотичне наближення факторiала i пода-
ється в курсi математичного аналiзу у виглядi: n! →

√
2πn

(
n
e

)n
, n → ∞, n ∈ N .

Вперше з цiєю формулою студенти знайомляться при вивченнi числових та фун-
кцiональних рядiв. Зважаючи на те, що формула пов‘язана з факторiалом, легко
встановлюється зв‘язок iз гама-функцiєю.Формула побачила свiт у 1730 роцi, коли
Абрахам де Муавр в своїй роботi «Miscellanea Analytic» опублiкував отриманий ним
результат n! ≈ B

√
n
(
e
n

)n
, B = const, а Дж. Стiрлiнг встановив значення константи

B =
√
2π.

Стосовно доведення формули Стiрлiнга, то варiантiв у рiзних формах iснує бага-
то. Студентам 2-го курсу, теж можна запропонувати декiлька. Наприклад, зважаючи
на те, що ln (n!) =

∑n
k=1 ln k V

∫ n

n−1
lnxdx < lnn <

∫ n+1

n
lnxdx, n ∈ N , бо функцiя

f (x) = ln x - зростаюча, отримуємо оцiнку: n lnn − n < lnn! < (n+ 1) ln (n+ 1)− n.
Розглянемо послiдовнiсть

{
dn = lnn!−

(
n+ 1/2

)
lnn+ n, n ∈ N

}
. Використовуючи

розклад функцiї f (t) = 1
2
ln
(
1+t
1−t

)
в ряд Тейлора, можна довести, що задана послi-

довнiсть є зростаючою та обмеженою зверху, а отже, збiжною до деякої констан-
ти. Потенцiюючи вiдповiдне граничне спiввiдношення та застосовуючи до отриманої

оцiнки n! ∼ eCn
n+
1
/2

en
, C = const.Використовуючи Валiсову формулу, одержимо фор-

мулу Стiрлiнга.
Запропонуємо ще один варiант доведення формули Стiрлiнга з використанням

гама-функцiї.

n! = (n+ 1) =

∫ ∞

0

xne−xdx =
∣∣x = n+ t

√
n
∣∣ = nn

√
n

en

∫ ∞

−
√
n

(
1 +

t√
n

)n

e−t
√
ndt

Далi, розглянемо границю пiдiнтегрального виразу, прологарифмувавши його попе-
редньо та розклавши в ряд Тейлора теж отримаємо формулу Стiрлiнга.

Цi два доведення використовують широкий спектр теоретичних вiдомостей i при
цьому не виходять за межi курсу математичного аналiзу, що читається студентам
ФМФ «КПI iм. Iгоря Сiкорського» на 1 та 2 курсах.

[1] Дубовик В.П., Юрик I.I. Вища математика. — 2001. — 648 с.

c⃝ А.С. Ковтун, О.О. Дем’яненко, 2019
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КОНCИСТЕНТНIСТЬ ПЕРIОДОГРАМНОЇ ОЦIНКИ
В ЗАДАЧI ВИЯВЛЕННЯ

ПРИХОВАНИХ ПЕРIОДИЧНОСТЕЙ IЗ ДИСКРЕТНИМ ЧАСОМ

Я.С. Кухарчук, I.В. Орловський
(КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна)

Розглянемо модель регресiї
Xj = A0 cosφ0j + εj, j = 1, N, (1)

де A0 > 0, φ0 ∈ (φ, φ), 0 < φ < φ <∞, а процес ε задовольняє наступним умовам.
A1. εj, j ∈ Z, є локальним перетворенням гауссiвського стацiонарного часового

ряду ξj, j ∈ Z, тобто εj = G(ξj), G(x), x ∈ R, – борелева функцiя, причому Eε0 = 0,
Eε40 <∞.

A2. ξj, j ∈ Z, – стацiонарний гауссiвський часовий ряд з нульовим середнiм.

Означення 1. Перiодограмою оцiнкою частоти φ0 назвемо таку випадкову величину
φT ∈ [φ, φ], для якої

QT (φT ) = max
φ∈[φ,φ]

QT (φ), QT (φ) =

∣∣∣∣∣2N−1

N∑
i=1

Xje
iφj

∣∣∣∣∣
2

.

Доповiдь присвячена дослiдженню властивостi конcистентностi перiодограмної
оцiнки φT для моделi (1) з випадковим шумом, що задовольняє умовам A1, А2
та деякiй умовi сильної залежностi.

Асимптотичнi властивостi перiодограмної оцiнки параметрiв гармонiчного коли-
вання в задачi виявлення прихованих перiодичностей iз неперервним часом та ви-
падковим шумом, що задовольняє умовi сильної залежностi, розглядались в роботi
Б.М. Жураковського та О.В. Iванова [1].

Результати, представленi у доповiдi, продовжують дослiдження [1], розширюючи
їх на випадок дискретного часу.

Лiтература
[1] Ivanov A.V. Consistency and asymptotic normality of periodogram estimator of harmonic oscillation

parameters / A.V. Ivanov, B.M. Zhurakovskyi // Theory of Probability and Mathematical Statistics. —
2013. — V. 89. — P. 30–39.

c⃝ Я.С. Кухарчук, I.В. Орловський, 2019
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ЗАСТОСУВАННЯ МОДЕЛЕЙ СТОХАСТИЧНОЇ ВОЛАТИЛЬНОСТI
ДЛЯ АНАЛIЗУ СМАЙЛ ЕФЕКТУ

М.О. Леськiв
(Нацiональний унiверситет «Києво-Могилянська академiя», Київ, Україна)

Здатнiсть прогнозування волатильнiсть фiнансових активiв є важливою передумо-
вою для вибору портфеля та управлiння активами, а також для цiноутворення. Хоча
бiльшiсть дослiдникiв вважають, що волатильнiсть є передбачуваною змiнною для
багатьох ринкiв активiв, проте вибiр адекватної моделi залишається вiдкритою про-
блемою.

Найбiльш популярним для моделювання волатильностi є клас моделей авторегре-
сiйної умовної гетероскедастичностi (ARCH), що використовуються для опису i мо-
делювання часових рядiв. Їх використовують тодi, коли умовна дисперсiя часового
ряду (дисперсiя розрахована по минулим значенням ряду) не є константою i зале-
жить вiд рiзних параметрiв на кожному промiжку часу.

У своїй роботi на реальних статистичних даних я розглянула i побудувала декiлька
з найбiльш популярних моделей передбачуваної волатильностi в класi ARCH: авто-
регресивна умовно гетероскедастична модель (ARCH); узагальнена авторегресiйна
модель гетероскедастичностi(GARCH); експоненцiальна узагальнена авторегресiйна
модель гетероскедастичностi(EGARCH). В процесi дослiдження цих моделей впро-
вадила iдею кривої впливу новин, яка характеризує вплив шокiв минулої доходностi
на неявну волатильнiсть.

Для цих моделей спрогнозувала очiкувану волатильнiсть та визначила криву впли-
ву новин для кожної з моделей, де показала ефект "посмiшки волатильностi"(smile
effect). За допомогою кривої впливу оцiнила та порiвняла властивостi рiзних моделей
в класi ARCH.

Лiтература
[1] Marius Matei Assessing Volatility Forecasting Models: Why GARCH Models Take The Lead // Romain

Journal of Economic Forecasting, 2009
[2] Robert F. Engke, Victor K. Ng Measuring and Testing the Impact of News on Volatility. // The Jornal of

Finance, 1993

c⃝ М.О. Леськiв, 2019
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КОНСИСТЕНТНIСТЬ ПЕРIОДОГРАМНОЇ ОЦIНКИ ЧАСТОТ
ДВОВИМIРНОГО ГАРМОНIЧНОГО КОЛИВАННЯ

О.В. Лимар
(КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна)

У статтi [1] доведено консистентнiсть оцiнки найменших квадратiв параметрiв дво-
вимiрної тригонометричної моделi регресiї, а стаття [2] мiстить доведення асимпто-
тичної нормальностi цiєї ж оцiнки. Цiллю подальшого дослiдження вказаної моделi
є доведення консистентностi перiодограмної оцiнки частот.

Нехай спостерiгається випадковий процес
X(t1, t2) = A0 cos(λ0t1 + µ0t2) + ε(t1, t2), (t1, t2) ∈ [0, T ]2, (1)

де A0 > 0, θ0 = (λ0, µ0) ∈ Λ ×M = (λ, λ) × (µ, µ), 0 < λ < λ < ∞, 0 < µ < µ < ∞, а
процес ε(t1, t2) задовольняє наступнiй умовi.

N. ε – майже напевно (м. н.) вибiрково неперервне однорiдне гауссiвське поле з
нульовим середнiм, коварiацiйна функцiя якого B(t1, t2) = Eε(t1, t2)ε(0, 0), (t1, t2) ∈
R2, задовольняє одну з умов:

(i) поле ε є iзотропним та B(t1, t2) = B̃(∥t∥) = L(∥t∥)∥t∥−α, α ∈ (0, 1), де L(ρ),
ρ > 0, монотонно неспадна повiльно змiнна на нескiнченностi функцiя, t = (t1, t2),
∥t∥ = (t21 + t22)

1/2.

(ii)
∫
R2

|B(t1, t2)|dt1dt2 <∞.

Означення 1. Перiодограмною оцiнкою частоти θ0 назвемо такий випадковий вектор
θT ∈ Λ×M , для якого

QT (θT ) = max
θ∈Λ×M

QT (θ),

QT (θ) = |2T−2

∫ T

0

∫ T

0

X(t1, t2)e
i(λt1+µt2)dt1dt2|2.

Теорема 1. Якщо для моделi (1) виконується умова N, то θT → θ0 м. н. при
T → ∞.

Лiтература
[1] Iванов О.В., Маляр О.В. Консистентнiсть оцiнки найменших квадратiв параметрiв синусоїдної моде-

лi текстурованої поверхнi // Теорiя ймовiрностей та математична статистика — 2017. — № 97. — С. 72–
82.

[2] Iванов О.В., Лимар О.В. Асимптотична нормальнiсть оцiнки найменших квадратiв параметрiв
двовимiрної синусоїдної моделi спостережень // Теорiя ймовiрностей та математична статистика —
2019. — № 100. — (у друцi).

c⃝ О.В. Лимар, 2019
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ПОВЕРХНЯ МАКСИМУМIВ СПЕКТРАЛЬНИХ ЩIЛЬНОСТЕЙ
MA(2)-ПРОЦЕСIВ ТА ВЕЛИКI ВIДХИЛЕННЯ

ОЦIНКИ НАЙМЕНШИХ КВАДРАТIВ

С. П. Лиховид
(КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна)

Припустимо, що спостерiгається часовий ряд
Xt = at(θ) + εt, t ≥ 1,

де неперервнi функцiї at(τ), τ = (τ1, . . . , τq) ∈ Θc ∈ Rq, t ≥ 1, неперервно дифе-
ренцiйовнi за τ ∈ Θ, Θ - обмежена вiдкрита опукла множина, що мiстить iстине
значення параметра θ. Нехай випадковий шум ε є оборотним MA(2)-процесом, а са-
ме εt = ξt + b1ξt−1 + b2ξt−2, t ∈ Z, де {ξt, t ∈ Z} - бiлий субгауссiвський шум [1],
Eξt = 0, Eξ2t = σ2

ξ . Спектральна щiльнiсть ε має вигляд

f(λ, b1, b2) =
σ2
ξ

2π
|b(eiλ)|2, λ ∈ [−π;π], b(z) = 1 + b1z + b2z

2 ,
причому b1, b2 набувають значення в областi

S0 = {(b1, b2) ∈ R2 : b1 + b2 > −1, b1 − b2 < 1, b2 < 1}.
Позначимо d2iτ (θ) =

∑T
t=1(

∂
∂θi
at(θ))

2, d2T = diag(d2iT (τ), i = 1, q). Нехай iснують числа
0 < c0 < c1 <∞ такi, що ∀θ ∈ Θ та u, v ∈ dT (θ)(Θ

c − θ)

c0||u− v||2 6
∑T

t=1[(θt + d−1
T (θ)u)− (θt + d−1

T (θ)v)] 6 c1||u− v||2, T > T0.
Тодi iснують константи B, b0 > 0 такi, що для T > T0, R > R0 оцiнка найменших

квадратiв θ̂T параметра θ0 має властивiсть [2]
P{||dT (θ)(θ̂T − θ)|| ≥ R} ≤ B exp{−bR2},

причому для будь-якого β > 0 константу B можна обрати так, що
b ≥ c0(8σ

2
ξ (1 + q)f0(b1, b2))

−1 − β, f0(b1, b2) = maxλ∈[−π;π] f(λ, b1, b2).
Ми знайшли явну формулу поверхнi f0(b1, b2), b1, b2 ∈ S0, щоб зрозумiти як змiню-

ється константа b зi змiною параметрiв b1, b2 i для яких значень b1, b2 ∈ S0 константа
b набуває найбiльших значень.

Лiтература
[1] В. В. Булдыгин, Ю. В. Козаченко. Метрические характеристики случайных величин и процесов,

ТВиМС, 1998, 290 с.
[2] A.V. Ivanov Large deviatons of regression parameter estimate in the models with stationary sub-Gaussian

noise, Teor. Imovir. ta Matem. Statist., No.95, 2016, pp. 92-100.

c⃝ С. П. Лиховид, 2019
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ПОБУДОВА АСИМПТОТИЧНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ ЛIНIЙНОГО СИНГУЛЯРНО
ЗБУРЕНОГО ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ m-ГО ПОРЯДКУ

О. В. Михальчук, С. П. Пафик
(НПУ iменi М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Розглянуто лiнiйне сингулярно збурене диференцiальне рiвняння вигляду

εm
dmy

dtm
+ εm−1am−1(t; ε)

dm−1y

dtm−1
+ · · ·+ εa1(t; ε)

dy

dt
+ a0(t; ε)y = 0, (1)

в якому y(t; ε)- шукана функцiя, а ai(t; ε), i = 0, n− 1, – вiдомi функцiї, t ∈ [0;T ], ε -
малий дiйсний параметр, ε ∈ (0; ε0], ε0 ≪ 1.

Диференцiальне рiвняння (1) дослiджено при виконаннi наступних умов:
1. Функцiї ai(t; ε), i = 0, n− 1, представляються на вiдрiзку [0;T ] у виглядi асим-

птотичних рядiв за степенями малого параметра ε:

ai(t; ε) ∼
+∞∑
k=0

εka
(k)
i (t), i = 0, n− 1. (2)

2. Коефiцiєнти a
(k)
i (t), i = 0, n− 1, k = 0, 1, . . . , рядiв (2) нескiнченно диференцiйовнi

на вiдрiзку [0;T ].
3. Характеристичне рiвняння λm + a

(0)
m−1(t)λ

m−1 + · · ·+ a
(0)
1 (t)λ+ a

(0)
0 (t) = 0 має на

вiдрiзку [0;T ] m простих коренiв λi(t), i = 1,m.
4. Reλi(t) < 0, i = 1,m, ∀t ∈ [0;T ].
При виконаннi умов 1–4 побудовано формальний розв’язк рiвняння (1) у виглядi

функцiї

y(t; ε) = exp

(
ε−1

∫ t

0

λ(τ ; ε)dτ

)
, (3)

в якiй λ(t; ε) – невiдома функцiя, яка представляється у виглядi формального ряду
за степенями параметра ε. Коефiцiєнти цього ряду визначаються таким чином, щоб
(3) перетворювала рiвняння (1) в тотожнiсть.

В результатi вдалося побудувати m лiнiйно незалежних розв’язкiв рiвняння (1),
а також, використовуючи методи робiт [1–2], доведено, що побудованi формальнi
розв’язки є асимптотичними розвиненнями точних лiнiйно незалежних розв’язкiв
рiвняння (1) при ε→ 0.

Лiтература
[1] Самойленко А.М., Перестюк М.О., Парасюк I.О. Диференцiальнi рiвняння. — Київ: Либiдь, 2003. —

599 с.
[2] Шкiль М.I. Асимптотичнi методи в диференцiальних рiвняннях. — Київ: Вища школа, 1971. — 227 с.
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ЛЕОН IССЕРЛIС: УКРАЇНСЬКИЙ МАТЕМАТИК

О. Митрофанова
(КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна)

Леон Iссерлiс народився в Богуславi, пiд Києвом в червнi 1881 роцi. У 1892 роцi
вiн разом зi своєю овдовiлою матiр’ю, старшим братом та двома сестрами переїхав
до Англiї.

У 1904 роцi вiн закiнчив Кембрiджський унiверситет й почав працювати на ма-
тематичному факультетi Державного технiчного iнституту в Лондонi. Пiсля Першої
свiтової вiйни в управлiннi судноплавства Великобританiї вирiшили, що ця органiза-
цiя повинна мати постiйний штат статистикiв. Одним з спiвробiтникiв став Iссерлiс,
якого рекомендував Карл Пiрсон. У 1916 роцi Iссерлiс отримав ступiнь доктора наук.

Головними досягненнями Iссерлiса, як спiвробiтника управлiння судноплавства,
були створенi iндекс вантажоперевезень i дослiдження внескiв судноплавства в пла-
тiжний баланс країни. З початку Другої свiтової вiйни Iссерлiс працював над створе-
нням тарифiв для оренди британських судiв, бiльшiсть з яких були нацiоналiзованi
урядом. Бiльшiсть робiт, якi Iссерлiс зробив для управлiннi судноплавства є нео-
публiкованими або анонiмними, хоча управлiння отримало велику користь вiд його
рекомендацiй.

Статистичнi роботи Iссерлiса можна пiдроздiлити на три основнi категорiї: науковi
роботи у галузi статистики, роботи в областi судноплавства та його роботи у галузi
медицини та охорони здоров’я.

Iссерлiс опублiкував тiльки одну математичну статтю, не пов’язану зi статистикою
(1923 рiк). Найбiльш знаними серед його робiт є двi, опублiкованi у 1916 та 1918
роках, у яких вiн довiв формулу, яку зараз називають формулою Iссерлiса.

Доктор Леон Iссерлiс помер 14 березня 1966 року.

c⃝ О. Митрофанова, 2019
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ПРО ЦЕНТРАЛЬНУ ГРАНИЧНУ ТЕОРЕМУ АЛАНА ТЮРIНГА

Я. Г. Мокану
(КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна)

Англiйський математик Алан Тюрiнг (1912–1954) є знаменитим своїми роботами
у математичнiй логiцi та криптографiї. Загальновiдомими його досягненнями є так
звана (уявна) машина Тюрiнга та розшифровка коду нiмецької шифрувальної маши-
ни “Енiгма”. З iншого боку, мало хто може пов’язати його iм’я з теорiєю ймовiрностей
або математичною статистикою, оскiльки зовсiм невiдомою залишається його робо-
та, в якiй вiн незалежно вiн фiнського математика Я. Лiндеберга довiв теорему, яку
тепер називають центральною граничною теоремою Лiндеберга.

Центральна гранична теорема завжди привертала увагу багатьох математикiв,
оскiльки, окрiм того, що це просто цiкавий математичний результат, вона ще є досить
потужним iнструментом при розв’язаннi багатьох задач. Один з варiантiв централь-
ної граничної теореми у 1935 роцi “перевiдкрив” Алан Тюрiнг. Цю роботу Тюрiнга
не було опублiковано, оскiльки вiн дiзнався про бiльш ранiшню роботу Лiндеберга
й не вважав за потрiбне повторно публiкувати вiдомий результат. Проте доведення
Тюрiнга вiдрiзнялось вiд iснуючого на той час, тому його метод становить iнтерес
навiть зараз.

До наших часiв дiйшов рукопис його роботи, доступною є електронна версiя. Базу-
ючись на текстi рукописа Тюрiнга, в цiй доповiдi наведено коротку схему виведення
достатнiх умов за Тюрiнгом, побудованнi на їх основi критерiї, якi мають бiльш пря-
ме застосування, а також приклад, коли вони не працюють.

Лiтература
[1] Zabell S. L. Alan Turing and the Central Limit Theorem. //The American Mathematical Monthly. — 1995. —

vol. 102, № 6. — pp. 483-494.
[2] Turing A. On the Gaussian Error Function. //Електронний режим доступу.

www.turingarchieve.org/browse.php/C/28
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ПРО ОДНУ ВИПАДКОВУ ВЕЛИЧИНУ, ВИЗНАЧЕНУ В ТЕРМIНАХ
ПРЕДСТАВЛЕННЯ ДIЙСНИХ ЧИСЕЛ РЯДАМИ ЕНГЕЛЯ

М.П. Мороз
(НПУ iменi М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Означення 1. Рядом Енгеля називається ряд
∞∑
n=1

1

(p1 + 1) · . . . · (pn + 1)
, де pn ∈ N,

pn+1 ≥ pn, ∀n ∈ N.

Вiдомо [1], що кожне число з (0; 1] єдиним чином розкладається в ряд Енгеля, тобто
для ∀x ∈ (0; 1] iснує єдина неспадна послiдовнiсть натуральних чисел (pn(x)) така,

що x =
∞∑
n=1

1

(p1(x) + 1) · . . . · (pn(x) + 1)
. В силу єдиностi представлення числа рядом

Енгеля, функцiя pn = pn(x) є коректно визначеною на (0; 1] для кожного n ∈ N.
Ряди Енгеля використовуються для розвитку метричної, ймовiрнiсної та фра-

ктальної теорiї дiйсних чисел, вивчення сингулярних ймовiрнiсних мiр [1, 2].
Нехай маємо ймовiрнiсний простiр (Ω,F , λ), де Ω = (0; 1], λ – мiра Лебега, F –

σ-алгебра вимiрних за Лебегом пiдмножин Ω.

Лема 1. Функцiї pn та
1

pn + 1
є випадковими величинами на (Ω,F , λ).

Теорема 1. Ряд
∞∑
n=1

1

pn(x) + 1
збiжний майже скрiзь на Ω (в сенсi мiри Лебега).

На множинi Ω∗ ⊂ Ω збiжностi ряду
∑∞

n=1
1

pn(x)+1
визначимо функцiю

ψ(x) =
∞∑
n=1

1

pn(x) + 1
.

Нехай F∗ – σ-алгебра вимiрних за Лебегом пiдмножин Ω∗.

Теорема 2. Функцiя ψ є випадковою величиною на (Ω∗,F∗, λ), математичне спо-

дiвання якої дорiвнює 1, а дисперсiя дорiвнює
π2

6
− 1.

Лiтература
[1] Працьовитий М.В., Гетьман Б.I. Ряди Енгеля та їх застосування // Науковий часопис НПУ iменi

М.П. Драгоманова. Cерiя 1. Фiзико-математичнi науки. — Київ: НПУ iменi М.П. Драгоманова. — 2006,
№ 7. — С. 105–116.

[2] Renyi A. A new approach to the theory of Engel’s series // Ann. Univ. Sci. Budapest. Sect. Math. — 1962. —
Vol. 5. — Pp. 25–32.

[3] Shallit J.O. Metric theory of Pierce expansions // Fibonacci Quart. — 1986. — № 1. — Pp. 2–40.
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ЕКОНОМЕТРИЧНИЙ АНАЛIЗ IНВЕСТИЦIЙ В РЕКЛАМУ
ТА ЇХ ВПЛИВ НА ПРИБУТОК ПIДПРИЄМСТВА

В.В. Москалець
(Нацiональний Унiверситет “Києво-Могилянська Академiя”, Київ, Україна)

Наразi дуже важливими для компанiй є ефективнi iнвестицiї у рекламу, тож метою
роботи є дослiдження залежностi прибуткiв та реклами та побудова моделей, що її
описують.

По-перше, побудуємо мультиплiкативну модель, що описує фактори прибутку
пiдприємства[1]:

y = aL · AL · dL,
де a - об’єм iнвестицiй у рекламу, A - попереднi iнвестицiї у рекламу, d - об’єм про-
дажiв.

По-друге, застосуємо метод декомпозицiї часового ряду та дослiдимо тренд, сезон-
нiсть та бiзнес циклiчнiть пiдприємства[2]:

yt = qt · ut · st · rt,
де t = 1, ..., T , q - тренд, v - бiзнес-цикл, s - сезоннiсть, r - випадкова величина.

У роботi порiвнюються результати моделей для кiлькох компанiй з одного сигменту
ринку та встановлюється статистично значуща залежнiсть чи незалежнiсть впливiв
реклами на продажi[3].

Лiтература
[1] Лук’яненко I.Г., Краснiкова Л.I. Економетрика //К.: Товариство “Знання "КОО, 1998. – 494 с.; (390).
[2] Козьменко О.В, Козьменко О.В Економiко-математичнi методи та моделi (економетрика). — Суми:

Унаверситецька книга, 2014. – 406 с.
[3] Эрнст Р. Берндт Практика эконометрики: класика и современность. — М.: Юнити-Дана, 2005. – 863

с.
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ВЛАСТИВОСТI r-УЗАГАЛЬНЕНИХ БЕТА-ФУНКЦIЙ
ТА ГIПЕРГЕОМЕТРИЧНИХ ФУНКЦIЙ

О.В. Овчаренко
(КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна)

Метою доповiдi є вивчення властивостей нових r-узагальнених гiпергеометричних
i r- узагальнених бета-функцiй. Для дослiдження цих функцiй застосовано методи
теорiї спецiальних функцiй, теорiї iнтегральних перетворень i операторiв дробового
iнтегрування. Отримано спiввiдношення для нових введених функцiй з дробовими
iнтегральними операторами Сайго. У дослiдженнi використано поняття добутку Ада-
мара для степеневих рядiв. Також була встановлена формула для бета-перетворення
нової r-узагальненої гiпергеометричної функцiї. Iнтегральнi перетворення та дробо-
вi iнтегральнi формули, що мiстять гiпергеометричнi функцiї, цiкавi самi по собi i
вiдiграють важливу роль у застосуваннях. Аналiз сучасної лiтератури з теорiї уза-
гальнень гiпергеометричних функцiй вказує на те, що дослiдження в теорiї гiпергео-
метричних функцiй та їх застосувань є актуальним та важливими, оскiльки запро-
вадження рiзноманiтних узагальнень уже вiдомих спецiальних функцiй, їх всебiчне
вивчення i дослiдження дають змогу суттєво розширити клас задач, розв’язки яких
можна побудувати в замкненому виглядi. Таким чином, для розширення кола ма-
тематичних задач, що розв’язуються за допомогою методiв теорiї диференцiальних
та iнтегральних рiвнянь i теорiї iнтегральних перетворень, доцiльним i актуальним
є запровадження нових узагальнень функцiй гiпергеометричного типу, узагальнених
iнтегральних операторiв з такими функцiями в ядрi, тощо. Серед спецiальних фун-
кцiй важливе мiсце посiдають бета-функцiї завдяки їх широкому застосуванню як у
теорiї спецiальних функцiй, так i в багатьох роздiлах прикладної математики. В стат-
тi [1] запроваджено таке узагальнення ейлерового iнтегралу I-го роду (r-узагальнення
бета-функцiї)

B̃(x, y; r) =

1∫
0

tx−1(1− t)y−1r
1Φ

τ,β
1

(
a; c;− r

t(1− t)

)
dt. (1)

Лiтература
[1] Вiрченко Н.О. Узагальнення ейлерового iнтегралу першого роду // Науковi Вiстi НТУУ “КПI”. — 2016. —

№ 4. — С. 27–31.
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НIДЕ НЕ МОНОТОННI СИНГУЛЯРНI ФУНКЦIЇ
НЕОБМЕЖЕНОЇ ВАРIАЦIЇ

Р. Ю. Осауленко
(КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна)

Нехай маємо послiдовнiсть алфавiтiв A3 = {0, 1, 2}, L = A3 × A3 × · · · × A3 × . . .
– простiр послiдовностей елементiв алфавiтiв; Q∗

3 = ||qi,j|| – матриця з нескiнченною
кiлькiстю стовпцiв (k-ий стовпець мiстить 3 елементи), i ∈ A3, j ∈ N, така, що
задовольняє наступнi умови

(1) 0 < qi,j < 1 для всiх i ∈ A3, j ∈ N;
(2)

∑mj

c=0 qc,j = 1 для всiх j ∈ N;
(3)

∏∞
j=1 sup

i∈A3

{qi,j} = 0.

Для будь якого дiйсного числа x∈[0; 1] iснує послiдовнiсть (αn) ∈ L, така що x =

βα11 +
∑∞

n=2

(
βαnn

∏n−1
j=1 qαjj

)
= ∆

Q∗
3

α1α2...αn..., де β0,n = 0, βc,n =
∑n−1

i=0 qi,n, c ∈ An.
Розглянемо матрицю G∗

3 = ||qi,j||, де g0n > 0 g2n > 0, g1n ≤ 0, |gin| < 1, g0n + g1n +

g2n = 1 i
∞∏
j=1

max
i=0,1,2

|gij| = 0.

Довiльне число x ∈ [0; 1] можна представити у виглядi:

x = δα11 +
∞∑
n=2

(
δαnn

n−1∏
j=1

qαjj

)
= ∆G∗

3
α1α2...αn...,

де αi ∈ A3, δ0n = 0, δ1n = g0n, δ2n = g0n + g1n.
Нехай Nj(x, n) – це кiлькiсть цифр j серед перших n цифр Q∗

3-зображення числа
x=∆

Q∗
3

α1α2...αn.... Якщо iснує границя ν
Q∗

3
j (x)= lim

n→∞
n−1Nj(x, n), то її значення називає-

ться частотою цифри j ∈ A в Q∗
3-зображеннi числа x.

Значення ν
Q∗

3
j (x)= lim sup

n→∞
n−1Nj(x, n), ν

Q∗
3

j (x) = lim inf
n→∞

n−1Nj(x, n) називаються

верхньою та нижньою частотами цифри j Q∗
3-зображення числа x вiдповiдно.

Нехай при ∈ A3:

pc :=


(
lim sup
n→∞

∣∣∣∣gc,jqc,j

∣∣∣∣)νc

при lim sup
n→∞

∣∣∣∣gc,jqc,j

∣∣∣∣ ≥ 1;(
lim sup
n→∞

∣∣∣∣gc,jqc,j

∣∣∣∣)νc

при lim sup
n→∞

∣∣∣∣gc,jqc,j

∣∣∣∣ < 1;

Теорема 1. Нехай iснує таке ξ > 0, що qc,n ≥ ξ для всiх n ∈ N i c∈A3. Якщо

ξη1
−1−η1−1

2∏
c=0

pc < 1, тодi майже скрiзь, у розумiннi мiри Лебега, f ′(x) = 0, де

f
(
∆

Q∗
3

α1α2...αn...

)
= ∆

G∗
3

α1α2...αn....

c⃝ Р. Ю. Осауленко, 2019



28

Восьма Всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з математики та фiзики «Актуальнi проблеми
сучасної математики i фiзики та методики їх навчання». Секцiя 1. — С. 28.

КОСIНОР - АНАЛIЗ

М.Д. Плотнiков
(Київський нацiональний унiверситет iм. Тараса Шевченка, Київ, Україна)

Модель косинор-аналiза розглядає деякий процес Ut як суму перiодичного сигнала
f(t) та випадкової похибки Xt:

Ut = f(t) +Xt (1)

Оскiльки функцiя вiд часу f(t) є перiодичною, доцiльно вважати, що вона має вигляд

f(t) = h+
m∑
k=1

Ak cos(ωkt+ ϕk) = h+
m∑
k=1

(xk cos(ωkt) + yk cos(ωkt)) (2)

Випадковий процес Xt вважається стацiонарним з вiдомою функцiєю коварiацiї R(t).
Задача косинор-аналiзу полягає в тому, щоб дослiдити функцiю f(t) за допомогою
ансамблю реалiзацiй {utk}j, k = 1, ..., n, j = 1, ...,m процесу Ut.

Процедура косинор-аналiза складається з двох етапiв:

Однокомпонентний косинор-аналiз. Для кожного часового ряду (t1, ..., tn)j та
вiдповiдного ряду реалiзацiй (ut1 , ..., utn)j окремо розглядаємо наступну регресiйну
модель:

f(t) = h+ cos(ωt+ ϕ) +Xt = h+ x cos(ωt) + y cos(ωt) +Xt (3)

Для знаходження ОМП знаходимо екстремальнi значення функцiї правдоподiбностi

Lu(v⃗, x, y, h) ∼ exp(−1

2
(v⃗ − µ)TΣ−1(v⃗ − µ)) (4)

та будуємо вiдповiдну систему рiвнянь xai1+yai2+hai3 = ai0, де i=1;2;3 За допомогою
вказаної системи знаходимо оцiнки параметрiв (A, ϕ, h). Будуємо елiпс помилок для
кожного часового ряда.

Середньо вибiрковий косiнор-аналiз. Знаходяться усередненнi оцiнки параме-
трiв кожного доданка в сумi (2). Знаходяться середньоквадратичнi похибки.

Лiтература
[1] Хальберг Ф. Хронобиология //Кибернетический сборник — 1972. — № 5
[2] Емельянов И. П. Форма колебаний в биоритмологии. — Новосибирск: Наука, 1976.
[3] Емельянов И. П. Структура биологических ритмов человека в процессе адаптации. Статистический

анализ и моделирование. — Новосибирск: Наука, 1986.
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ПОБУДОВА АСИМПТОТИЧНОГО РОЗВ’ЯЗКУ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI
ДЛЯ ЛIНIЙНОЇ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНОЇ СИСТЕМИ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

В. Б. Посудевський, С. П. Пафик
(НПУ iменi М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Розглянуто крайову задачу

ε2
d2x

dt2
+ εA(t; ε)

dx

dt
+B(t; ε)x = f(t; ε) · exp

ε−1

t∫
0

α(τ)dτ

 , (1)

x(0; ε) + x(T ; ε) = x0(ε),
dx(t; ε)

dt

∣∣
t=0

+
dx(t; ε)

dt

∣∣
t=T

= x1(ε), (2)

в якiй x(t; ε)- шуканий, а f(t; ε) – вiдомий n-вимiрнi вектори, A(t; ε), B(t; ε) - вi-
домi квадратнi матрицi n-го порядку, t ∈ [0;T ], ε - малий дiйсний параметр, ε ∈
(0; ε0], ε0 ≪ 1.

Крайову задачу (1), (2) дослiджено при виконаннi наступних умов:
1. Матрицi A(t; ε), B(t; ε) i вектор f(t, ε) допускають на вiдрiзку [0;T ] рiвномiрнi

асимптотичнi розвинення за степенями малого параметра ε:

A(t; ε) ∼
+∞∑
k=0

εkAk(t), B(t; ε) ∼
+∞∑
k=0

εkBk(t), f(t; ε) ∼
+∞∑
k=0

εkfk(t) (3)

2. Коефiцiєнти матриць Ak(t), Bk(t) i функцiя α(t) нескiнченно диференцiйовнi на
вiдрiзку [0;T ].

3. Квадратична в’язка матриць P (t, λ) = λ2E+A0(t)λ+B0(t) має на вiдрiзку [0;T ]
2n рiзних власних значень λi(t), i = 1, 2n.

4. Вирази x0(ε), x1(ε) представляються у виглядi асимптотичних розвинень за сте-
пенями ε, тобто

x0(ε) ∼
+∞∑
k=0

εkx
(k)
0 , x1(ε) ∼

+∞∑
k=0

εkx
(k)
1 .

5. Reλi(t) < 0, i = 1, 2n,∀t ∈ [0;T ].
При виконаннi умов 1–5 побудовано формальний розв’язок крайової задачi (1), (2),

а також, використовуючи методи робiт [1–2], доведено, що побудований формальний
розв’язок є асимптотичним розвиненням точного розв’язку задачi (1), (2) при ε→ 0.

Лiтература
[1] Самойленко А.М.,Шкiль М.I., Яковець В.П. Лiнiйнi системи диференцiальних рiвнянь з вироджен-

ням. — Київ: Вища школа, 2000. — 294 с.
[2] Шкiль М.I. Асимптотичнi методи в диференцiальних рiвняннях. — Київ: Вища школа, 1971. — 227 с.
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ДОСТАТНI УМОВИ IСНУВАННЯ ОПТИМАЛЬНИХ СТРАТЕГIЙ
ДЛЯ РIЗНОВИДУ СИМЕТРИЧНОЇ ГРИ З

НАКОПИЧЕННЯ КАПIТАЛУ

I.В. Силенко
(НаУКМА, Київ, Україна)

В науковiй роботi роглядається економiчна гра з накопичення капiталу. Одним з
результатiв iснування рiвноваги Неша в такiй грi iз симетричними дiями гравцiв, не-
переврвним простором станiв i виборiв, нескiнченним горизонтом i дисконтованiстю
є стаття Балбуса i Новака[1]. Проте в нiй накладенi досить спецефiчнi умови на роз-
подiл переходу мiж станами - функцiя переходу є комбiнацiєю скiнченної кiлькостi
стохастичних ядер, залежних лише вiд поточного стану.

Структурною вiдмiннiстю розгляданої мною гри G є припущення щодо розподiлу
переходу, а саме що новий стан гри залежить вiд iнвестицiї гравцiв:

s′ =

(
s−

m∑
i=1

xi

)
· ξ,

де s > 0− поточний стан гри, s′ − новий стан, m− кiлькiсть гравцiв, xi − ресурс
використаний кожним гравцем, а ξ− певна додатна випадкова величина зi скiнчен-
ним математичним сподiванням.

Дослiдити питання iснування рiвноваги Неша i оптимальних стацiонарних страте-
гiй для загального випадку гри G досить непросто, проте вдалося довести, що якщо
накласти певнi умови на функцiю корисностi, то рiвновага Неша в такiй грi точно
iснуватиме.

Теорема 1. В описанiй грi з накопичення капiталу G, де кожен гравець має фун-
кцiю корисностi u(x), iснує рiвновага Неша у стацiонарних стратегiях, якщо:

(1) u(x) = const · y(x), де y(x)− мультиплiкативна функцiя на R+, тобто

y(A ·B) = y(A) · y(B), (A > 0, B > 0).

(2) u′(x) = const·z(x), де z(x)− мультиплiкативна функцiя на R+, яка крiм того
є неперервною з областю значень R+, i диференцiйованою, причому u′(x) ̸= 0.

(3) 0 < β · y(1) · E (y (ξ)) < 1.

Теорема 1 є достатньою умовою iснування рiвноваги для вузького класу функцiй
корисностi, проте непорожнього. Зокрема, прикладом такої функцiї, яка задовiльняє
умови Теореми 1 є функцiя u(x) =

√
x.

Лiтература
[1] Balbus  L., Nowak A. Existence of perfect equilibria in a class of multigenerational stochastic games of capital

accumulation // Automatica — 2008. — vol. 44, № 6. — p. 1471–1479.
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УЗАГАЛЬНЕНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧI ДIРIХЛЕ ДЛЯ
МОДЕЛЬНОГО АНIЗОТРОПНОГО ВАГОВОГО РIВНЯННЯ

А. I. Соловйова
(Донецький нацiональний унiверситет iменi Василя Стуса, Вiнниця, Україна)

Нехай Ω ⊂ R2 – обмежена область з межею ∂Ω; qi ∈ (1, 2), i = 1, 2 – заданi
дiйснi числа (показники анiзотропiї). Нехай ai(x, ξ) = |x|qi |ξi|qi−1 sign ξi, де x ∈ Ω,
ξ = (ξ1; ξ2) ∈ R2, i = 1, 2.

Введемо ваговий анiзотропний простiр Соболєва
W 1,q1,q2(Ω) =

{
u ∈ L1(Ω) : |x|qi|Diu|qi ∈ L1(Ω), i = 1, 2

}
.

Вiн є банаховим простором вiдносно норми

∥u∥W 1,q1,q2 (Ω) =

∫
Ω

|u|dx+

∫
Ω

|x|q1 |D1u|q1dx

1/q1

+

∫
Ω

|x|q2 |D2u|q2dx

1/q2

. (1)

Через
◦
W 1,q1,q2(Ω) позначимо замикання множини C∞

0 (Ω) у просторi W 1,q1,q2(Ω). Про-

стiр
◦
W 1,q1,q2(Ω) є банаховим простором вiдносно норми, iндукованої нормою (1). Крiм

того, простiр
◦
W 1,q1,q2(Ω) є рефлексивним (див. [1]).

Розглянемо таку задачу Дiрiхле:
−D1(a1(x,∇u))−D2(a2(x,∇u)) = f в Ω, (2)

u = 0 на ∂Ω. (3)

Означення 1. Нехай f ∈ L2(Ω). Узагальненим розв’язком задачi Дiрiхле (2), (3)

називатимемо функцiю u ∈
◦
W 1,q1,q2(Ω) таку, що для довiльної функцiї v ∈

◦
W 1,q1,q2(Ω)

справедлива iнтегральна тотожнiсть∫
Ω

(a1(x,∇u)D1v + a2(x,∇u)D2v) dx =

∫
Ω

fv dx.

Теорема 1. Iснує єдиний узагальнений розв’язок задачi Дiрiхле (2), (3).

Доведення теореми 1 спирається на вiдому теорему Браудера-Мiнтi про розв’я-
знiсть нелiнiйних операторних рiвнянь з монотонними операторами в рефлексивних
банахових просторах (див. [2]).

Лiтература
[1] Ковалевский А.А., Горбань Ю.С. Вырождающиеся анизотропные вариационные неравенства с L1-

данными // Донецк, ИПММ НАН Украины, препринт. — 2007. — 92 c.
[2] Гаевский Х., Грегер К., Захариас К. Нелинейные операторные уравнения и операторные дифференци-

альные уравнения. — М: Мир, 1978. — 336 с.
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ВЛАСТИВОСТI ЦIНОВОЇ ДИНАМIКИ ДЕЯКИХ
ФIНАНСОВИХ IНСТРУМЕНТIВ, ЩO МОДЕЛЮЮТЬСЯ ЗА

ДОПОМОГОЮ СТОХАСТИЧНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Б.М. Танасюк, О.А. Тимошенко
(НТУУ «КПI iм. Iгоря Сiкорського», Київ, Україна)

Для аналiзу цiноутворення рiзноманiтних фiнансових iнструментiв досить успi-
шно використовуються методи та моделi стохастичного аналiзу та теорiї звичайних
диференцiальних рiвнянь. Цiннi папери, в якi можна вкладати фiнансовi кошти з
метою отримати прибуток, а саме акцiї i облiгацiї, вiдомi всiм, навiть людям, дале-
ким вiд свiту фiнансiв. Обидва види паперiв є iнструментами фондового ринку. Акцiї
належать до ризикових активiв [1]. Динамiка змiни цiни акцiї (S(t), t ≥ 0) найкраще
моделюється за допомогою стохастичного диференцiального рiвняння [2]

dS(t) = S(t)(µdt+ rdW (t)), (1)
де µ ∈ R+ – вiдсоткова ставка, r ∈ R+ – показник волатильностi, W (t) - стандартний
вiнерiвський процес.

Облiгацiя є безризиковим активом. Облiгацiя приносить фiксований дохiд, що
обмежується вiдсотковою ставкою r ∈ R+, зазначеною в договорi. Динамiку цiни
облiгацiї (B(t), t ≥ 0) можна зобразити за допомогою детермiнованого диференцi-
ального рiвняння [3]

dB(t) = rB(t)dt. (2)
Ми дослiджуємо деякi властивостi цiни акцiї, яка дисконтується цiною облiгацiї.

Лема 1. Нехай S(t) i B(t) – цiни акцiї i облiгацiї вiдповiдно. Цiна акцiї у початковий
момент часу S(0) = a ум. од.та має динамiку ( 1), цiна облiгацiї B(0) = b ум. од.
з динамiкою ( 2). Тодi середнє очiкування цiни акцiї дисконтованої цiною облiгацiї,
має наступнi властивостi:

• якщо µ > r, то lim
t→∞

E[ S(t)
B(t)

] = ∞ (вигiднiше купувати акцiї);

• якщо µ < r, то lim
t→∞

E[ S(t)
B(t)

] = 0 (краще купувати облiгацiї);

• якщо µ = r, то lim
t→∞

E[ S(t)
B(t)

] = a
b
.

Лiтература
[1] Голiченко I.I., Клесов О.I., Тимошенко О.А., Елементи фiнансової математики фондових ринкiв. —

К: НТУУ «КПI», 2017. — 71 с.
[2] Оксендаль Б., Стохастические дифференциальные уравнения. Введение в теорию и приложения. —

Москва: Мир, АСТ, 2003. — 408 с.
[3] P. Wilmott. – John Wiley and Sons, Derivatives. The Theory and Practice of Financial Engineering. —

Chichester, 1998. — 739 р.
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ПЕРЕВАГИ ГЕОМЕТРИЧНОГО ДОВЕДЕННЯ КЛАСИЧНОЇ ТЕОРЕМИ

В.Ю. Трохiна, Л.А. Репета
(КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна)

Однiєю з ключових теорем математичного аналiзу є теорема Барроу.

Теорема 1. Похiдна визначеного iнтегралу як функцiї її верхньої межi дорiвнює
значенню пiдiнтегральної функцiї в точцi диференцiювання, тобто

f : [a; b] → R неперервна на [a; b],Φ(x) =

∫ x

a

f(t)dt,

Φ — первiсна f на [a; b], тобто Φ′(x) = f(x) для ∀x ∈ [a; b].

Аналiтичне доведення цiєї теореми базується на означеннi неперервної функцiї i
властивостях визначеного iнтеграла (перша теорема про середнє значення).
Розглянемо доведення, яке спирається на геометричний змiст визначеного iнтеграла.

Доведення. Зафiксуємо значення x i надамо йому приросту ∆x. Тодi ∆Φ(x) — площа
заштрихованої областi. Для достатньо малих ∆x:

∆Φ ≈ f(x)∆x⇒ ∆Φ

∆x
≈ f(x); f(x) = lim

∆x→0

∆Φ

∆x
⇒ f(x) = Φ′(x).

�
Висновок. На вiдмiну вiд класичного, геометричне доведення є простим i нао-

чним, хоча не достатньо грунтовним. Зважаючи на те, що воно легше для сприйня-
ття i займає менше часу, можливо, його можна наводити на факультетах нематема-
тичних спецiальностей, де на вивчення математичного аналiзу видiляють небагато
академiчних годин.

Лiтература
[1] Натансон И.П. Краткий курс высшей математики — 1999. — Г. VI— С. 315.
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ЛIНIЙНI СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З МАЛИМ
ПАРАМЕТРОМ ТА РЕГУЛЯРНОЮ ОСОБЛИВОЮ ТОЧКОЮ

О.В. Чорненька
(Нiжинський державний унiверситет iменi Миколи Гоголя Нiжин, Україна)

В данiй роботi вивчається питання про побудову загального формального розв’яз-
ку системи трьох лiнiйних диференцiальних рiвнянь вигляду

εx
dy

dx
= A(x, ε)y, (1)

з регулярною особливою точкою x = 0 ; ε – малий дiйсний параметр, 0 < ε ≤ ε0; x -
незалежна змiнна; y = y(x, ε) - шукана вектор-функцiя, A(x, ε) - квадратна матриця
третього порядку, яка задається розвиненням

A(x, ε) =
∞∑
s=0

∞∑
k=0

Askε
sxk. (2)

У роботi дослiджується можливiсть побудови лiнiйно незалежних розв’язкiв си-
стеми (1) в залежностi вiд поведiнки спектра головного оператора цiєї системи. Ви-
вчаються наступнi випадки:

1. Обґрунтовано випадок простого спектра головного оператора, тобто матриця
A00 має три рiзних власних значення.

2. Дослiджено питання про побудову загального розв’язку системи (1) за умови,
що гранична матриця A00 має власне значення кратностi три, якому вiдповiдає еле-
ментарний дiльник такої самої кратностi.

3. Вивчено також випадок про побудову загального розв’язку системи (1) за умови,
що гранична матриця A00 має власне значення кратностi три, якому вiдповiдає два
елементарних дiльники рiзної кратностi (один простий, а iнший кратностi два).

Для кожного випадку знайдено умови, за виконання яких розв’язки системи (1)
можна подати у виглядi

y(x, ε) = u(x, ε)exp(ε−1

∫ x

x0

t−1λ(t, ε)dt),

де u(x, ε) - тривимiрнi вектори, λ(x, ε) - скалярнi функцiї, що допускають розвине-
ння у подвiйнi степеневi ряди за дробовими показниками параметра та вiдношення
незалежної змiнної i параметра.

Отриманi результати уточнюють та доповнюють дослiдження, поданi у роботi [1].

Лiтература
[1] Чорненька О.В. Асимптотичний аналiз лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь з параметром та

регулярною особливою точкою // Вiсник Черкаського унiверситету. — 2016. — Випуск № 1. — С. 90–99.
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Секцiя 2.

Метрична теорiя чисел, геометрiї
фрактального аналiзу
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ТОПОЛОГIЧНА СТРУКТУРА МНОЖИНИ НЕПОВНИХ СУМ РЯДIВ,
ПОВ’ЯЗАНИХ З ПОСЛIДОВНIСТЮ ЧИСЕЛ ЛЮКА

О.Р. Артемчук
(НПУ iменi М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Розглядається ряд
∞∑
n=1

Ln

bn
, (1)

де (bn) – геометрична прогресiя з першим членом b1 > 0 та знаменником q > 0,
(Ln) – послiдовнiсть чисел Люка, яка задається початковими умовами L1 = 2, L2 = 1
та рекурентним спiввiдношенням Ln = Ln−1 + Ln−2 при n ≥ 3.

Вiдомо, що для чисел Люка має мiсце формула типу Бiне:

Ln = ϕn−1 + (−ϕ)1−n = ϕn−1 + (1− ϕ)n−1, де ϕ =
1 +

√
5

2
.

Теорема 1. Ряд (1) є збiжним тодi i тiльки тодi, коли q > ϕ. Його сума

S =
qϕ

b1(q − ϕ)
+

q(1− ϕ)

b1(q + ϕ− 1)
.

Означення 1. Множиною неповних сум збiжного додатного ряду
∞∑
n=1

un називається

множина E{un} = {x : x =
∞∑

n∈M

un, де M ⊆ N}.

Теорема 2. Множина E{un} неповних сум збiжного додатного ряду може бути:
1) вiдрiзком або скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв;
2) нiде не щiльною множиною, гомеоморфною класичнiй множинi Кантора;

3) гомеоморфною множинi T ≡ C0 ∪
∞∪
n=1

G2n−1 = [0, 1]
∞∪
n=1

G2n, де Gk − об’єднання

центральних iнтервалiв, що вилучаються з вiдрiзка [0; 1] на k-му кроцi побудови
множини Кантора.

Теорема 3. При q ∈ (2ϕ; +∞) множина неповних сум ряду (1) є нiде не щiльною
множиною, гомеоморфною класичнiй множинi Кантора, а при q ∈ (ϕ; 2ϕ) вона є
скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв.

Зауваження 1. На сьогоднi немає критерiїв, що дозволяють визначити тополо-
гiчну структуру множини неповних сум довiльного збiжного ряду, хоча iснують
окремi необхiднi або достатнi умови належностi цiєї множини одному з можли-
вих топологiчних типiв. Ряд (1) при q = 2ϕ є таким, що не задовольняє жоднi
наявнi достатнi умови, а тому вимагає додаткового iндивiдуального дослiдження.

c⃝ О.Р. Артемчук, 2019
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СУБГЕОМЕТРИЧНI РОЗКЛАДИ КАНТОРА

Н.О. Балицька
(НПУ iменi М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Властивостi розкладiв Кантора та пов’язаних з ними ймовiрнiсних мiр вивчались
багатьма дослiдниками як зарубiжними, так i українськими (М.В. Працьовитий, Г.М.
Торбiн, М.В. Лебiдь, Р.О. Нiкiфоров, B. Mance, О.В. Слуцький та iншi, див., напр.,
[1, 2, 3]). Значна кiлькiсть робiт присвячена дослiдженню фрактальних властивостей
ймовiрнiсних мiр, якi породжуються рiзними розкладами дiйсних чисел, цифри яких
є незалежними випадковими величинами. У данiй доповiдi розглядаються субгеоме-
тричнi розклади Кантора, тобто розклади, для яких послiдовнiсть {nk} задовольняє
умову nk ≤ qk для деякого натурального q ≥ 2.

Нехай Φ – сiм’я цилiндричних вiдрiзкiв розкладу Кантора, а dimH(·,Φ)– розмiр-
нiсть Хаусдорфа – Безиковича вiдносно Φ.

Теорема 1. Сiм’я цилiндрiв Φ, яка породжена субгеометричним рядом Кантора, є
довiрчою для обчислення розмiрностi Хаусдорфа – Безиковича на [0, 1], тобто

dimHE = dimH(E,Φ), ∀E ⊂ [0, 1].

Якщо ж nk = b0 · qk, для деякого q ≥ 2 i b0 ∈ N , то Φ є суттєво непорiвнянною,
тобто iснує Bq ⊂ [0; 1] така, що Hαq(Bq,Φ) = +∞, Hαq(Bq) = 0, де αq := dimH(Bq).

Теорема 2. Нехай

ξ =
∞∑
k=1

ξk
n1 · n2 · · · · · nk

,

де незалежнi в.в. ξk набувають значень 0, 1, . . . , nk−1 з iмовiрностями p0k, p1k, . . . , pnk−1,k

вiдповiдно. Якщо iснує q ≥ 2 таке, що nk ≤ qk,∀k ∈ N, то розмiрнiсть Хаусдорфа –
Безиковича ймовiрнiсної мiри µξ обчислюється за формулою:

dimHµξ = limk→∞
Hk

ln(n1 · n2 · . . . · nk)
,

де Hk :=
k∑

j=1

hj, hj := −
nj−1∑
i=0

pij ln pij. Зокрема, якщо nk = b0 · qk (q ≥ 2 i b0 ∈ N), то

dimHµξ = limk→∞
2Hk

k(k + 1) ln q
.

Лiтература
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КАНТОРIВСЬКI СИСТЕМИ ЧИСЛЕННЯ I
ПОСЛIДОВНОСТI ФIБОНАЧЧI

О.I. Бондаренко
(НПУ iменi М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Нагадаємо, що послiдовнiстю Фiбоначчi називається будь-яка послiдовнiсть дiй-
сних чисел (cn), яка задовольняє рекурентне спiввiдношення

cn+2 = cn + cn+1, n ∈ N. (1)
Кожна послiдовнiсть Фiбоначчi є двопараметричною, а саме: визначається своїми

двома послiдовними членами. Її наступний член обчислюється за формулою (1), а
попереднiй формулою

cn = cn+2 − cn+1 (2)
Тому, по своїй сутi, послiдовнiсть Фiбоначчi є двосторонньою, тобто визначена для
всiх цiлих значень n. Зрозумiло, що в цьому випадку доречно домовлятись про те,
який член є нульовим, а який − першим. Двостороннi цiлочисельнi послiдовностi
Фiбоначчi утворюють двовимiрний векторний простiр над кiльцем цiлих чисел (як
рацiональнi − над полем рацiональних чисел).

Канторiвська система числення визначається послiдовнiстю натуральних чисел
(sn), 2 ≤ sn, i послiдовнiстю алфавiтiв Asn ≡ {0, 1, ..., sn − 1}, n = 1, 2, ...

Цi засоби дозволяють будь-яке число x ∈ [0; 1] подати у виглядi

x =
α1

s1
+

α2

s1s2
+ · · ·+ αn

s1s2 . . . sn
+ . . . , αn ∈ Asn .

Ми розглядаємо три види канторiвських систем, пов’язаних з послiдовностями
Фiбоначчi, а саме: нас цiкавлять системи зображення чисел (або системи числення),
для яких

1) s1 = c1 ≥ 2, s2 = c2 ≥ 2, sn = cn,
2) sn = scn , де s − фiксоване натуральне число, бiльше 1,
3)

sn =

{
2, n /∈ (ck),

3, n ∈ (ck).

Ми акцентуємо увагу на питаннях:
1) достатностi та надлишковостi системи для рiзних задач метричної та позицiйної

геометрiї чисел,
2) канонiзацiї зображення чисел,
3) симетризацiї алфавiтiв тощо.
Доповiдь присвячена нормальним властивостям чисел для вказаних зображень i

їхнiм застосуванням до дослiдження рiзних математичних об’єктiв: множин, опера-
торiв, функцiй, мiр та динамiчних систем.

c⃝ О.I. Бондаренко, 2019
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РОЗПОДIЛ ЗНАЧЕНЬ КЛАСИЧНОЇ НЕПЕРЕРВНОЇ
НIДЕ НЕ ДИФЕРЕНЦIЙОВНОЇ ФУНКЦIЇ СЕРПIНСЬКОГО

ПРИ ЗАДАНОМУ РОЗПОДIЛI ЗНАЧЕНЬ АРГУМЕНТА

С. О. Климчук, Н. А.Василенко
(Iнститут математики НАН України, Київ, Україна)

Одним iз аспектiв дослiдження фрактальних властивостей неперервних нiде не
диференцiйовних функцiй є вивчення тополо-метричних i фрактальних властивостей
їх множин рiвнiв, лебегiвської структури й спектральних властивостей розподiлу їх
значень при заданому розподiлi значень аргумента.

Доповiдь присвячена розподiлу значень класичної функцiї Серпiнського [2] в ра-
нiше запропонованiй нами модифiкацiї. Нагадаємо її суть.

Нехай A5 = {0, 1, 2, 3, 4, 5}. На множинi A5 визначимо дискретну функцiю

γ(α) =


0, якщо α = 0,

1, якщо α ∈ {1, 2, 3},
2, якщо α = 4.

Для кожної послiдовностi (αk) ∈ L=A∞
5 =A5×A5× . . . визначимо послiдовнiсть (ck):

c1 = 0, ck =

{
ck−1, якщо αk−1 ∈ A5 \ {2}
1− ck−1, якщо αk−1 = 2.

На вiдрiзку [0; 1] розглядається функцiя

y = f(∆5
α1(x)α2(x)...αk(x)...

) = ∆Q3

β1β2...βk...
,

де

β1 = γ(α1(x)), βk =

{
γ(αk(x)), якщо ck = 0,

2− γ(αk(x)), якщо ck ̸= 0.

Вiдомо, що так означена функцiя f є неперервною нiде не диференцiйовною фра-
ктальною функцiєю.

В доповiдi йтиметься про вивчення лебегiвської структури (вмiст дискретної, аб-
солютно неперервної та сингулярної компонент) випадкової величини Y = f(X), де
X – випадкова величина з наперед заданим розподiлом, f – модифiкована функцiя
Серпiнського.

Лiтература
[1] Працьовитий М. В. Фрактальний пiдхiд у дослiдженнях сингулярних розподiлiв // Київ: Вид-во НПУ

iменi М. П. Драгоманова. — 1998. — 296 с.
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ПРОСТIР ПОСЛIДОВНОСТЕЙ НУЛIВ ТА ОДИНИЦЬ
ЯК МНОЖИНА ЗОБРАЖЕНЬ ДРОБОВОЇ ЧАСТИНИ

ДIЙСНОГО ЧИСЛА ВIДРIЗКА [0; 1]

I.М. Лисенко, М.Р. Гордiйчук
(НПУ iменi М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Нехай A ≡ {0, 1} — алфавiт, L = A×A× ...×A× ... — простiр послiдовностей нулiв
та одиниць, елементи якого позначатимемо a = (an). Останнiй можна наповнювати
рiзними математичними структурами. Iснує багато засобiв його метризацiї. На наш
погляд цiкавими метриками є:

ρ1(x, y) =

{
1

k(x,y)
, коли x ̸= y,

0, коли x = y,

де k = k(x, y) — натуральна функцiя двох змiнних x та y в просторi L, значення якої
визначається умовами: xk ̸= yk, але xi = yi при i < k;

ρ2(x, y) =
∞∑
n=1

|xn − yn|
qn

, q > 1;

ρ3(x, y) = ∆Q2

|x1−y1||x2−y2|...|xn−yn|...,

де ∆Q2
α1α2...αn... — Q2-зображення числа.

Простiр L можна розглядати як простiр зображень (кодувань) чисел вiдрiзка [0; 1]
засобами алфавiту A. Нагадаємо, що кодуванням (зображенням) чисел з [0; 1] за-
собами алфавiту A називається вiдповiднiсть f мiж множинами [0; 1] i L, при якiй
кожному числу x ∈ [0; 1] вiдповiдає принаймнi один елемент множини L i при цьому
кожний елемент множини [0; 1] є образом єдиної послiдовностi з множини L (iншими
словами: f є сюр’єктивним вiдображенням L на [0; 1]).

Одне цiкаве двосимвольне зображення чисел визначається вектором g = (g0; g1),
де 0 < g0 < 1, g1 ≡ g0 − 1, g0 > −g1. Воно отримується розкладом числа x в ряд

x = α1g1−α1 +
∞∑
k=2

(αkg1−αk

k−1∏
j=1

gαj
) ≡ ∆α1α2...αk..., де (αn) ∈ L.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження математичних об’єктiв з фра-
ктальними (самоподiбними, самоафiнними, автомодельними) властивостями, озна-
чених в термiнах вказаного зображення чисел з використанням названих метрик. В
першу чергу, це функцiї зi складною локальною структурою i розподiли ймовiрно-
стей, зосередженi на фракталах.

c⃝ I.М. Лисенко, М.Р. Гордiйчук, 2019
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ФРАКТАЛЬНI ВЛАСТИВОСТI ЗБУРЕНИХ МНОЖИН КАНТОРА,
ПОВ’ЯЗАНИХ З Q∗-РОЗКЛАДАМИ

О.П. Дорош
(НПУ iменi М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Доповiдь присвячена збуреним множинам Кантора [2], тобто множинам виду:

D[Q∗
3; {Vk}] = {x : x = △Q∗

3
α1,α2,...,αk...

, αk ∈ Vk},
де або Vk = {βk, γk}, βk ̸= γk, βk ∈ {0, 1, 2}, γk ∈ {0, 1, 2}, або Vk = {0, 1, 2},

Q∗
3 = ||qik||,

2∑
i=0

qik = 1, lim
k→∞

qik =
1

3
, qik > 0, i ∈ {0, 1, 2}

(детальнiше про Q∗-розклади дiйсних чисел дивись роботу [3], де цi розклади були
вперше введенi в розгляд).

Теорема 1. Нехай N+ = {k : Vk = {0, 1, 2},
N− = {k : Vk = {βk, γk}, βk ̸= γk, βk ∈ {0, 1, 2}, γk ∈ {0, 1, 2}, }
N−(n) := N− ∩ {1, 2, ..., n}, N+(n) := N+ ∩ {1, 2, ..., n}.

Позначимо
ν+ := lim inf

n→∞

N+(n)

n
.

Тодi при довiльному виборi матрицi Q∗ з вищеописаного класу, та довiльному ви-
борi послiдовностi {Vk}, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини D[Q∗

3; {Vk}]
обчислюється за формулою:

dimH(D[Q∗
3; {Vk}]) = ν+ + (1− ν+) log3 2.

Наслiдок. Розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича збуреної множини КантораD[Q∗
3; {Vk}]

спiвпадає з розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича класичної множини Кантора тодi i
тiльки тодi, коли «нижня частота» збурень дорiвнює нулю, тобто коли ν+ = 0.

Лiтература
[1] Дорош О.П. Про розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича «збурених» множин Кантора. — Студентськi

фiзико-математичнi етюди, Т. 1.– К: Вид-во НПУ iменi М.П.Драгоманова, 2016. — № 15 – с. 25-29.
[2] Торбин Г.М. Случайные величины с независимыми Q∗-знаками /Г.М.Торбин, Н.В. Працевитый //Слу-

чайные эволюции:теорет. и прикл. задачи. — Ин-т математики АН Украины, Киев, 1992. –– С. 95-104.

c⃝ О.П. Дорош, 2019
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ДЕЯКI ВЛАСТИВОСТI ФУНКЦIЇ, ПОРОДЖЕНОЇ
РОЗПОДIЛОМ ВИПАДКОВОЇ ВЕЛИЧИНИ

ЗАДАНОЇ ЗНАКОДОДАТНIМ РЯДОМ ЛЮРОТА

Є.I. Калашнiкова
(НПУ iменi М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

У доповiдi розглядається функцiя випадкової величини: Y = Fξ(X), де випадкова
величина X має рiвномiрний розподiл на [0; 1], Fξ(x) — функцiя розподiлу випад-
кової величини ξ з незалежними однаково розподiленими елементами її зображення
знакододатнiм рядом Люрота [1]: ξ = ∆L

η1...ηk...,
, де ηk — незалежнi, однаково роз-

подiленi випадковi величини, якi набувають значень 1, 2, ..., n, ... з ймовiрностями

p1, p2, ..., pn, ... вiдповiдно, 0 6 pi 6 1, ∀i ∈ N,
∞∑
i=1

pi = 1. Вiдомо [2], що функцiю

Fξ(x) можна представити у виглядi: Fξ(x) = βc1 +
∞∑
k=2

βck

k−1∏
j=1

pcj , βck =
∞∑

j=ck+1

pj.

В доповiдi будуть представленi результати дослiдження деяких властивостей фун-
кцiї Y = Fξ(X), зокрема умови дискретностi та неперервностi, абсолютної неперерв-
ностi або сингулярностi розподiлу випадкової величини Y , а також умови того, що
розподiл Y може бути сумiшшю дискретного та неперервного розподiлiв.

Доведено, що у випадку коли P{ηk = 1} = p1 = 0, випадкова величина Y = Fξ(X)
має чисто дискретний розподiл з атомами виду:

ym = βc1 +
m∑
k=2

βck

k∏
j=1

pcj , cj = 2, 3, ..., m ∈ N.

З цього випливає, що якщо iснує таке c ̸= 1, що pc = 0, тодi розподiл Y = Fξ(x) є
сумiшшю дискретного i неперервного розподiлiв. Знайдено вираз функцiї розподiлу
FY (x) випадкової величини Y , а також вираз її похiдної в точцi y0 = Fξ(x0), x0 =
∆L

a1a2...an...
:

F ′
Y (y0) = lim

n→∞

n∏
i=1

pai · ai(ai + 1).

Встановлено деякi достатнi умови абсолютної нерервностi та сингулярностi розподiлу
випадкової величини Y .

Лiтература
[1] Lüroth J. Uber eine eindeutige Entwickelung von Zahlen in eine unendliche Reihe // Math. Ann. — 1883. —

Т. 21.— Р. 441–423.
[2] Жихарєва Ю.I., Працьовитий М.В. Властивостi розподiлу випадкової величини, L-символи якої в

зображеннi знакододатним рядом Люрота, є незалежними // Труды ИПММ НАН Украины — 2011. —
Т. 23.— С. 71–83.

c⃝ Є.I. Калашнiкова, 2019
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РIВНОМIРНО РОЗПОДIЛЕНI ПОСЛIДОВНОСТI,
ПОРОДЖЕНI ЕРГОДИЧНИМИ ПЕРЕТВОРЕННЯМИ

Р.В. Кривошия, О.П. Макарчук
(Iнститут математики НАН України, Київ, Україна)

(ЦДПУ iменi В.Винниченка,Україна)

Послiдовнiсть an називається рiвномiрно розподiленою по модулю 1, якщо для
довiльного iнтервалу (a; b) ⊂ [0; 1] виконується умова

lim
n→∞

Nn

(
(a; b)

)
n

= b− a,

де
Nn

(
(a; b)

)
= #{aj|{aj} ∈ (a; b), j = 1, n}.

Перетворення φ : Ω → Ω називається ергодичним вiдносно мiри η, якщо
1) η(W ) = η

(
φ(W )

)
, якщо W ⊆ Ω i W вимiрна за η.

2) Якщо φ(A) ≡ A, то η(A) ∈ {0; η(Ω)}.

Теорема 1. Нехай перетворення φ : [a; b] → [a; b] є ергодичним вiдносно мiри Лебега.
Для майже всiх t ∈ [a; b] послiдовнiсть t, φ(t), . . . , φn(t), . . . є рiвномiрно розподiле-
ною тодi i тiльки тодi, коли b− a ∈ Z

Вiдомо [1], що для Q2 — представлення заданого стохастичним вектором (p; q)

x = ∆Q2
α1α2...αn...

оператор зсуву
∆Q2

α1α2...αn
= x→ φ(x) = ∆Q2

α1α2...αn

є ергодичним перетворенням.
Використовуючи критерiй Вейля [3] рiвномiрної розподiленостi послiдовностей, в

термiнах iнтеграла Рiмана можливо довести наступну теорему.

Теорема 2. Якщо для числа x ∈ [0; 1] послiдовнiсть φn(x) є рiвномiрно розподiле-
ною, то x є Q2 — нормальним числом, тобто ν0(x) = p.

Лiтература
[1] Турбин А.Ф., Працевитый Н.В. Фрактальные множества, функции, распределения. Киев: Наук. думка,

1992. 208 с.
[2] Титчмарш Е. Теория функций. Москва: Наука, 1980. 464 с.
[3] Weil H. Über die Gibbs’sche Erscheinung und verwandte Konvergenzphänomene. Rend. Circ. Math.Palermo,

1910, 30, 377–407.
[4] Weil H. Über ein Problem aus dem Gebiete der diophantischen Approximationen. Nachr. Ges. Wiss.

Göttingen, Math.-phys. Kl., 1914, 234–244.
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УЗАГАЛЬНЕННЯ ТРИБIН–ФУНКЦIЇ

Ю.П. Маслова
(НПУ iменi М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Неперервнi функцiї зi ”складною локальною поведiнкою”, якi мають неомежену
варiацiю на кожному як завгодно малому iнтервалi областi визначення, сьогоднi є
актуальним об’єктом наукових математичних дослiджень, оскiльки наявнi ефективнi
засоби їх теоретичного аналiзу. I ми маємо до них нетривiальний iнтерес (з боку
аналiзу їхнiх фрактальних властивостей).

Нехай 2 ≤ s – фiксоване натуральне число, As = {0, 1, . . . , s − 1} – алфавiт, Ls =
As×As×. . .×As×. . . – простiр послiдовностей елементiв алфавiту; ∥qik∥ – нескiнченна
стохастична матриця з додатними елементами (k ∈ N, i = 0, s− 1) така, що

∞∏
k=1

max
i

{qik} = 0;

β0k = 0, βik = q0k + . . .+ qi−1,k.
Вiдомо, що для будь–якого числа x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (αn) ∈ Ls така, що

x = βα11 +
∞∑
k=2

(
βαkk

k−1∏
j−1

qαjj

)
≡ ∆Q∗

s
α1α2...αk...

. (1)

Доповiдь присвячена властивостям неперерної нiде не монотонної функцiї f , яка
числу x = ∆

Q∗
s

α1α2...αn... ставить у вiдповiднiсть число

y = ∆G∗
2

γ1γ2...γn...
= δγ11 +

∞∑
k=2

(
δγkk

k−1∏
j−1

gγjj

)
,

де ∥gik∥ – нескiнченна стохастична матриця з додатними елементами, розмiрностi
(i ∈ {0; 1}, k ∈ N); δ0k = 0, δ1k = g0k, δik = g0k + . . .+ gi−1,k = δi−1,k + gi−1,k, i = 0, s,

γ1 =

{
0, якщо α1 = 0,

1, якщо α1 ̸= 0,
γn+1 =

{
γn, якщо αn+1 = αn,

1− γn, якщо αn+1 ̸= αn,
n ∈ N. (2)

У доповiдi акцентуєтся увага на структурних, автомодельних та диференцiальних
властивостях функцiї f , множинах її рiвнiв, фрактальних властивостях графiка та
суттєвих для неї множин, зокрема на розподiлi її значень при рiвномiрному розпо-
дiлi аргумента. Доводиться, що при будь–яких матрицях ∥qik∥ i ∥gik∥ функцiя має
необмежену варiацiю, що є необхiдною умовою її нiде не диференцiйовностi. Для
частинних випадкiв обгрунтовано iнтегральнi властивостi функцiї.

Лiтература
[1] Турбин А. Ф., Працевитый Н. В. Фрактальные множества, функции, распределения. — К.: Наукова

думка, 1992. — 208 с.
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ДОСЛIДЖЕННЯ ЕФЕКТИВНОСТI ВИКОРИСТАННЯ
ФРАКТАЛЬНОЇ IНТЕРПОЛЯЦIЇ ДЛЯ ЗАПОВНЕННЯ

ПРОПУСКIВ У МАСИВАХ ДАНИХ

О. Б. Панасенко, С. В. Ткаченко
(ВДПУ iменi Михайла Коцюбинського,Вiнниця, Україна)

Проблема обробки пропускiв у масивах даних часто виникає пiд час проведення
рiзних дослiджень. Пропущенi данi заповнюються певними величинами. Дослiдники
намагаються максимально наблизити їх до реальних значень. Для цього використову-
ють як класичнi методи (наприклад, рiзнi види iнтерполяцiй: методом найближчого
сусiда, кусково-лiнiйна, iнтерполяцiя многочленами, сплайнами тощо), так i новiтнi,
якi базуються на сучасних обчислювальних алгоритмах (див., наприклад, [1]). На-
ми дослiджувалась проблема ефективностi використання фрактальної iнтерполяцiї
(див., наприклад, [2]) для заповнення пропущених даних.

Нехай маємо скiнченний набiр точок (x0, y0), . . . , (xN , yN) (N > 3), якi описують
деякi данi. Припустимо, що вiдомими є значення лише деяких n з цих точок: (x0, y0) =
(xi0 , yi0), (xi1 , yi1), . . . , (xin , yin) = (xN , yN). Необхiдно вiдновити невiдомi N − n + 1
точок так, щоб вони були якомога ближчими до реальних величин.

Для вiдновлення пропущених даних ми пропонуємо наступне. Зафiксуємо W > 3.
Покладемо спочатку j = 0 i далi дiємо за таким алгоритмом, поки j +W ≤ N :

1) Розглядаємо точки (xij , yij), (xij+1
, yij+1

), . . . , (xij+W
, yij+W

). Для кожного k =
1, . . . ,W − 1 знаходимо таку фрактальну iнтерполяцiйну функцiю, яка проходить
через вказанi точки за виключенням (xij+k

, yij+k
), i для якої вiдхилення значення в

точцi (xij+k
, yij+k

) є мiнiмальним. Таким чином, одержано певнi W − 1 функцiї, якi
iнтерполюють частину даних.

2) Для кожного значення l вiд ij+1 до ij+W−1 знаходимо значення побудованої фра-
ктальної iнтерполяцiйної функцiї для xl. Зберiгаємо усi знайденi данi. Збiльшуємо j
на 1, переходимо до п. 1.

Значення в кожнiй пропущенiй точцi знаходимо як середнє арифметичне значень
всiх iнтерполяцiйних функцiй в цiй точцi. Нами здiйснено порiвняльну характери-
стику роботи вказаного алгоритму iз класичними методами iнтерполяцiї на деяких
вiдкритих даних. Виявилось, що нерiдко вiн дає найменшу середньоквадратичну по-
хибку у порiвняннi iз iншими методами.

Лiтература
[1] Collins L., Ndjiongue A. R., Bhekisipho T., Tshilidzi M. A Deep Learning-Cuckoo Search Method for Missing

Data Estimation in High-Dimensional Datasets // Advances in Swarm Intelligence. — 2017. — P. 561–572.
[2] Barnsley M. F. Fractals everywhere. — San Diego : Academic Press Professional, 1988. — 394 p.
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ОДИН КЛАС ФРАКТАЛЬНИХ ФУНКЦIЙ,
ПОВ’ЯЗАНИХ З Q∗

2-ЗОБРАЖЕННЯМ ЧИСЕЛ

С.П. Ратушняк
(Iнститут математики, Київ, Україна)

Одним з узагальнень класичного двiйкового зображення чисел з [0; 1] засобами
алфавiту A = {0; 1} є Q∗

2-зображення, яке визначається нескiнченною додатною чи-

словою послiдовнiстю: (q0k) = (q01, q02, ..., q0k, ...),
∞∑
k=1

qok = 1, i означується рiвнiстю

x = α1q1−α1 ,1
+

∞∑
k=2

(αkq1−αk
,k

k−1∏
j=1

qαj ,j) ≡ ∆Q2
α1α2...αk...

, (1)

де q1k ≡ 1− q0k, (αk) ∈ L = A× A× · · ·A× · · · .
Нехай маємо два Q∗

2-зображення чисел, визначенi послiдовностями (q0k) i (g0k) вiд-
повiдно (друге називатимемо G∗

2-зображення), послiдовнiсть функцiй φn : A×A→ A.
Розглядається функцiя fφ : [0; 1] → [0; 1], де

fφ(∆
Q∗

2
α1α2...αk...

) = ∆
G∗

2

φ1(α1,α2)φ2(α2,α3)...φk(αk,αk+1)...
. (2)

Означення функцiї fφ буде коректним лише тодi, коли вираз (2) дає рiвнi значення
для рiзних зображень Q∗

2-рацiональних чисел (∆
Q∗

2

c1c2...cm−11(0)
= ∆

Q∗
2

c1c2...cm−10(1)
). Забез-

печити це можна домовленiстю використовувати те зображення, яке має перiод (0).
Зауважимо, що число 1 має єдине зображення ∆

Q∗
2

(1). Функцiя, означена рiвнiстю (2),
є неперервною на множинi Q∗

2-iррацiональних чисел.
Iснує лише 16 функцiй φ, якi вiдображають A2 → A, але функцiя fφ, визначає-

ться послiдовнiстю функцiй φ, тому iснує континуальний клас функцiй, означених
рiвнiстю (2). Вiн мiстить кусково-сталi функцiї, а також неперервнi функцiї. До сiм’ї
останнiх вiдносяться тотожне перетворення пiвiнтервала [0; 1), iнверсор цифр Q∗

2-
зображення числа. Представник цiєї сiм’ї — оператор лiвостороннього зсуву цифр є
функцiєю неперервною на цилiндрах 1-го рангу.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження структурних, варiацiйних, авто-
модельних i фрактальних властивостей функцiй fφ. Аспект вивчення фрактальних
властивостей вичерпується питаннями властивостей множини значень i множин рiв-
нiв функцiй, а також спектральних властивостей розподiлу її значень.

Однi представники сiм’ї (2) мають множиною значень промiжок, другi — нiде не
щiльну множину, третi — об’єднання промiжкiв. Повна класифiкацiя топологiчних
типiв множин значень функцiї fφ наводиться. Розподiл значень функцiї fφ при рiвно-
мiрному розподiлi аргумента, взагалi кажучи, є сумiшшю дискретного i неперервно-
го розподiлiв. Висновки про тополого-метричнi властивостi носiя розподiлу значень
функцiї fφ в залежностi вiд послiдовностi (φn) i самого Q∗

2-зображення будуть дета-
лiзованi у доповiдi.

c⃝ С.П. Ратушняк, 2019
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ОДНА ФРАКТАЛЬНА НЕПЕРЕРВНА ФУНКЦIЯ
КАНТОРIВСЬКОГО ТИПУ

О.В. Свинчук
(Державний унiверситет телекомунiкацiй, Київ, Україна)

Нехай A5 ≡ {0, 1, 2, 3, 4} — алфавiт п’ятiркової системи числення, L ≡ A5×A5× . . .,
x = ∆5

α1(x)...αk(x)...
— 5-кове зображення числа x ∈ [0, 1], (αk) ∈ L.

G∗
s = ∥gin∥ — нескiнченна стохастична матриця, n ∈ N , i ∈ As = {0, 1, . . . , s − 1},

2 ≤ s ∈ N, s = 2k − 1 така, що має властивостi:
1. g0n = gs−1,n > 0, gjn = gs−1−j,n, gkn = 0, k = s−1

2
, j ∈ As, n ∈ N ;

2. g0n + g1n + . . .+ g[s−1]n = 1 n,∈ N ;

3.
∞∏
n=1

max{g0n, g1n, . . . , g[s−1]n} = 0.

Розглядається функцiя f(x), означена рiвнiстю

f(x) = δα1(x)1 +
∞∑
k=2

[
δαk(x)k

k−1∏
j=1

gαj(x)j

]
,

де
s−1∑
i=1

gij = 1, |gij| < 1, δ0j = 0, 0 < δij =
i−1∑
k=0

gkj < 1, i ∈ 1, s− 1.

Теорема 1. Функцiя f(x):
1. неперервна в кожнiй точцi вiдрiзка [0, 1] i набуває всiх значень з цього вiд-

рiзка;
2. є неспадною, якщо всi елементи матрицi ∥ gin ∥ є невiд’ємними;
3. є немонотонною функцiєю канторiвського типу, якщо в нескiнченнiй кiлько-

стi стовпцiв ∥gin∥ iснують нулi;
3. має графiк, симетричний вiдносно точки C

(
1
2
; 1
2

)
, i має мiсце рiвнiсть

1∫
0

f(x)dx = 1
2
.

В доповiдi обговорюються тополого-метричнi i фрактальнi властивостi множин
рiвнiв функцiї f(x), її структурнi, диференцiальнi, iнтегральнi та iншi властивостi.

Лiтература
[1] Працьовитий М.В., Калашнiков А.В. Самоафiннi сингулярнi та нiде не монотоннi функцiї, пов’язанi

з Q-зображенням чисел. // Укр. Мат. Журнал. — 2013. — Т. 65, №3. — С. 381–393.

c⃝ О.В. Свинчу, 2019



49

Восьма Всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з математики та фiзики «Актуальнi проблеми
сучасної математики i фiзики та методики їх навчання». Секцiя 2. — С. 49.

УЗАГАЛЬНЕНI МОМЕНТНI ЗОБРАЖЕННЯ ТА
АПРОКСИМАНТИ ТИПУ ПАДЕ ДЕЯКИХ БАЗИСНИХ

ГIПЕРГЕОМЕТРИЧНИХ РЯДIВ ДВОХ ЗМIННИХ

I.С. Тетерук
(Iнститут математики НАН України, Київ, Україна)

Запропонований В.К. Дзядиком в 1981 р. метод узагальнених моментних зобра-
жень [1] дав можливiсть з єдиних позицiй будувати та дослiджувати рацiональ-
нi апроксиманти Паде та їх узагальнення для багатьох класiв спецiальних фун-
кцiй [2]. Зокрема, в [3] були дослiдженi узагальненi моментнi зображення з опе-
ратором дробово-лiнiйного перетворення незалежної змiнної

(Aφ)(t) = φ

(
t

(1− qk)t+ qk

)
. (1)

Цей оператор при q ∈ (0,+∞)\{1} вiдображає простiр X = C[0, 1] сам в себе. На цiй
основi в [4] були побудованi апроксиманти Паде базисних гiпергеометричних рядiв
вигляду

f̃(z) =
∞∑
k=0

zk

1 + εqk
=

1

1 + ε
2ϕ1

[
q;−ε
−εq ; q; z

]
, 0 < ε <∞, (2)

де

2ϕ1

[
a; b
c

; q; z

]
=

∞∑
k=0

(a, q)k(b, q)k
(c, q)k(q, q)k

zk, (3)

а (a, q)k - символ Похгаммера.
У [5] метод узагальнених моментних зображень було поширено на випадок двови-

мiрних послiдовностей.
Базуючись на вищевикладеному, розглядатимуться узагальненi моментнi зображе-

ння та рацiональнi апроксиманти типу Паде для базисних гiпергеометричних рядiв
двох змiнних.

Лiтература
[1] Дзядик В.К. Про узагальнення проблеми моментiв // Доп. АН УРСР — 1981. — № 6. — С. 8–12.
[2] Голуб А.П. Узагальненi моментнi зображення та апроксимацiї Паде. — Київ: Iн-т математики НАН

України, 2002. — 222 с.
[3] Golub A.P. Generalized moment representations and Padé approximants associated with bilinear transformati-

ons // Укр. мат. журн. — 2002. — Т. 54, № 5. — С. 335–339.
[4] Голуб А.П., Гаврилюк Н.М. Апроксиманти Паде рядiв, пов’язаних з дробово-лiнiйними перетворення-

ми // Теорiя наближення функцiй та сумiжнi питання. Зб. праць Iн-ту математики НАН України —
2014. — Т. 11, № 3. — С. 70–77.

[5] Голуб А.П., Чернецька Л.О. Двовимiрнi узагальненi моментнi зображення та рацiональнi апрокси-
мацiї функцiй двох змiнних. // Укр. мат. журн. — 2013. — Т. 65, № 8. — С. 1035–1058.

c⃝ I.С. Тетерук, 2019
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ОЦIНКА МАКСИМАЛЬНОЇ ПРАВДОПОДIБНОСТI НЕВIДОМИХ
ПАРАМЕТРIВ ОДНОГО КЛАСУ СИНГУЛЯРНИХ РОЗПОДIЛIВ

ТА ЇЇ ВЛАСТИВОСТI

Н.В. Цiцiлiна
(НПУ iменi М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Розглянемо випадкову величину ζ = ∆Qs
η1η2...ηk...

, з незалежними одаково розподiле-
нимиQs цифрами ηi, що набувають значень 0, 1, ..., s−1, з iмовiрностями p0, p1, ..., ps−1

вiдповiдно, причому s ≥ 2, 0 ≤ pi ≤ 1,
s−1∑
i=0

pi = 1, Qs = (q0, q1, ..., qs−1) ,
s−1∑
i=0

qi = 1,

0 ≤ qi ≤ 1 [1].
Позначимо через ρi, i = 0, s− 1, статистичну оцiнку pi. Розглянемо клас багатопа-

раметричних розподiлiв F (x, ρ0, ρ1, ..., ρs−1), а саме: розподiлiв випадкової величини
ζ, прийнявши в якостi параметрiв p0, p1, ..., ps−1.

Нехай ми маємо реалiзацiю Xn = (x1, x2, ..., xn) вибiрки з даного класу розподiлiв.
Розв’яжемо задачу оцiнки невiдомих параметрiв модифiкованим методам максималь-
ної правдоподiбностi [2]. Введемо аналог функцiї правдоподiбностi для дослiджува-
ного сингулярного розподiлу:

Lm(Xn, ρ0, ρ1, ..., ρs−2) =
n∏

i=1

P{xi ∈ ∆αi1αi2...αim
}∣∣∣∆Qs

αi1αi2...αim

∣∣∣ =

=

(
ρ0
q0

) n∑
i=1

N0(xi,m)

·
(
ρ1
q1

) n∑
i=1

N1(xi,m)

·...·
(
ρs−2

qs−2

) n∑
i=1

Ns−2(xi,m)

·
(
1− ρ0 − ...− ρs−2

1− q0 − ..qs−2

) n∑
i=1

Ns−1(xi,m)

,

де Nj(xi,m) - кiлькiсть цифр ’j’ в Qs-розкладi xi до m-го мiсця.
Розв‘язавши систему рiвнянь максимальної правдоподiбностi, отримаємо:

ρj =

n∑
i=1

Nj(xi,m)

mn
, j = 0, s− 1, n,m ∈ N. (1)

Теорема 1. Оцiнки, отриманi з формули (1), є незмiщеними, конзистентними та
ефективними оцiнками параметрiв ρj.

Лiтература
[1] Працьовитий М. В. Фрактальний пiдхiд у дослiдженнях сингулярних розподiлiв. — Київ: Вид-во НПУ

iменi М. П. Драгоманова, 1998. — 296 с.
[2] Гончаренко Я. В., Дивляш Н. В. Статистичнi методи оцiнки параметра для одного однопараметричного

класу сингулярних розподiлiв салемiвського типу. // Науковий часопис НПУ iменi М. П. Драгоманова.
Серiя 1. Фiзико-математичнi науки. — К.: Вид-во НПУ iм. М. П. Драгоманова, 2014, 16(1). — C. 81-94.

c⃝ Н.В. Цiцiлiна, 2019
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АПРОКСИМАЦIЯ ДIЙСНИХ ЧИСЕЛ ВIДРIЗКА [0, 5; 1]
ЛАНЦЮГОВИМИ A2-ДРОБАМИ

А.С. Чуйков
(Iнститут математики НАН України, Київ, Україна)

Нехай ν1(x, n) =
ln

n
, ν 1

2
(x, n) =

kn

n
, де ln i kn — це кiлькiсть елементiв 1 i 1

2
вiдповiдно

серед (a1, . . . , an) у ланцюговому A2-зображеннi числа x = [0; a1, . . . , an, . . .] (див. [1]).

Лема 1. Нехай B – множина наборiв (α1, . . . , αk+l) серед яких l елементiв 1 та k
елементiв 1

2
, qk+l = q((α1, . . . , αk+l)) – число, яке визначається рекурентно

q0 = 1, q1 = α1, qn = αnqn−1 + qn−2, n = 2, 3, . . . , k + l.

Тодi iснують сталi Dj, D̃j(j ∈ {1, 2, 3, 4})(Dj, D̃j > 0), якi не залежать вiд k та l
такi, що

min
(β1,...,βk+l)

q((β1, . . . , βk+l)) = D1δ
l
1η

k
1 +D2δ

l
1η

k
2 +D3δ

l
2η

k
1 +D4δ

l
2η

k
2 ,

max
(β1,...,βk+l)

q((β1, . . . , βk+l)) = D̃1δ
l
1η

k
1 + D̃2δ

l
1η

k
2 + D̃3δ

l
2η

k
1 + D̃4δ

l
2η

k
2 ,

де δ1,2 =
1±

√
5

2
, η1,2 =

1±
√
17

4
.

Лема 2. Якщо число x = [0; a1, a2, . . . , an, . . .] – A2-iррацiональне, то

lim
n→∞

qn

δln1 η
kn
1

≤ D̃1, lim
n→∞

qn

δln1 η
kn
1

≥ D1.

Теорема 1. Якщо для ланцюгового A2-дробу iррацiонального числа x iснують ча-
стоти цифр 1

2
та 1, якi рiвнi вiдповiдно ν 1

2
та ν1, тодi для довiльного ε > 0 iснує

номер n0 такий, що

|x− pn
qn

| < 1

(δν11 η
ν 1
2

1 − ε)2n+1
, ∀n ≥ n0,

зокрема для довiльного iррацiонального числа y ∈ [0, 5; 1] iснує номер n1 та стала C
такi, що

|y − pn
qn

| < C

(1+
√
17

4
)2n+1

, ∀n ≥ n1.

Лiтература
[1] Дмитренко С.О., Кюрчев Д.В., Працьовитий М.В. Ланцюгове A2-зображення дiйсних чисел та його

геометрiя // Укр.мат.журнал. — 2009. — Т.61, № 4. — С. 452-463.
[2] Джоунс У., Трон В. Непрерывные дроби. Аналитическая теория и приложения. — М.: Мир, 1985. —

414 с.
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ENSEMBLE CLUSTERING OF IMAGES BASED ON
REPRESENTATIONS WITH DEEP NEURAL NETWORKS

O.K. Vasiur
(Нацiональний Унiверситет “Києво-Могилянська Академiя”, Київ, Україна)

Clustering analysis is a fundamental unsupervised machine learning task that is integral
for numerous applications in data analysis and data visualization. The main objective of
clustering consists in finding such a partition of data points that

– similar points are grouped in the same cluster;
– dissimilar points belong to different clusters.

Despite an easy to understand definition, clustering problem is difficult to solve due to
its combinatorial nature, multiple possible interpretations of what a "good"cluster is,
and high dependency on data nature. Different datasets may require different similarity
measure (depending on the problem context) and benefit from mapping to the lower-
dimension space in order to decrease problem complexity. Consequently, such techniques
as dimensionality reduction and representation learning are widely applied in clusteri-
ng analysis. Recent studies [1] prove the efficiency of clustering methods based on the
representations obtained with deep neural networks due to their high representational
power.

Similarly to the ensembles of classifiers, cluster ensembles provide a more robust and
stable solutions by fusing the clustering mappings from multiple models. Formally, the
clustering ensemble problem can be formulated as follows [2]. Let X = x1, x2, ..., xn be a
data set, and S = C1, C2, ...CM be a partition (clustering) of this data set, where CK is
a cluster belonging to S, 1 ≤ k ≤M . Then, the clustering ensemble problem consists in
finding a new partition C that would outperform (according to some specified measure)
existing partitions C1, C2, ...CM by using the information given by these partitions. In the
experimental part we implement the ensemble clustering technique based on representati-
on obtain with deep neural networks and show its effectiveness on a real-life image dataset.

Лiтература
[1] Song, C., Liu, F., Huang, Y., Wang, L., and Tan, T. (2013) Auto-encoder based data clustering. // In

Iberoamerican Congress on Pattern Recognition (CIARP), pages 117–124. Springer.
[2] A.L.N. Fred, A.K. Jain Combining multiple clusterings using evidence accumulation, IEEE Trans. Pattern

Anal.. — Mach. Intel. 27 (6) (2005) 835–850.
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ПРО ЕВКЛIДОВIСТЬ ДЕЯКИХ КIЛЕЦЬ МАТРИЦЬ

В.В. Власюк
(НПУ iменi М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

В роботi [1] обґрунтовано актуальнiсть дослiдження властивостей подiльностi для
кiлець матриць. В роботах [2,3] було видiлено кiльця матриць, якi є областями цiлi-
сностi, але при цьому не є полями, розглянуто та доведено деякi властивостi подiль-
ностi в даних кiльцях.

Найбiльш повно описати властивостi подiльностi можна в евклiдовому кiльцi. Тому
постало питання щодо пошуку умов, за яких кiльця матриць є евклiдовими. В роботi
[4] встановлено евклiдовiсть деяких кiлець матриць. У данiй роботi ми видiлили новi
кiльця матриць, якi є евклiдовими.

Автором було отримано наступнi результати.

Теорема 1. Кiльце K =

{(
a ±a
0 0

)
| a ∈ Z

}
є евклiдовим, факторiальним та кiль-

цем головних iдеалiв.

Теорема 2. Кiльце K =

{(
a 0
±a 0

)
| a ∈ Z

}
є евклiдовим, факторiальним та кiль-

цем головних iдеалiв.

Теорема 3. Кiльце K =

{(
0 0
a a

)
| a ∈ Z

}
є евклiдовим, факторiальним та кiльцем

головних iдеалiв.

Теорема 4. Кiльце K =

{(
0 a

0 a

)∣∣∣∣ a ∈ Z
}

є евклiдовим, факторiальним та кiльцем

головних iдеалiв.

Теорема 5. Кiльце K =

{(
a bd
−b a

)
| a, b ∈ Z

}
є евклiдовим, факторiальним та

кiльцем головних iдеалiв тодi i лише тодi, коли d ∈ {1, 2}.

Лiтература
[1] Власюк В. В. Про подiльнiсть в кiльцi матриць // Науковий часопис СНТ iменi Григорiя Волинки,

Випуск 2: 3б наукових праць. – К: НПУ iменi М.П. Драгоманова, 2016. – с. 159-161.
[2] Власюк В. В. Властивостi подiльностi в деяких кiльцях матриць // Освiта та наука. – 2017. 3б

наукових праць. – К: НПУ iменi М.П. Драгоманова, 2017. – с. 428-429.
[3] Власюк В. В. Про властивостi подiльностi в деяких кiльцях матриць // Освiта та наука. – 2018. Зб.

наукових праць. – К: НПУ iменi М.П. Драгоманова, 2018. – с. 767-769.
[4] Власюк В. В. Евклiдовiсть деяких кiлець матриць // Фiзика i математика: вчора, сьогоднi, завтра:

збiрник матерiалiв круглого столу. – Київ: НПУ iменi М.П. Драгоманова, 2018. – с. 20.

c⃝ В.В. Власюк, 2019



55

Восьма Всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з математики та фiзики «Актуальнi проблеми
сучасної математики i фiзики та методики їх навчання». Секцiя 3. — С. 55.

УПРАВЛIННЯ ТА ВИМIРЮВАННЯ РИЗИКУ
ПРИ IНВЕСТУВАННI У ЦIННI ПАПЕРИ

О.М. Гаврилюк, Н.I. Заставний
(Нацiональний Унiверситет “Києво-Могилянська Академiя”, Київ, Україна)

Наразi для банкових установ та iнвестицiйних компанiй актуальною є проблема
iнвестора [1], який має прийняти рiшення стосовно величини iнвестицiй X, в припу-
щеннi, що дохiд Y –це випадкова величина з вiдомим законом розподiлу. Якщо X
бiльше за Y , то iнвестор отримує прибуток (income) l · |Y −X|+, де

|Y −X|+ =

{
Y −X, Y > X

0, Y 6 X
.

Якщо X менше за Y , то виникає дефiцит (shortfall) u · |Y −X|−, де

|Y −X|− =

{
0, Y > X

X − Y, Y < X
.

Тодi загальний прибуток має вигляд:

H = X − u · |Y −X|− + l · |Y −X|+. (1)
У роботi розглядається задача про максимiзацiю математичного сподiвання (1)

стосовно до торгiвлi акцiями та опцiонами. Для акцiйX = St, Y = St+1, а для опцiонiв
X(t) = c – цiна опцiону (premium), а Y = |St+1 −K|+, де K – страйкова цiна акцiї.

Сформульовано твердження, якi дають можливiсть знайти як

maxE(H) = (1− l) ·max(X − 1

α
E(|Y −X|−)) + l · E(Y ), α =

1− l

u− l
,

де max(X − 1
α
E(|Y − X|−)) = AV@R(Y ), так i точку x∗, в якiй воно досягається.

Виявляється, що x∗ = G−1(α) = V aRα(Y ), де G−1(α) – квантиль розподiлу Y рiвня
α.

Розглянуто як випадок, коли ми знаходимось в умовах моделi Блека-Шоулза [2],
так i випадок коли ми маємо модель з активним ринковим часом [3] .
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SOME PROPERTIES OF LAGRANGIAN GROUPS

A. Donchyk
(National Pedagogical Dragomanov University, Kyiv, Ukraine)

The theory of groups is one of the most important sections of modern algebra. Together
with development of group theory, its methods have also been actively developed.

The methods of group theory is a powerful instrument that is used not only in math-
ematics, but also in other sciences – in chemistry, physics, coding theory, cryptography,
topology, theory of functions, crystallography etc. For example, the study of groups is
important for classification and determination of properties of minerals and molecules in
chemistry and crystallography; the set of symmetry operations is a group which allows
drawing conclusions about properties of physical objects in physics; the symmetry group
can help to determine the structure of optical spectra, Raman scattering spectra, and so
on. Therefore, the need to study groups with prescribed properties has been increased by
development of sciences [2, P.342; 3, P.384].

The need to study properties of finite groups first appeared in Lagrange, Ruffini, and
Abel investigations of algebraic equations. In particular, Lagrange has established that
the order of a subgroup is always a divider of the order of a group.

The groups, for which the statement, inverse to the Lagrange theorem, is true, are
Lagrangian. That is, if for every divider m of the order of the group there exists a
subgroup of order m, then the group is called Lagrangian.

Actually, not every finite group is Lagrangian. A symmetric group S5 is the simplest
example of a finite group which is not Lagrangian.

In [1], some basic properties of Lagrangian groups were presented. This report will
concern the results of further investigations of properties of such groups.

The obtained results can be used in further studies on group theory.
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КРЕДИТНИЙ СКОРИНГ: СИСТЕМА ПIДТРИМКИ РIШЕНЬ

Б.-Х. С. Жибак
(Нацiональний Унiверситет “Києво-Могилянська Академiя” Київ, Україна)

Модель кредитного скорингу є математичною моделлю, що використовується для
оцiнки ймовiрностi дефолту, тобто ймовiрнiсть того, що клiєнти можуть викликати
кредитну подiю (тобто банкрутство, невиконання зобов’язань, неплатежi та подiї за
умовчанням). У моделi кредитного скорингу ймовiрнiсть дефолту зазвичай вiдобра-
жається у виглядi кредитної оцiнки.

Точнi та прогнознi моделi кредитного скорингу допомагають максимiзувати при-
бутковiсть фiнансової установи, скоригованої за ризиком. Проте ринки та поведiнка
споживачiв можуть швидко змiнюватися пiд час економiчних циклiв, таких як спади
або розширення. З цiєї причини менеджерам з ризикiв або кредитним аналiтикам
потрiбно не тiльки створювати моделi, але й швидко їх коригувати та перевiряти.

Метою моделi кредитного скорингу є проведення класифiкацiї: вiдрiзняти "хо-
роших"аплiкантiв вiд "поганих". На практицi це означає, що статистичнi моделi
потрiбнi для виявлення роздiльної лiнiї, що вiдрiзняє двi категорiї, в просторi по-
яснювальних змiнних (вiк, зарплата, освiта тощо).

У своїй роботi я розглянула питання розробки методу i алгоритмiв iнтелектуальної
пiдтримки прийняття рiшень на основi оцiнки ризикiв з урахуванням аспектiв су-
б’єктивного кредитного поведiнки. Перш за все, ми шукаємо шляхи для зменшення
кiлькостi доступних змiнних, наприклад, можна вiдстежити категоричнi змiннi, де
бiльшiсть даних лежать в однiй категорiї. Також є корисними iншi iнструменти вiд
аналiзу даних, такi як таблицi спряженостей або кореляцiй.

У зв’язку iз запропонованою в роботi концепцiєю пiдвищення ефективностi си-
стеми роздрiбного кредитування новим є оцiнка ризикiв, пов’язана з суб’єктивною
кредитною поведiнкою, для оцiнки ефективностi розробленого методу i алгоритмiв,
що реалiзують його, прийнята умова оцiнки правильностi прийняття рiшень тiльки
на її пiдставi.

c⃝ Б.-Х. С. Жибак, 2019
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СИЛЬНА МЕТРИЧНА РОЗМIРНIСТЬ УНIЦИКЛIЧНИХ ГРАФIВ

М. М. Матвеєва
(Нацiональний Унiверситет “Києво-Могилянська Академiя” Київ, Україна)

Нехай G — зв’язний простий граф, тобто неорiєнтовний граф без кратних ребер i
петель.

Зв’язний граф, що має лише один цикл, називається унiциклiчним.

Означення 1. [1] Вершина w ∈ V сильно роздiляє двi вершини u, v ∈ V , якщо вико-
нуються наступнi рiвностi:

dG(w, u) = dG(w, v) + dG(v, u) або dG(w, v) = dG(w, u) + dG(u, v).

Множина S ⊂ V називається сильним метричним генератором для графа G, якщо
будь-якi двi вершини G сильно роздiляються деяким елементом з S. Сильний
метричний генератор найменшої потужностi називається сильним метричним бази-
сом, а його потужнiсть — сильною метричною розмiрнiстю G.

Теорема 1. Нехай G — унiциклiчний граф, причому кiлькiсть вершин його
циклу дорiвнює n. Позначимо внутрiшнi вершини G, якi лежать у циклi, як vi, їх
кiлькiсть — b, а кiлькiсть листкiв близьких до vi — lvi. Тодi виконуються такi
твердження:

(1) якщо b < [n+1
2
], то

dimsG =
b∑

i=1

lvi − 1 + [
n+ 1

2
]− b.

(2) якщо b ≥ [n+1
2
] i з кожних двох протилежних вершин в циклi графа G хоча

б одна є внутрiшньою, то

dimsG =
b∑

i=1

lvi − 1.

(3) якщо b ≥ [n+1
2
] i q — кiлькiсть пар протилежних вершин циклу графа G,

для яких жодна не є внутрiшньою, то

dimsG =
b∑

i=1

lvi − 1 + q.
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ДИЛЕМА МАНДРIВНИКА.
ЧУТЛИВIСТЬ ВИБОРУ ДО РОЗМIРУ ШТРАФУ

А.I. Мiцан
(Нацiональний Унiверситет “Києво-Могилянська Академiя” Київ, Україна)

У теорiї iгор дилема мандрiвника є типом гри, в якiй два гравцi намагаються ма-
ксимiзувати свою власну виплату без будь-якого занепокоєння про виплату iншого
гравця.

Було дослiджено чутливiсть вибору гравцiв до розмiру штрафу. Зiбрано статисти-
ку вiдповiдей для варiантiв, де розмiр R становив 5, 25, 50 та 80дол. Опираючись на
зiбрану статистику, були обчисленi частотнi ймовiрностi вибору опитуваним вартостi
меншу та бiльшу за середню, а також максимальної.

Проведенi тести вiдхилили належнiсть вiдповiдей до нормального розподiлу, тому
була побудована наочна експоненцiйна залежнiсть мiж ними.

Для штрафiв 5дол. та 25дол. у зiбраних вiдповiдях немає суттєвих розбiжностей.
Вони хаотично розкиданi та не вiдслiдковується залежнiсть. При переходi до штра-
фу 50дол. вже визначається вiд’ємна кореляцiя, тобто для штрафу 50дол. вiдповiдi
стали суттєво нижчi, нiж тi, що для 5дол. та 25дол.

Мiж штрафами 50дол. та 80дол. також визначається залежнiсть вiд штрафу – чим
вiн бiльший, тим меншi за значенням вiдповiдi давали опитуванi.

Тестом Манна-Уiтнi були пдтвердженi результати критерiю знакiв – мiж штрафа-
ми 5дол. та 25дол. вiдмiннiсть неiстотна, а мiж 25дол. та 50дол., 50дол. та 80дол. –
iстотна, вiдповiдi суттєво зменшуються в значеннi.

Зробленi такi висновки: при штрафi 25дол. i бiльше – вiдслiдковується певна за-
лежнiсть, в той час як штраф 5дол. – експериментально низький для того, щоб опи-
туванi на нього зважали.
Тому штрафи 5дол. та 25дол. можна ототожнити та не розглядати окремо, а 50дол.
та 80дол. – є динамiка на зменшення значення вiдповiдей.

c⃝ А.I. Мiцан, 2019
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ЗАХИСТ КЛЮЧIВ ЗА ДОПОМОГОЮ МЕДОВОГО ШИФРУВАННЯ

М. Олiйник
(Нацiональний Унiверситет “Києво-Могилянська Академiя” Київ, Україна)

Концепцiя медового шифрування спрямована на захист персональних даних з
низькою ентропiєю вiд атаки "грубою силою"(повного перебору). Це можуть бути
ключi криптосистеми, пiн-коди, паролi, номери кредитних карток. Для кожного з
таких випадкiв розглядається своя схема медового шифрування. У [1] розглянуто
схему захисту ключiв криптосистеми RSA за допомогою медового шифрування.

Ми покажемо, що ця схема може бути також застосована до криптосистеми Рабiна.

Лiтература
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З IСТОРIЇ ОДИНИЦЬ ВИМIРЮВАННЯ ЄМНОСТI
НОСIЇВ ТА ОБ’ЄМУ IНФОРМАЦIЇ

С.В. Паршуков, Л.М. Паршукова
(Нацiональний Унiверситет “Києво-Могилянська Академiя” Київ, Україна)

Одиницi вимiрювання iнформацiї потрiбнi для вимiрювання рiзних характеристик
пов’язаних з iнформацiєю - ємнiсть комп’ютерної пам’ятi, об’єми даних, якi переда-
ються цифровими каналами зв’язку тощо.

У 1928 роцi Ральф Гартлi сформулював фундаментальний принцип збереження iн-
формацiї, який у 1948 роцi був формалiзованим Клодом Шенноном. Термiн для мiнi-
мальної кiлькостi iнформацiї – «бiт» – був запропонований Клоду Шеннону Джоном
Тьюкi [1]. Один бiт є одиницею iнформацiї, що визначено у мiжнародному стандартi
ISO/IEC 80000-13:2008 розробленому Мiжнародною органiзацiєю зi стандартизацiї
(ISO) та Мiжнародною електротехнiчною комiсiєю (IEC) [2].

Розмiр байта (сукупнiсть бiтiв, якi обробляються комп’ютером одночасно та iсто-
рично використовувалися для кодування одного символу) залежав вiд апаратного
забезпечення (вiд 1 до 48 бiтiв) до введення стандарту ISO/IEC 2382-1:1993 вiдповiд-
но до якого, байт є рядком, який розглядається як єдине цiле та представляє символ
або частину символу i складається з 8 бiтiв (октет) [3]. Один байт може мiстити
значення вiд 0 до 255 (256 чисел, включно з нулем). Сучаснi архiтектури використо-
вують 32- чи 64-бiтнi слова, якi складаються вiдповiдно з чотирьох чи восьми байтiв.
Авторство термiну байт приписують за рiзними версiями Вернеру Бухгользу та Луї
Дж. Дулi [4].

Деяка плутанина виникає з використанням префiксiв для похiдних одиниць у деся-
тковому (Мiжнародна системи одиниць) та двiйковому (стандарт IEC 60027-2:1999)
представленнi, що призводить до похибок пiд час обчислення. Двiйковi префiкси ви-
користовуються у файлових менеджерах та iншому програмному забезпеченнi для
вказування розмiру файлiв, виробниками оперативної пам’ятi. Десятковi префiкси
використовуються у телекомунiкацiях, при зазначенi розмiрiв HDD, SSD, Cloud, USB-
флешок, DVD, BD.

Лiтература
[1] Ушаков А. Клод Шенон — создатель теории информации (к 100-летию со дня рождения) //Control
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[2] IEC 80000-13:2008 [Електронний ресурс]. – Режим доступу до ресурсу: https :

//www.iso.org/standard/31898.html
[3] ISO/IEC 2382:2015 [Електронний ресурс]. – Режим доступу до ресурсу: https :

//www.iso.org/standard/63598.html
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ЗБЕРЕЖЕННЯ СЕКРЕТУ ПРИ ДОКУМЕНТООБIГУ

С.В. Степанюк
(Нацiональний Унiверситет “Києво-Могилянська Академiя”, Київ, Україна)

В основi документообiгу зазвичай лежать облiковi книжки. В бiльшостi сучасних
систем вони досi паперовi, проте все ширшого розповсюдження набувають електрон-
нi журнали облiку. Один iз кращих способiв реалiзацiї є розподiленi облiковi книж-
ки(також вiдомi як блокчейни). В цiй роботi опрацьовувалися теоретичнi матерiали,
на основi яких було запропоновано систему для вирiшення проблем безпеки пiд час
документообiгу навчальних вiдомостей. В данiй роботi показано, за рахунок чого
запропонованi алгоритми будуть безпечними для використання та яким саме чином
будуть захищенi данi пiд час ведення облiку. Це гарантуватиметься саме завдяки
протоколам доведення без розголошення (Zero-Knowledge). Також зауважимо, що
пiд час розробки варто звернути серйозну увагу на вже загальновiдомий та давно
встановлений досвiд в галузях криптографiї, iнформацiйної безпеки та теорiї розпо-
дiлених систем для побудови надiйних продуктiв. В iншому разi довiряти цiнностi
новiй системi може бути вкрай небезпечно.

Лiтература
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Proposal MIT and Weizmann. / https://eprint.iacr.org/2018/664.pdf.
[2] Christian Cachin, Marko Vukoli?c. Blockchain Consensus Protocols in theWild, IBM Research – Zurich

c⃝ С.В. Степанюк, 2019



63

Восьма Всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з математики та фiзики «Актуальнi проблеми
сучасної математики i фiзики та методики їх навчання». Секцiя 3. — С. 63.

ВЛАСТИВОСТI ТРИКУТНИКА ПАСКАЛЯ

М.В. Тверiтiнова, I.I. Голiченко
(КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна)

Трикутник Паскаля, що базується на бiномiальних коефiцiєнтах, завжди був цiка-
вим предметом дослiджень. Його наочнiсть вiдiграє провiдну роль у математичному
застосуваннi, адже це дуже зручно для швидких розрахункiв. В трикутнику помiче-
но багато корисних властивостей, проте це не означає, що всi вони знайденi.

У данiй роботi виявлено i розглянуто деякi властивостi трикутника Паскаля.
Зокрема такi спiввiдношення:

C2
n+2 − C2

n = 2n+ 1

для знаходження непарних чисел,

C2
n+2 − C1

n =
n2 + n+ 2

2
утворюють послiдовнiсть центральних багатокутних чисел або ”послiдовнiсть леда-
чого постачальника” (англ. lazy caterer’s sequence) [1],
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n − C1

n · C1
n+1 − C1

n · C1
n−1 = n4

дають в результатi четвертий степiнь натурального числа n ≥ 1.
У статтi [2] наведено достатньо прикладiв застосування трикутника Паскаля, проте

зв’язок з непарними числами за другою дiагоналлю не виявлено. В статтях [3] та [4]
пропонується знайти квадрат чи куб вiдносно початкової позицiї у трикутнику, однак
окремої формули саме через комбiнаторнi вирази для 4-го степеня не запропоновано.
Так чи iнакше, наведенi факти можуть бути застосованi як в простих розрахунках,
так i у наукових дослiдженнях.
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ДО ПИТАННЯ ФОРМУВАННЯ IНФОРМАЦIЙНО-ТЕХНIЧНИХ
КОМПЕТЕНТНОСТЕЙ МАЙБУТНIХ УЧИТЕЛIВ IНФОРМАТИКИ

Г.В. Ткачук
(Уманський державний педагогiчний унiверситет iменi Павла Тичини

Умань, Україна)

Система вищої освiти має на метi пiдготовку висококвалiфiкованого фахiвця в
обранiй сферi дiяльностi, який, володiючи необхiдними вмiннями та навичками, зда-
тний використовувати їх у майбутнiй професiйнiй дiяльностi. В цьому контекстi ва-
жливим є не наявнiсть певних знань, а вмiння їх застосовувати на практицi для
розв’язання конкретного завдання, що передбачає змiну парадигми вищої освiти iз
знаннєвої в компетентнiсну та забезпечує формування ключових компетентностей
майбутнiх фахiвцiв. Плануючи роботу з формування компетентностей, доцiльно ви-
значити критерiї, за якими можна зробити висновок про рiвень сформованостi тих
чи iнших компетентностей. До складу критерiїв оцiнювання рiвня сформованостi
iнформацiйно-технiчних компетентностей майбутнiх учителiв iнформатики у про-
цесi практично-технiчної пiдготовки доцiльно включити такi компоненти [2], [1]: -
мотивацiйно-цiннiсний (наявнiсть стiйких мотивiв до оволодiння технiчними зна-
ннями, умiннями та навичками, отримання досвiду, удосконалення iнформацiйно-
технiчних компетентностей тощо); - змiстовий (визначає рiвень володiння технi-
чними знаннями, необхiдних для професiйної дiяльностi); - операцiйно-дiяльнiсний
(рiвень володiння технiчними умiннями та навичками, необхiдними для розв’язку
практично-технiчних завдань, технiчна грамотнiсть, можливiсть використання те-
хнiчних умiнь в рiзних ситуацiях). Таким чином, визначенi компоненти дають змогу
зробити висновок, що iнформацiйно-технiчнi компетентностi iнтегрують знання (про
закономiрностi будови та функцiонування конкретних технiчних пристроїв), умiння
(використовувати наявнi знання для розв’язання технiчних задач на рiвнi своєї про-
фесiйної квалiфiкацiї), навички (використання, обслуговування, ремонту, комплекта-
цiї технiчного обладнання), здатностi (доступно викладати навчальний матерiал, що
стосується технiчної сторони) i виявляються у прагненнi i готовностi до ефективного
застосування сучасних технiчних засобiв та комп’ютерних технологiй для вирiшення
завдань у професiйнiй дiяльностi i повсякденному життi, усвiдомлюючи при цьому
значущiсть предмета i результату дiяльностi.

Лiтература
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ВПРОВАДЖЕННЯ IНФОРМАЦIЙНО-КОМУНIКАЦIЙНИХ ТЕХНОЛОГIЙ
У НАВЧАЛЬНИЙ ПРОЦЕС

Я.В. Усатюк
(Уманський державний педагогiчний унiверситет iменi Павла Тичини,

Умань, Україна)

Людство неминуче вступає в iнформацiйну епоху. Сучасний етап розвитку суспiль-
ства характеризують рiзким посиленням iнформацiйної насиченостi i iнформацiйної
взаємодiї, що є результатом процесiв глобалiзацiї i безпрецедентного розвитку iн-
формацiйних i комунiкацiйних технологiй. Одним iз важливих напрямкiв розвитку
iнформатизацiї є новi комп’ютернi технологiї. Комп’ютернi технологiї постiйно вдо-
сконалюються, стають бiльш насиченими, ємними, гнучкими, продуктивними, на-
цiленими на рiзноманiтнi потреби користувачiв [1]. Iнтерактивнiсть, iнтенсифiкацiя
процесу навчання, зворотний зв’язок - помiтнi переваги цих технологiй, котрi зумо-
вили необхiднiсть їх застосування у рiзних галузях людської дiяльностi, насамперед
у тих, якi пов’язанi з освiтою та професiйною пiдготовкою. Сьогоднi iнформацiйнi
технологiї стали невiд’ємною частиною сучасного свiту, вони значною мiрою визна-
чають подальший економiчний та суспiльний розвиток людства. У цих умовах рево-
люцiйних змiн вимагає й система навчання. Тобто актуальнiсть даного питання має
мiсце у сучасному освiтньому середовищi, адже нинi якiсне викладання дисциплiн
не може здiйснюватися без використання засобiв i можливостей, якi надають ком-
п’ютернi технологiї та Iнтернет. Вони дають змогу вчителю краще подати матерiал,
зробити його бiльш цiкавим, швидко перевiрити знання учнiв та пiдвищити їхнiй iн-
терес до навчання. У будь-якому варiантi доступ в Iнтернет для вчителя пiдвищує i
рiвень пiдготовки самого вчителя, i рiвень проведення занять, i якiсть знань учнiв.
При цьому iнтерес бiльшостi учнiв до комп’ютера й Iнтернету пiдвищує мотивацiю
навчання. Збiльшення комп’ютерної технiки та подальше її вдосконалення поширює
можливостi викладачiв використовувати комп’ютернi технологiї не тiльки при ви-
вченнi iнформатики, але й поєднаннi викладання iнших дисциплiн iз використанням
IКТ, в тому числi i математики. Застосування IКТ у навчальному процесi дозволяє
реалiзувати iдеї iндивiдуалiзацiї та диференцiацiї навчання, що є основними завдан-
нями сучасної системи освiти України [2].
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СПРОЩЕННЯ ЗГОРТКОВИХ НЕЙРОННИХ МЕРЕЖ

О.В. Федоров
(Нацiональний Унiверситет “Києво-Могилянська Академiя”, Київ, Україна)

Згортковi нейроннi мережi розв’язують задачi розпiзнавання зображень та аудiо,
що є дуже поширеними задачами сьогоднi. I наразi розгортання великих згорткових
нейронних мереж на пристроях користувачiв, на яких цi задачi i потрiбно вирiшува-
ти, є актуальною проблемою через велику складнiсть обчислень.

Архiтектури згорткових нейронних мереж для розв’язання поширених задач
(AlexNet [1], VGG16 [2], тощо) зазвичай є надлишковими з метою досягнення кращої
збiжностi у процесi налаштування вагiв.

Було дослiджено спрощення архiтектур нейронних мереж за допомогою розкладу
згорткових фiльтрiв неповного рангу на послiдовнi фiльтри меншої розмiрностi, за
допомогою чого досягається виграш у кiлькостi операцiй. Наприклад, для фiльтру
розмiруK×K рангу 1, цей фiльтр розкладається на послiдовнi фiльтри розмiруK×1
та 1×K, що дає виграш в кiлькостi операцiй вiд O(K ∗K ∗ S) до O(K ∗ S +K ∗ S),
де S є кiлькiстю застосувань фiльтру до вхiдної матрицi.

Був застосований такий пiдхiд до популярних архiтектур нейронних мереж (VGG16,
тощо), та виконано порiвняння швидкостi роботи та точностi початкової моделi та
спрощеної.
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ON PROPERTIES OF GROUPS WITH AN Ap-SUBGROUP

Yu.S.Fedorchuk, O.O.Trebenko
(National Pedagogical Dragomanov University, Kyiv, Ukraine)

A large number of modern investigations in group theory confirm that one of the main
questions of group theory research still continues to be the question of the existence of
subgroups satisfying some kind of given conditions.

This study belongs to the direction mentioned.

Let G be a group and p be some fixed prime.
Consider a subset H of all elements of G satisfying the following two conditions:

a) x−1hx = hp for all h ∈ H, x ∈ G\H;
b) h1h2 = h2h1 for arbitrary elements h1, h2 of H.

It is not hard to show that H is a normal subgroup of G. It was called an Ap-subgroup
[1].

The finite Symmetric group S3 and the quaternion group Q8 are examples of a group
with an Ap-subgroup (with p = 2 and p = 3 respectively).

Some interesting properties of a group with an Ap-subgroup were established. They will
be presented in the report.
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ПРИЙНЯТТЯ РIШЕНЬ ПРИ ВИЗНАЧЕННI
МАРШРУТУ IНТЕРНЕТ-ПЛАТЕЖIВ

А.М. Цислицький
(Нацiональний Унiверситет “Києво-Могилянська Академiя”, Київ, Україна)

На даний момент в свiтi спостерiгається активний перехiд до безготiвкового роз-
рахунку. Такий вид розрахунку набув найбiльшого поширення в iнтернетi, де можна
купити будь-який товар, не виходячи з дому. Навколо iнтернет-платежiв банкiвською
картою збудовано велику мiжнародну iнрфраструктуру, яка складається з банкiв та
постачальникiв платiжних сервiсiв у бiльшостi країн свiту. Складнiсть платiжної iн-
фраструктури створює перешкоди в успiшному проходженi платежу. Одна з них: на
ринку мiжнародних платiжних систем рiзнi банки-еквайри (банк, що списує грошi з
картки) мають рiзнi можливостi, як технiчнi так i юридичнi, для успiшного списан-
ня грошей. Обрання правильного банку для кожного конкретного iнтернет-платежу,
з урахуванням всiх його особливостей i параметрiв, збiльшує ймовiрнiсть успiшної
оплати. Отже, при правильному прийнятi рiшення бiзнес зможе збiльшити конверсiю
проходження платежiв, i як наслiдок - власнi прибутки. Тому в роботi було поставле-
но мету: створити систему, що максимiзує прибуток, через обрання стратегiї пошуку
найефективнiшого банку.

Задача вибору маршруту iнтеренет-платежiв зводиться до задачi багаторукого
бандиту. Тобто аналогiчна грi на декiлькох iгрових автоматах (бандитiв) одночасно.
Основна проблема задачi – визначити, з мiнiмальними втратами в грошах, автомат,
який буде давати нам найбiльший виграш. Оскiльки на стартi нам невiдомi справжнi
показники автоматiв, ми будемо дiзнаватись їх, граючи на кожному автоматi i запи-
сувати результат кожної гри. Такий пiдхiд називається навчанням з пiдкрiпленням.

В роботi було розроблено власну систему симуляцiї роботи банкiв еквайрiв. За її
допомогою порiвняно рiзнi стратегiї гри: A/B тестування, епсилон-жадiбний алго-
ритм, UCB [1], семплування Томпсона [2], пропорцiйний розподiл. Було визначено
найефективнiшу стратегiю - семплування Томпсона. До обраної стратегiї запропо-
нованi покращення у виглядi каскаду з стратегiй оцiнки рiзних параметрiв та змiни
стану системи при технiчних несправностях банкiв. Результати порiвнянi зi звичай-
ною стратегiєю семплування Томпсона.
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ГНУЧКА МОДЕЛЬ ЯК ОДНА IЗ ПЕРСПЕКТИВНИХ МОДЕЛЕЙ
ЗМIШАНОГО НАВЧАННЯ АЛГЕБРИ I ТЕОРIЇ ЧИСЕЛ

В ПЕДАГОГIЧНОМУ УНIВЕРСИТЕТI

М.С. Антошкiв
(НПУ iм. М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Технологiя Blended Learning (комбiноване, змiшане навчання) на сьогоднiшнiй день
є свiтовим освiтнiм трендом, а перспективи її впровадження свiдчать на користь ор-
ганiзацiї змiшаного навчання алгебри i теорiї чисел в педагогiчному унiверситетi [1].
Важливою перевагою технологiї є можливiсть врахування психологiчних особливо-
стей i потреб представникiв так званого цифрового поколiння, якi мають вiдмiннi вiд
своїх попередникiв стиль мислення та способи роботи з iнформацiєю [2].

Видiляють такi моделi змiшаного навчання як ротацiя станцiй, перевернутий клас,
ротацiя лабораторiй, iндивiдуальна ротацiя, модель а-ля карт, збагачена вiртуальна
та гнучка моделi. Кожна з них має тi чи iншi переваги. Зосередимо увагу на перспе-
ктивах впровадження гнучкої моделi в процес навчання алгебри i теорiї чисел.

Змiст гнучкої моделi змiшаного навчання полягає в наступному. На початку заня-
ття студенти займають мiсце в так званому «офiсi» — певнiй локацiї унiверситету, де
кожен iз студентiв пiдключається до власного комп’ютера, планшета або смартфона
та заходить на дистанцiйну платформу. Роль офiсу може виконувати навчальна ау-
диторiя, чи, навiть, деяка її частина. На дистанцiйнiй платформi студент обирає свiй
план на день (або лише на найближче заняття), самостiйно поєднує рiзнi навчальнi
активностi, складає iндивiдуальний навчальний маршрут. Викладач може призна-
чити окремi активностi обов’язковими, але загальний план заняття студент формує
сам, виходячи з власних потреб i побажань. Пiсля цього починається навчання вiд-
повiдно до плану, яке включає вiдвiдування рiзних локацiй: зони групової роботи,
iндивiдуального навчання, консультацiй з викладачем або тьютором, вiдпочинку.

Прогнозованi переваги впровадження гнучкої моделi комбiнованого навчання –
персоналiзацiя навчального процесу, врахування iндивiдуальних когнiтивних особли-
востей (кожен працює у власному темпi, виконуючи тi завдання, якi для нього є ре-
левантними), навчання за принципом майстерностi (наступна тема не вiдкривається
доти, поки не буде ґрунтовно засвоєно попередню тему), розвиток навичок само-
освiти та самоконтролю, вмiння працювати в командi тощо. Тому, на нашу думку,
дослiдження ефективностi цiєї моделi заслуговує першочергової уваги. Експеримент
з її впровадження пiд час вивчення алгебри i теорiї чисел студентами математичних
спецiальностей очiкується найближчим часом.
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ЗАДАЧI З ЕЛЕМЕНТАМИ УКРАЇНСЬКОГО ФОЛЬКЛОРУ
ПРИ ВИВЧЕННI АЛГЕБРИ У 7 КЛАСI

А.В. Билим, О.В. Чорненька
(Нiжинський державний унiверситет iменi Миколи Гоголя, Нiжин, Україна)

Для вчителя математики сучасної української школи досить актуальним та важли-
вим є завдання, що стосуються забезпечення умов успiшного навчання та вихован-
ня учнiв. Доцiльним є не лише пряме повiдомлення нових знань, а й встановлення
зв’язкiв з уже вiдомими iсторичними фактами та подiями, ознайомлення учнiв з
можливостями застосування математичних понять i методiв при вивченнi iнших ди-
сциплiн. Саме тому в основу даного дослiдження покладено питання про можливiсть
використання задач з елементами українського фольклору на уроках математики.

Зупиняючись на вивченнi алгебри у 7 класi, вiдмiтимо основнi завдання даного
дослiдження: 1) висвiтлити основнi функцiї математичних задач з елементами укра-
їнського фольклору; 2) дослiдити наявнiсть задач такого типу в дiючих пiдручниках
алгебри 7 класу; 3) проiлюструвати на прикладах методичнi особливостi розв’язання
таких задач.

Провiвши аналiз сучасних методичних робiт [1], [2] та дiючих пiдручникiв з алгебри
7 класу, приходимо до висновку, що для сучасного вчителя математики використання
задач з елементами українського фольклору є досить цiкавим та актуальним. Задачi
з елементами фольклору, якi наявнi у пiдручниках та можуть бути використанi на
уроках алгебри у 7 класi, це переважно текстовi задачi та задачi на обчислення. Для
таких задач, вiдповiдно до класифiкацiї, наведеної у роботi [3], можна видiлити на-
ступнi функцiї: навчальна функцiя (за допомогою задач учнi вчаться застосовувати
вже вiдомi знання, в процесi розв’язання дiзнаються про додаткову теоретичну iн-
формацiю та методи розв’язання); розвивальна функцiя (задачi сприяють розвитку
мислення школярiв, формуванню вмiнь математизувати ситуацiю); виховна функцiя
(спрямована на формування в учнiв наукового свiтогляду; нацiонального, патрiоти-
чного, економiчного, естетичного виховання).

У подальших дослiдженнях планується провести пiдбiр задач з елементами україн-
ського фольклору, де зустрiчаються давнi назви мiр довжин, ваги, об’єму. Цi задачi
сприятимуть ознайомленню учнiв з традицiями та звичаями нашого народу, вихо-
ванню патрiотичного ставлення до Батькiвщини.
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ОРГАНIЗАЦIЯ IНТЕГРОВАНОГО НАВЧАННЯ ФIЗИКИ ТА
АСТРОНОМIЇ З ВИКОРИСТАННЯМ КВЕСТ-ТЕХНОЛОГIЙ

О. В. Бронiшевська
(НПУ iм. М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

На сьогоднi одна iз вимог пiд час iнтегрованих урокiв полягає в тому, що фiзика
та астрономiя для учнiв повиннi бути цiкавими, легкими i сучасними. Бiльшостi
учням проблемно здiйснювати логiчнi операцiї, важко засвоювати велику кiлькiсть
iнформацiї.

Тому для пiдвищення мотивацiї учнiв до навчання, розвитку активного пiзнан-
ня на уроках, самостiйної роботи, перевiрки знань у процесi iнтегрованого навчання
фiзики та астрономiї використовуємо квест-технологiю, яка навчає розв’язувати, ана-
лiзувати i знаходити розв’язки поставлених завдань i задач у нестандартних умовах.

Квест (вiд англ. quest – пошук, пошук щастя/знання/iстини, пошук пригод) – iн-
телектуальне змагання з елементами рольової гри, основою якого є послiдовне вико-
нання заздалегiдь пiдготовлених завдань командами або окремими учасниками, - за
джерелами Вiкiпедiї.

На нашу думку, квест – це iнновацiйний пiдхiд до традицiйного виду навчання пiд
час iнтегрованого курсу фiзики та астрономiї.

Правильно створений квест допомагає долати проблеми та труднощi, а саме: вмiти
застосовувати свої знання на практицi у незвичайних ситуацiях, логiчно мислити,
розв’язувати, розплутувати i доходити до кiнцевого результату в процесi задачного
пiдходу до навчання.

Що означає правильно створений квест?
Це цiкавий сценарiй складений за змiстом теми або роздiлу з фiзики та астроно-

мiї, який має чiтко визначений результат, його має отримати учасник або команда на
електронних чи паперових носiях i який необхiдно виконувати пiд час проходження
етапiв i дiйти до цього самого результату. Основна мета квесту – це швидке i якi-
сне виконання цiкавих завдань з метою досягнення кiнцевої цiлi, у результатi чого
учасник або команда отримують винагороду.

Квест має певну структуру: вступ (пояснення правил, iнструкцiї щодо викона-
ння, роль учасникiв, план роботи); завдання (чiтко сформульований i визначений
кiнцевий результат самостiйної роботи: створена серiя задач, на якi потрiбно зна-
йти вiдповiдi; вказана проблема, яку слiд розв’язати; певна позицiя, яка має бути
захищена; опис процесу роботи, яку слiд виконати кожному учаснику квеста; опис
критерiїв та параметрiв квеста (критерiї оцiнки залежать вiд типу завдань, якi ма-
ють бути розв’язанi); висновки, якi отримали пiд час виконання самостiйної роботи;
винагородження учасникiв квесту.
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У процесi iнтегрованого навчання фiзики та астрономiї квест дозволяє учням кра-
ще ознайомитись з темою, розвиває ерудицiю, сприяє розвитку самостiйностi та само-
органiзацiї учнiв, дозволяє учням краще пiзнавати один одного пiд час прийняття рi-
шень у процесi виконання навчального проекту з фiзики та астрономiї, швидко запа-
м’ятовувати iнформацiю, розвитку вмiння працювати з великими об’ємами фiзичної
й астрономiчної iнформацiї, розвиває логiчне мислення, увагу, уяву, спостережли-
вiсть, збагаченню словникового запасу з фiзики та астрономiї, пiдвищує загальний
рiвень розвиненостi учнiв, реалiзує мiжпредметнi зв’язки у процесi вивчення фiзики
та астрономiї.

Ми впевненi в тому, що якщо вчитель фiзики та астрономiї створить i органiзує
квест з учнями, одразу побачить позитивнi змiни i зацiкавленiсть предметами пiд
час iнтегрованого навчання фiзики та астрономiї. Адже учнi хочуть бути цiкавими,
оригiнальними i помiченими. I пiд час квесту є можливiсть кожному учневi проявити
себе.

Отже, все викладене вище дає змогу зробити висновок, що квест - це iгрова техно-
логiя, яка має чiтко поставлене дидактичне завдання, iгровий задум, обов’язково має
керiвника (наставника), чiткi правила, та реалiзується з метою пiдвищення в учнiв
знань i вмiнь ХХI столiття.
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АКУСТИЧНI ВЛАСТИВОСТI НАПОВНЕНОГО ПЕНТАПЛАСТУ

В. В. Вiржанський
(НПУ iм. М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Розробка новiтнiх матерiалiв i технологiй, привело до створення матерiалiв, та-
ких як полiмернi композицiйнi матерiали (ПКМ) на основi пентапласту дисперсного
наповнювача AgI (йодид срiбла). [1]

ПКМ оптимального складу виразно проявляють властивостi як полiмерної ма-
трицi так i наповнювача. Концентрацiйна залежнiсть густини системи пентапласт
– дисперсний йодид срiбла, характеризується монотонним зростанням, що пов’яза-
но iз збiльшенням вмiсту наповнювача (AgI) з бiльшою густиною. Пористiсть усiх
зразкiв ПКМ, що визначалась як рiзниця мiж значеннями густини, одержаних за
даними гiдростатичного зважування та розрахованими за правилом сумiшей, зале-
жить вiд вмiсту наповнювача та не перевищує 1%, що забезпечує ефективний захист
композитiв системи вiд атмосферних впливiв та дiї агресивних середовищ.

З урахуванням властивостей як наповнювача, так i полiмерної матрицi, було виго-
товлено цилiндричнi зразки для дослiдження швидкостi поширення та поглинання
ультразвуку дiаметром 20 мм i висотою 6

7
мм . [2]

Дослiдження акустичних властивостей ПКМ проводили iмпульсно-фазовим мето-
дом при кiмнатнiй температурi. Для реалiзацiї iмпульсного фазового методу вико-
ристовували вимiрювач швидкостi та поглинання ультразвуку “УС-12-ИМ”, ультра-
звуковi випромiнювач та приймач iз буферними стержнями. За показами значень
швидкостi поширення та коефiцiєнту поглинання ультразвуку обчислювали хвильо-
вий опiр (x), модуль пружностi (E ′) та тангенс кута механiчних втрат (tgδ).

Вiдносна похибка при дослiдженнi акустичних властивостей становила: швидкостi
ультразвуку ε ≤ 0.5

1
%; поглинання – 4

5
%.

Iз результатiв дослiдження зразка, було з’ясовано, що iснує залежнiсть швидкостi
поширення ультразвуку вiд вмiсту наповнювача в системi пентапласт-AgI. Також,
можна ознайомитись iз залежностями поглинання ультразвуку та «стрибка» коефi-
цiєнта поглинання ультразвуку.

Аналiз концентрацiйних залежностей швидкостi, поглинання та “стрибка” погли-
нання ультразвуку дозволяє, в певнiй мiрi, пояснити динамiку змiни структури та
розмiрiв структурних неоднорiдностей системи пентапласт – AgI. Вiдповiдно i аку-
стичнi властивостi цього зразка.
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АКСIОЛОГIЧНИЙ ПIДХIД У ПРОЦЕСI
ФОРМУВАННЯ ВАЛЕОЛОГIЧНОЇ КОМПЕТЕНТНОСТI

МАЙБУТНIХ УЧИТЕЛIВ МАТЕМАТИКИ

Д. А. Возносименко
(Уманський державний педагогiчний унiверситет iменi Павла Тичини, Умань, Україна

Умань, Україна)

Орiєнтацiя пiдготовки майбутнiх вчителiв математики на формування у них си-
стеми загальнолюдських i професiйних якостей, що визначають їхнє ставлення до
свiту, до власної реальностi, до самого себе (як людини i фахiвця) вiдповiдає аксiо-
логiчному (цiннiсному) пiдходу до навчання, здiйснюється на засадах аксiологiчного
пiдходу [1]. Аксiологiчний пiдхiд у процесi формування валеологiчної компетентно-
стi майбутнього вчителя математики передбачає набуття ним загальнолюдських цiн-
ностей (людина, життя, здоров’я, добро, природа, людська гiднiсть, мораль тощо).
Сучасний вчитель повинен володiти аксiологiчним мисленням, оскiльки завдання
вчителя зробити так, щоб цiнностi життя i здоров’я, стали надбанням кожного учня
i основою для формування його особистiсних переконань.Реалiзацiя аксiологiчного
пiдходу у процесi пiдготовки майбутнiх учителiв математики полягає у використаннi
конкретних прикладiв, що розкривають роль i потребу людини у створеннi та вико-
ристаннi не лише матерiальних, але й загальнолюдських цiнностей. Одне iз завдань,
яке стоїть перед сучасним вчителем зробити так, щоб визначенi освiтнi цiнностi,
зокрема життя i здоров’я, стали надбанням кожного учня i основою для формуван-
ня його особистiсних переконань. Одним iз шляхiв реалiзацiї аксiологiчного пiдходу у
пiдготовцi майбутнiх учителiв математики є використання iнновацiйних технологiй.
На сучасному етапi модернiзацiї освiтнього процесу, особливої популярностi набу-
ває впровадження в процес пiдготовки фахiвцiв тренiнгових технологiй навчання.
Тренiнговi заняття сприяють пiдвищенню пiзнавальної активностi студентiв, фор-
муванню здоров’язберiгаючої компетентностi, розвитку у них творчого мислення та
креативностi у процесi виконання завдань. Отже, аксiологiчний пiдхiд передбачає
формування валеологiчної компетентностi майбутнiх вчителiв математики через: си-
стему цiннiсного ставлення до власного здоров’я та здатнiсть до об’єктивної оцiнки
своїх можливостей; усвiдомлення студентами важливостi здоров’я школярiв, та вла-
сного здоров’я як до найвищої цiнностi будь-якої особистостi; усвiдомлення необхi-
дностi дотримуватися основних правил здоров’язбереження, що дозволить найбiльш
ефективно виконувати завдання власної здоров’язберiгаючої дiяльностi у майбутнiй
професiї.
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РОЗРАХУНОК ДРУГОГО КОЕФIЦIЄНТА В’ЯЗКОСТI
ТА ПОГЛИНАННЯ У ФТОРОВАНИХ СПИРТАХ

А.М. Гетало
(ПНПУ iменi В. Г. Короленка, Полтава, Україна)

У доповiдi викладенi результати розрахункiв другого коефiцiєнта в’язкостi i по-
глинання в фторованих спиртах. Фторованi спирти знайшли широке застосування
у промисловостi як теплоносiї та холодильнi агенти, у медицинi як антисептики i
кровозамiнники, слугують промiжними продуктами в органiчному синтезi та моно-
мерами для отримання полiмерних матерiалiв [1].

Нами були вимiрянi густина, зсувна в’язкiсть, швидкiсть i поглинання звуку
в 2,2,3,3,4,4,5,5,6,6,7,7-додекафторгептанолi-1 (C7H3F12OH) та 1Н,1Н-тридекафтор-
гептанолi-1 (C7H2F13OH) на частотi 27,5 МГц i в iнтервалi температур (293÷363) К.
При вимiрах використовувався метод iмпульсної акустичної спектроскопiї. Було
розраховано класичне поглинання, обумовлене зсувною в’язкiстю, згiдно рiвняння
αstoks

f2 = 8π2η
3ρc3

та коефiцiєнт об’ємної в’язкостi ηV з величин надлишкового поглинання
при ωτ ≪ 1 згiдно рiвняння ηV = 4

3

αexp

αstoks
ηS.

Характерним є те, що поглинання звуку в дослiджених нами рiдинах зi зростанням
температури зменшується. Однак спостерiгається, що величина класичного коефiцi-
єнта поглинання в значнiй мiрi залежить вiд кiлькостi замiн атомiв водню на атоми
фтору.

Уведення атомiв фтору в органiчнi молекули змiнює електронну густину молеку-
ли i суттєво впливає на фiзичнi властивостi спиртiв. Цi факти вказують на тiсний
зв’язок мiж поглинанням звуку iз структурою рiдини. Висловити якусь переконливу
думку про зв’язок класичного коефiцiєнту поглинання з мiжмолекулярною взаємо-
дiєю було б не доцiльно. Але в окремих випадках для багатьох рiдин, зменшення
мiжмолекулярної взаємодiї призводить до зменшення поглинання звуку.

Проведенi розрахунки показали, що характер змiни поведiнки коефiцiєнта об’ємної
в’язкостi iз змiною температури в дослiджуваних рiдинах такi самi, як i для зсувної
в’язкостi. У дослiджених рiдинах вiдношення об’ємної в’язкостi до зсувної в’язкостi
зростає зi зростанням температури, i значний вплив на це має замiна атомiв водню
атомами фтору.
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A BOUNDARY VALUE PROBLEM WITH FREE
BOUNDARY: LIE SYMMETRY, REDUCTION

AND EXACT SOLUTIONS

V.V. Davydovych
(Institute of Mathematics, NAS of Ukraine, Kyiv, Ukraine)

Let us consider the (1 + 2)-dimensional nonlinear system of the form

αt + (αu1)x + (αu2)y = S(α), u1x + u2y = ∇ · (D(α)∇p) ,[
(2 + λ)αu1x + λαu2y

]
x
+
[
αu1y + αu2x

]
y
= px + (αΣ(α))x,[

αu1y + αu2x
]
x
+
[
(2 + λ)αu2y + λαu1x

]
y
= py + (αΣ(α))y,

(1)

which is the two-dimensional (in space) approximation of the known tumour growth model
proposed in [1]. The tumour growth model derived in [1] formally consists of the seven
governing equations in the two-dimensional space approximation (see equations (3), (10)–
(12) therein). However the velocity of water in the tumour can be expressed via the
cell velocity using equations (11) [1] and substituted into other equations. Moreover the
equation for nutrients (12) [1] may be skipped by treating the nutrient-rich case. As a
result the system of the governing equations reduces to system (1).

In system (1): α is the tumour cell concentration; u1 and u2 are the cell velocity
components; p is the water pressure; S, D and Σ are the known functions and their
typical forms are listed in [1].

Because the tumour size is changing with time, we need to supply the governing equati-
ons (1) by appropriate boundary conditions. Assuming that the tumour boundary is
prescribed by a curve Γ(t, x, y) = 0, where Γ is an unknown function, the boundary
conditions have the form

u1Γx + u2Γy = −Γt, p = 0,[
(2 + λ)u1x + λu2y

]
Γx +

[
u1y + u2x

]
Γy = 0,[

u1y + u2x
]
Γx +

[
λu1x + (2 + λ)u2y

]
Γy = 0.

(2)

So, we have the nonlinear boundary value problem (1)–(2) with the unknown moving
boundary Γ(t, x, y) = 0.

The main result of our investigation can be summarized as follows. The Lie symmetry
analysis of the model (1)–(2) was carried out. The symmetries derived are applied for
the reduction of the nonlinear boundary value problems in question to those of lower
dimensionality. Finally, the reduced problems with correctly-specified coefficients were
exactly solved and the exact solutions derived were analysed.
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ЕЛЕКТРОННА ВЕРСIЯ ПIДРУЧНИКА
ЯК ЗАСIБ НАВЧАННЯ ФIЗИКИ

С. О. Декарчук
(УДПУiменi Павла Тичини, Умань, Україна)

Вiдповiдно до новiтнiх тенденцiй в нацiональнiй системi шкiльної освiти, велике
значення має впровадження iнформацiйних технологiй, прискорення темпiв процесу
навчання та пiдвищення його якостi. Одним iз шляхiв досягнення цього застосува-
ння сучасних досягнень науки i технiки в розробцi нових методiв i прийомiв роботи
з новiтнiми засобами навчання. Неможливо уявити сучасного школяра на уроцi без
комп’ютерного пристрою (гаджета) з одного боку, а з iншого сучасний учень при-
хильник мiнiмалiзму i комфорту у навчаннi. Тому вивчення шкiльного курсу фiзики
все частiше вимагає не тiльки нових пiдходiв але й методiв i засобiв використання
iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй навчання. Успiшне оволодiння навчальним
матерiалом з фiзики залежить вiд того, яким i як користується пiдручником учень
в закладах освiти, чи це класичний пiдручник на друкованiй основi, чи це його еле-
ктронна версiя, чи це електронна версiя з гiперпосиланнями на енциклопедичну iн-
формацiю, чи це електронний пiдручник, вибiр за вчителем.

Вiдповiдно до iнформацiйно-цифрової компетентностi, однiєї з 10 ключових ком-
петентностей нової української школи, передбачається формування в учнiв за-
гальноосвiтнiх навчальних закладiв впевнене, а водночас критичне застосування
iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй (IКТ) для створення, пошуку, обробки,
обмiну iнформацiєю на роботi, в публiчному просторi та приватному спiлкуваннi.
Iнформацiйна й медiа-грамотнiсть, основи програмування, алгоритмiчне мислення,
робота з базами даних, навички безпеки в iнтернетi та кiбербезпецi. Розумiння етики
роботи з iнформацiєю (авторське право, iнтелектуальна власнiсть тощо) [1].

Користуватися рiдерами, або планшетами замiсть паперових пiдручникiв, на уро-
ках фiзики це сучасно i цiкаво для учнiв. Електроннi версiї пiдручникiв додають
навчальному процесу iнтерактивностi, насиченостi i наочностi. Сучасна версiї пiдру-
чникiв дозволяє швидко знаходити iнформацiю в параграфi за ключовими словами.
Деякi з гаджетiв можуть програвати MP3-файли, що стане в пригодi на уроках у
разi вивчення конкретних фiзичних явищ, виходити в iнтернет через Wi-Fi та вбудо-
ваний браузер дозволить учителю органiзувати роботу над навчальними проектами.
Цi та iншi переваги, мали б витiсняти паперовi версiї шкiльних пiдручникiв, але цiл-
ковитого переходу шкiл на навчання за електронними пiдручниками в найближчому
майбутньому.

Лiтература
[1] Нова українська школа (концептуальнi засади реформування середньої освiти). Режим доступу:

http://nus.org.ua/wp-content/uploads/2017/07/konczepcziya.pdf

c⃝ С. О. Декарчук, 2019
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ВIЗУАЛIЗАЦIЯ МАТЕМАТИЧНИХ ОБЄКТIВ
У СЕРЕДОВИЩI GEOGEBRA 6.0

Ю.М. Зiнченко, А.В.Рудий
(УДПУ iменi Павла Тичини, Умань, Україн)

Сучасне рiзноманiття потужних математичних комп’ютерних програм (Maple,
Mathcad, Mathematica, Maxima, Derive тощо), рiзноманiтних iнструментiв Google
Play Market (Photomath, Science Journal, MalMath,Calculator тощо), онлайн пла-
тформ (PNET, Learningapps тощо) дозволяють зробити освiтнiй процес цiкавим, ма-
ксимально концентрувати увагу студентiв та прискорювати сприйняття iнформацiї
через її вiзуалiзацiю. Система динамiчної математики GeoGebra 6.0 використовується
як засiб для вiзуалiзацiї дослiджуваних математичних об’єктiв, iлюстрацiї методiв
побудови. Виконання студентами на практичних заняттях iз математичного аналiзу
завдань з використанням середовища GeoGebra 6.0 створює можливiсть мiнiмiзува-
ти витрати часу на вiзуалiзацiю математичних об’єктiв та обрахунки [1]. Розглянемо
приклад побудови математичних об’єктiв у системi GeoGebra 6.0 при вивченi теми
"Застосування визначеного iнтеграла до задач геометрiї".

Задача.Обчислити площу плоскої фiгури, що обмежена кривою y2 =
√
x− 2 та

прямою x = const.
Коментар. Це приклад типового завдання з математичного аналiзу. Щоб його

розв’язати необхiдно спочатку виконати побудову плоскої фiгури, площу якої по-
трiбно знайти, а потiм за вiдомою формулою вирахувати визначений iнтеграл. Щоб
розв’язати дану задачу у середовищi GeoGebra 6.0 потрiбно спочатку в стрiчку ко-
манд ввести рiвняння функцiї y2 =

√
x− 2 та x = 10 лiнiй якими обмежена фiгура.

Далi, для наочного зображення геометричного мiсця точок, що визначенi умовою за-
дачi необхiдно в стрiчку команд записати нерiвностi x ≤ 10 та y2 ≤ (x− 2) вибравши
колiр та прозорiсть. За допомогою iнструмента Ползунок можна змiнювати значення
x = const. Потiм за допомогою команди Интеграл обчислюємо площу фiгури.

Як, бачимо, iнтерфейс середовища GeoGebra 6.0 є iнтуїтивно зрозумiлий, процес
його освоєння є не таким складним, як спецiалiзованих математичних програм. Так
що з GeoGebra 6.0 вивчення математичного аналiзу перетворюється на цiкавий про-
цес. З iншої сторони, у майбутнiх учителiв математики формуються умiння роботи
у популярному серед учителiв середовищi.

Лiтература
[1] Полiщук Т.В. Використання системи GeoGebra в процесi навчання курсу "Математичний аналiз"/

Т.В. Полiщук // Сучаснi iнформацiйнi технологiї в освiтi i науцi: II Всеукраїнська наукова Iнтернет-
конференцiя [27-28 березня 2019 р.]. – Умань : Вiзавi, 2019. – с. 111 - 117.

c⃝ Ю.М. Зiнченко, А.В.Рудий, 2019
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КОНТРОЛЬ ЗНАНЬ УЧНIВ СЕРЕДНЬОЇ ТА
СТАРШОЇ ШКОЛИ ЗА ДОПОМОГОЮ ТЕСТУВАННЯ

Д.В. Iльяшенко
(НПУ iм. М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

В сучаснiй системi оцiнювання знань учнiв, тестування є одним з найпопулярнiших
видiв пiдсумкового та промiжного контролю знань. Сучасний навчальний процес,
базується на особистiсно орiєнтованому, дiяльнiсному i компетентнiсному пiдходах.
Важливою потребою педагогiчного контролю знань є використання кiлькiсних мето-
дiв оцiнювання навчальних досягнень учнiв. На даний час важко уявити сучасний
навчальний процес без рiзних форм тестування.

Пiсля введення обов’язкового проходження Зовнiшнього незалежного оцiнювання
популярнiсть та необхiднiсть проведення контролiв у виглядi тестiв стрiмко зросла. З
метою пiдготовки учнiв до системи оцiнювання у виглядi тестування, а також швид-
кої та якiсної перевiрки знань залучення тестової форми оцiнювання стало набагато
частiшим.

Найбiльшою перевагою є те, що за допомогою тестiв можна охопити великий об-
сяг навчального матерiалу за значно коротший час. Якщо порiвняти з традицiйним
опитуванням, то тестуванням можна охопити той самий матерiал витративши у двiчi
менше часу.

Також перевагою опитування у тестовiй формi є швидка перевiрка та економiя
часу вчителя пiд час перевiрки. Тестова форма оцiнювання вважається абсолютно
об’єктивною, завдяки чому пiдвищується пiзнавальна дiяльнiсть учнiв.

Лiтература
[1] Сергiєнко В.П., Кухар Л.О. Методичнi рекомендацiї зi складання тестових завдань. — К., НПУ, 2011.

— 41 с.
[2] Барбаш Є.М. Тестування як засiб контролю навчальних досягнень учнiв у вiтчизнянiй iншомовнiй

освiтi у 60-90-тi роки ХХ столiття (ретроспективний аспект)
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ПРОЕКТУВАННЯ ЗАСОБIВ ОЦIНЮВАННЯ СФОРМОВАНОСТI
КОМПЕТЕНТНОСТЕЙ ПЕДАГОГIВ-ФIЗИКIВ

О.I. Кириленко
(НПУ iм. М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Проблема оцiнювання сформованостi компетентностей студентiв на сучасному ета-
пi розвитку вищої освiти є надзвичайно актуальною. Компетентнiсний пiдхiд вносить
свої корективи у розв’язання проблеми оцiнювання запланованих результатiв навча-
ння (компетентностей).

Фундаментальними поняттями компетентнiсного пiдходу є компетенцiї i компетен-
тностi. На нашу думку, компетенцiї вчителiв – це типовi завдання їх дiяльностi, коло
обов’язкiв та повноважень, визначених вiдповiдними нормативними актами. Якостi,
яких повинен набути вчитель, для дiяльностi, в рамках визначених для нього ком-
петенцiй, називаються компетентностями. Компетентнiсть являє собою п’яти компо-
нентне утворення: 1) знання i розумiння; 2) умiння дiяти; 3) готовнiсть до прояву
дiяльностi; 4) ставлення до змiсту i об’єкту дiяльностi (цiннiсно-змiстовий компо-
нент); 5) емоцiйно-вольова регуляцiя дiяльностi.

Компетентнiсна модель вчителя фiзики охоплює чiтко визначенi компоненти,
зокрема, квалiфiкацiйнi вимоги, якi визначаються майбутньою професiйною дiяльнi-
стю: необхiднi знання, вмiння та навички; специфiчнi психологiчнi та соцiальнi яко-
стi. Ця модель характеризує пiдготовленiсть вчителя до професiйної дiяльностi. При
проектуваннi методiв i засобiв оцiнювання сформованостi компетентностей необхiдно
моделювати реальну дiяльнiсть педагога-фiзика. Компетентностi не перевiряються
явно, перевiряються опосередковано через запланованi результати навчання. Першi
два компоненти перевiряються у процесi навчання i пiд час пiдсумкової атестацiї,
зокрема за допомогою тестових завдань. Таксономiя Блума може бути використана
пiд час вивчення окремих навчальних дисциплiн. Iншi компоненти компетентностей
дiагностують пiд час виробничих практик i за допомогою спецiальних методик опиту-
вання. Випускну перевiрку сформованостей компетентностей доцiльно здiйснювати
за допомогою iнструментiв, якi ґрунтуються на НРК i РК для ЄПВО.

Отже, реалiзацiя процедури оцiнки компетентностей передбачає: створення пор-
тфолiо i рейтингової таблицi до якої вносяться результати навчально-наукової дiяль-
ностi студента.

c⃝ О.I. Кириленко, 2019
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РОЗВИТОК ПIЗНАВАЛЬНОГО IНТЕРЕСУ УЧНIВ
З ФIЗИКИ В СУЧАСНОМУ ОСВIТНЬОМУ СЕРЕДОВИЩI

I.I.Кифорук
(УДПУ iменi Павла Тичини, Умань, Україна)

На сучасному етапi перед учителями фiзики постає актуальна проблема - розвиток
пiзнавального iнтересу учнiв до вивчення фiзики в сучасному освiтньому середовищi.
Оскiльки, починаючи вивчати фiзику, вони впевненi, що це складна наука i для ово-
лодiння нею треба мати певнi здiбностi. Тому навчальний матерiал, який вивчається
на уроках фiзики може здаватися не цiкавим i не потрiбним. Сформувати iнтерес
учнiв до фiзики, який сприяв би їхнiй навчально-пiзнавальнiй дiяльностi, науков-
цi й педагоги пропонують рiзними способами: змiною структури змiсту предмета,
удосконаленням фiзичного шкiльного експерименту, застосуванням нестандартних
форм i методiв у органiзацiї уроку, залученням учнiв до позакласної роботи з фiзики
[2]. Проблему розвитку пiзнавальних iнтересiв учнiв у процесi вивчення шкiльного
курсу фiзики дослiджували: О. Бугайов, О. Гнатюк, С. Гончаренко, Є. Коршак, I.
Ланiна, М. Мартинюк, В. Разумовський, О. Сергєєв, Л. Тарасов, А. Усова, та iн.
[1, 2, 3]. Враховуючи iндивiдуальнi iнтереси i схильностi окремих учнiв, вчитель по-
винен постiйно пам’ятати про те, що будь-яка позаурочна робота з фiзики з учнями
повинна сприяти розвитку пiзнавального iнтересу всiх учнiв [1, 2, 3]. Сучаснi до-
слiдження в галузi освiти доводять, що навчання має бути емоцiйно насиченим i
позитивно вмотивованим.

Лiтература
[1] Внеурочная работа по физике / О.Ф. Кабардин, Э.М. Браверман, Г.Р. Глущенко и др.; Под ред. О.Ф.

Кабардина. - М.: Просвещение, 1983. - 223 с.
[2] Гнатюк О. Розвиток пiзнавального iнтересу учнiв у процесi позакласної навчальної дiяльностi учнiв /

Оксана Гнатюк, Оксана Орлик // Науковi записки. - Випуск 99 - Серiя: Педагогiчнi науки. Кiровоград:
РВВ КДПУ iм. В. Винниченка, 2012. - С. 25 - 30.

[3] Ланiна I.Я. Позакласна робота з фiзики: Пер. З рос. - К.: Рад. школа, 1983. - 206 с.
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ПIДГОТОВКА ВЧИТЕЛIВ ФIЗИКИ ДО ВИКОРИСТАННЯ
IНФОРМАЦIЙНИХ ТЕХНОЛОГIЙ В ОСВIТНЬОМУ ПРОЦЕСI

I.I.Криворучко
(УДПУ iменi Павла Тичини, Умань, Україна)

Одним з найважливiших завдань iнформатизацiї сучасного суспiльства є викори-
стання iнформацiйних технологiй в освiтi. З огляду на сучаснi тенденцiї в розвитку
iнформацiйних комп’ютерних технологiй, викладачi повиннi ставити перед собою ме-
ту пiдвищити рiвень iнформатизацiї занять [1]. З комп’ютеризацiєю навчання пов’я-
зують перспективи пiдвищення ефективностi освiтнього процесу, зменшення розриву
мiж вимогами, якi суспiльство висуває до пiдростаючого поколiння, i практичною
шкiльною та унiверситетською пiдготовкою. Загальновiдомо, що фiзика є невiд’єм-
ною частиною людського життя. Сучасна наука пронизана фiзикою, її методами та
iдеями, якi виконують величезну роль в повсякденному життi мiльйонiв людей. Ска-
зане знаходить вiдображення в навчальному предметi "фiзика який стає все бiльш
насиченим i застосовується для вирiшення проблем в рiзних областях науки. Тому
в процесi викладання фiзики виникає ряд протирiч: мiж необхiднiстю використання
iндивiдуального пiдходу та диференцiацiї в навчаннi учнiв i великою наповнюванi-
стю класiв; мiж необхiднiстю створення оптимальних умов для самоосвiти учнiв i
вiдсутнiстю потрiбних iнформацiйних засобiв; мiж необхiднiстю об’єктивної оцiнки
знань учнiв i суб’єктивнiстю перевiрки знань учителем; мiж жорстко визначених про-
грамою змiстом навчального матерiалу i прагненням досвiдченого вчителя вийти за
межi пiдручника; мiж використанням колективної навчальної роботи i урахуванням
iндивiдуальних особливостей навченостi школярiв. Рiшення даних протирiч може
бути здiйснено шляхом впровадження iнформацiйних технологiй в освiтнiй процес.
Одним з них є портал Go-Lab,який надає учням та студентам можливiсть прово-
дити iндивiдуальнi науковi експерименти в онлайн-лабораторiї, а викладачi можуть
доповнити свою дiяльнiсть у класi демонстрацiями та подiлитися своїми кращими
практиками з педагогiчним спiвтовариством [2]. Бурхливий розвиток iнформацiйних
технологiй i комп’ютерної технiки вiдкриває новi можливостi вдосконалення педаго-
гiчних технологiй i методик навчання.

Лiтература
[1] Медведєва М.О. Аналiз iснуючих хмаро орiєнтованих сервiсiв пропонованих для вищих навчальних

закладiв / М. О. Медведєва // Науковий вiсник Ужгородського нацiонального унiверситету. - 2015. -
Вип. 36 - С. 125-127.

[2] Вембер В.П. Використання екосистеми Go-Lab для органiзацiї дослiдницького навчання / В.П. Вембер
/ Вiдкрите освiтнє е-середовище сучасного унiверситету. - 2018. - №5 - С. 39-48.

c⃝ I.I.Криворучко, 2019
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ПРИКЛАДИ ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ КЕЙСIВ ТА
STEM-ТЕХНОЛОГIЙ ПРИ ВИВЧЕННI ЕЛЕМЕНТIВ ТЕОРIЇ
ЙМОВIРНОСТI, КОМБIНАТОРИКИ ТА МАТЕМАТИЧНОЇ

СТАТИСТИКИ В ШКIЛЬНОМУ КУРСI МАТЕМАТИКИ

I.М. Кручко
(НПУ iм. М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

У доповiдi розглядаються деякi аспекти проблеми застосування сучасних методiв
та технологiй навчання в процесi вивчення елементiв комбiнаторики, теорiї ймовiр-
ностей та математичної статистики учнями старшої школи.

Актуальнiсть проблеми обумовлена необхiднiстю оновлення змiсту, форм, методiв
та прийомiв навчання в шкiльному курсi математики, створення нового освiтнього
середовища, яке сприятиме не просто накопиченню знань, умiнь i навичок, а й набут-
тю учнями ключових компетентностей, необхiдних в реальному життi для прийняття
рiшень та розв’язання проблем.

Для розв’язання вказаної проблеми, потрiбно органiзувати роботу учнiв таким
чином, щоб набутi ними знання та вмiння постiйно проектувались в площину рi-
зноманiтних застосувань. При цьому задачi, якi вирiшуються засобами математики,
мають бути цiкавими для школярiв саме тут i зараз, а не колись у майбутньому. Крiм
того, одним з ефективних напрямкiв мотивацiї та активiзацiї пiзнавального iнтере-
су сучасних школярiв є реалiзацiя мiжпредметних та мiждисциплiнарних зв’язкiв
математики з природничими або соцiально-гуманiтарними науками, а також з IT-
технологiями, якi можуть розглядатись в двох аспектах: як iнтрумент, що допомагає
вирiшенню задачi або як предметна галузь дослiдження (тобто галузь, в якiй вини-
кла дана задача).

На нашу думку, однiєю з технологiй, яка допомагає реалiзувати вказанi вище зав-
дання, є STEM-навчання (Science, Technology, Engineering and Mathematics). На сьо-
годнi в Українi впровадженням STEM-освiти займаються Iнститут модернiзацiї змi-
сту освiти (IМЗО), а також Коалiцiя STEM-освiти, яка об’єднує провiднi компанiї
(Ericsson, Intel, Melexis, OSTCHEM, Syngenta, НАЕК ”Енергоатом”), навчальнi закла-
ди, асоцiацiї, експертнi органiзацiї та всiх зацiкавлених в пiдвищення якостi освiти в
Українi.

При впровадженнi STEM-пiдходiв в практику освiтнього процесу виникає необхi-
днiсть змiнювати методи та органiзацiйнi форми навчання, бiльше того, змiнювати
тип взаємодiї мiж вчителем та учнем, використовуючи рiзнi iнтерактивнi форми.
Серед основних форм ми видiлили наступнi: кейс-навчання та "сторiтелiнг якi роз-
глянемо в доповiдi.

c⃝ I.М. Кручко, 2019
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ВIД ПРИНЦИПУ ВIДОБРАЖЕННЯ ЗОБРАЖЕННЯ
ДО СУЧАСНОГО ТЕЛЕБАЧЕННЯ

Д. I. Максюта
(УДПУ iменi Павла Тичини, Умань, Україна)

Шведський хiмiк Йёнс Якобу Берцелиус вiдкривши хiмiчний елемент селен не пе-
редбачав, що буде першою ланкою до вiдкриття телебачення. Хоча лише через 50
рокiв була дослiджена властивiсть селену i деяких iнших речовин змiнювати свiй
електричний опiр при попаданнi на них свiтла. Дослiдника побачили, що чим па-
даюче на селенову пластинку свiтло було яскравiшим, тим краще вона проводила
струм. Дослiдники створили мозаїку, яка була створена з маленьких шматочкiв, при
цьому з’єднали дротами кожен шматочок з маленькою лампочкою, спроектувати на
мозаїку зображення i пустити по дротах струм. Лампочки, сполученi з бiльш освiтле-
ними шматочками мозаїки, горiли яскравiше, а сполученi iз затемненими дiлянками
- тьмянiшi. Зображення що було отримано не вiдповiдало оригiналу. Першим в 1880
роцi, такий експеримент запропонував американець Джордж Керi. Така установка
була дуже громiздка i вченi вирiшити шукати iнший пiдхiд.

В 1833 роцi бельгiйський фiзик Жозеф Плато здiйснив наступний крок до вирiше-
ння проблеми вiн наклеїв на периферiю диска малюнки, що вiдобразили послiдовнi
пози танцюючої балерини, i став обертати диск перед вiконцем, в якому помiщалося
лише одне зображення. Обертаючись з певною швидкiстю диск, дозволяв глядачу
бачити у вiконцi балерину, що плавно виконувала свiй танець. Це явище назвали -
iнерцiйнiсть зору. Iнерцiйнiсть зору використовували для отримання рухомого зо-
браження i це стало початком розвитку кiнематографа а пiзнiше i телебачення. З
незрозумiлого "бридкого каченяти"телебачення стало невiд’ємною частиною нашого
життя. Переросло у величезну iндустрiю, стало втiленням працi багатьох людей, що
вирiшили втiлити мрiї фантастiв. Iнформацiйна павутина охопила всю земну кулю,
зробила доступною будь-яку iнформацiю у будь-якому куточку свiту.[1]

Вiд "електричного ока"до сучасного телевiзора величезний шлях, на якому потрi-
бно було вирiшити три задачi: перетворити зображення в послiдовнiсть електричних
сигналiв, передати їх на велику вiдстань i зробити зворотне перетворення в при-
ймальному пристрої. Для передачi сигналiв на великi вiдстанi iдеально пiдiйшло
радiо, що досягло в 20 столiттi високого рiвня розвитку, а ось по створенню пе-
ретворювальних систем шлях був пройдений довгий i складний. Таким чином, без
винайдення телебачення i вiдповiдних технологiй передачi iнформацiї на вiдстань
наше життя було б не таким цiкавим i рiзнобарвним.

Лiтература
[1] Бiлий М. У., Охрiменко Б. А. Атомна фiзика, — К. Знання, — 2009. — 559 C.
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IНТЕРАКТИВНЕ НАВЧАННЯ
МАЙБУТНIХ УЧИТЕЛIВ МАТЕМАТИКИ

Т.М. Махомета, I.М. Тягай
(УДПУ iменi Павла Тичини, Умань, Україна)

Вагому роль у становленнi вчителя як професiонала вiдiграє методична пiдго-
товка. Вiдповiдно до Концепцiї розвитку неперервної педагогiчної освiти методична
пiдготовка студентiв у педагогiчному унiверситетi є наскрiзною i здiйснюється про-
тягом усього перiоду навчання. В сучасних умовах пiдготовки майбутнього вчителя
математики до професiйної дiяльностi важливу роль вiдiграє iнновацiйне навчання,
що уможливлює докорiннi змiни у визначеннi мiсця i ролi студентiв в освiтньому про-
цесi.Однiєю iз технологiй iнновацiйного навчання, що ефективно використовується в
освiтньому процесi пiдготовки майбутнього вчителя математики, є технологiї iнтер-
активного навчання. За такого пiдходу до органiзацiї навчання створюються умови
для стимулювання самореалiзацiї студентiв i посилення мотивацiї їхньої навчальної
дiяльностi; вiдбуваються змiни у визначеннi ролi студентiв у навчальному процесi.
Iнтерактивне навчання уможливлює пiдготовку вчителя математики, здатного до
самоосвiти, саморозвитку та рефлексiї як пiд час навчання у вищiй школi, так i в
подальшiй професiйнiй дiяльностi. Розглянемо можливостi використання технологiй
iнтерактивного навчання пiд час консультацiй, що є одним iз видiв iндивiдуально-
групового навчання. Групова форма проведення консультацiя може в той же час
набувати i форми iнтерактивного навчання [1]. Прикладом проведення даного ви-
ду навчання є консультацiя iз використанням технологiї ланцюжок взаємоперевiрки.
Сутнiсть якої полягає в тому, що спочатку викладач пояснює теоретичний матерiал,
акцентуючи увагу студентiв на тих мiсцях, на яких найчастiше виникають трудно-
щi, потiм з детальним поясненням розглядають приклади. Для того щоб перевiрити
якiсть засвоєних знань, викладач пропонує студентам розв’язати завдання (всi сту-
денти отримують одне й те ж завдання). Перший студент, який виконав завдання
здає його на перевiрку викладачевi, якщо завдання виконано правильно, то роботу
другого студента вже перевiряє перший студент. Якщо завдання другого студента
виконано правильно, то вiн перевiряє роботу наступного i так далi. Використання
iнтерактивного навчання у вищiй школi наближує студентiв до реальної професiйної
дiяльностi.

Лiтература
[1] Тягай I.М. Використання форм iнтерактивного навчання пiд час проведення консультацiй з мате-

матичних дисциплiн у педагогiчному унiверситетi / I.М. Тягай // Метерiали Мiжнародної науково-
практичної конференцiї «Актуальнi проблеми теорiї i методики навчання математики», 11–13 трав-
ня 2017 року. 2017. – м. Київ. – С. 226 – 227.
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ФУНДАМЕНТАЛЬНI ОСНОВИ ВИНИКНЕННЯ
ПРИРОДНИЧИХ ДИСЦИПЛIН, ЗНАЧЕННЯ МАТЕМАТИКИ

I ФIЗИКИ У ПIЗНАННI ПРИРОДНИЧИХ НАУК

Р.М. Мельник
(Нацiональний унiверситет ”Києво-Могилянська академiя”, Київ, Україна)

Природничi науки вже давно стали окремими вiд природознавства, з якого форму-
валися в XVII–XIX ст. Працi Галiлея, Ньютона i їхнiх сучасникiв заклали таку мате-
матичну основу фiзики, без якої в наш час немислима довiльна з природничих наук,
вивчення динамiки хiмiчних бiологiчних, соцiальних процесiв. По новому вiдкрива-
лася алгебра — наука композицiй арифметичних операцiй. У XIX–XX ст. формува-
ння нової алгебри давало базу до виникнення нових напрямiв фiзики, природничих
наук. Сучаснi соцiальнi, ба навiть гуманiтарнi науки великою мiрою ґрунтуються
на математичних основах виникнення природничих наук. Iсторiя математичної фi-
зики цiкава тим, як формувалося нове математичне мислення, вiдбувався перехiд
вiд вивчення найпростiших явищ i природних об’єктiв до виникнення унiверсальних
математичних конструкцiй.

Iсторiя науки уже витворила школу фiзичного i математичного осмислення при-
роди, дала готовий до вжитку рецепт способу навчання як тонкого налаштування
математичного iнструментарiю дослiдження. За короткий термiн можна досягну-
ти висот науково пiзнання, мислення, навчальних навичок або ж довго "нудити"над
безликим абстрагуванням невизначених математичних конструкцiй неперевiрених на
власному досвiдi пiзнання природи i людини. На жаль, сьогоднi освiтнi сучаснi вi-
зiї все бiльше схиляються до поєднання абстрактних знань без їх концептуального
формування, набуття iндивiдуального досвiду тими, хто вчиться.

В цiй праця автор показує, як незнання iсторiї математичної науки призводить
до формування тих нiбито новiтнiх наукових канонiв, якi були сформованi на зорi
природничих наук. Як застосування природного i натуралiстичного пошуку рiшення
завдань у царинi пiзнання природи, її математичного вiдображення дає вмiння i
навички у навчаннi зi швидким злетом в освiтньо-пошуковiй пiдготовцi.

c⃝ Р.М. Мельник, 2019
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ВIДКРИТТЯ КОСМIЧНИХ ПРОМЕНIВ

I.Л. Мiрошник
(НПУ iм. М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Космiчнi променi були вiдкритi на початку XX столiття пiд час експериментiв
Кольхерстера, Гоккеля, Гесса. Останнiй висловив гiпотезу про iснування особливого
проникаючого йонiзуючого випромiнення, що йде зверху i послаблюється внаслiдок
поглинання атмосферою в мiру проникнення в нижнi шари. Пiд час експериментiв
Кольхерстера з використанням повiтряної кулi (1913–1914) було вивчено зростання
iонiзацiї до висоти 9000 метрiв. Експерименти показали позаземне походження цього
виду випромiнення. В експериментах Мiллiкена (1922–1925) реєструюча апаратура
пiднiмалась на висоту 15,5 км на кулях-зондах. В результатi експериментiв, викона-
них за допомогою йонiзацiйних камер, було встановлено змiну йонiзацiйного ефекту
залежно вiд глибини рiвня спостереження, i визначено коефiцiєнт поглинання космi-
чного випромiнення в атмосферi [1, c. 658].

Тривалий час космiчнi променi були основним джерелом частинок високих енергiй
для вивчення процесiв, що вiдбуваються при їх взаємодiях з атомними ядрами, поки
не вступили в дiю прискорювачi частинок, що дозволили точнiше вивчати цi яви-
ща [2, c. 493]. Космiчнi променi — зарядженi частинки високих енергiй з космiчного
простору. Приблизно 90% вiд загальної кiлькостi частинок складають протони, 9%
— ядра гелiю та близько 1% — електрони [3, c. 657].

Багаторiчнi дослiди зондування сонячних космiчних променiв показали, що магнi-
тне поле Сонця на вiдмiну вiд магнiтного поля Землi перiодично змiнює свiй напрям.
Причина цього явища поки що не встановлена. Космiчнi променi — одне з найцiкавi-
ших явищ природи, вивчення якого дало значнi результати i становить винятковий
iнтерес в зв’язку з актуальними проблемами ядерної фiзики i астрофiзики.

Лiтература
[1] Physics of Particles and Nuclei, v.34, No. 3, 2003, p.285–347 (ЭЧАЯ, t.34, №3, 2003, C.565–678).
[2] Эйнштейн А. The european physical journal C. Particles and Fields. Zietschrift fur Pliysik C. v.15, No.1–4,
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ПРОБЛЕМА ПРОСТОРУ – ЧАСУ

О. Морозова
(НПУ iм. М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Iсаак Ньютон узагальнив принцип вiдносностi Галiлея i сформулював три зако-
ни, якi стали основою класичної механiки. Здавалося, вона пояснює усе, з чим ми
зiштовхуємося у повсякденному життi. Але, як виявилося пiзнiше, для швидкостей,
близьких до швидкостi свiтла потрiбна нова, нестандартна теорiя.

У 1905 роцi була опублiкована стаття, яка складалась з 5 сторiнок, але яка до-
корiнно змiнила погляди на простiр i час. Згодом, Альбертом Ейнштейном, була
сформована спецiальна теорiя вiдносностi (СТВ). В її основi лежать два постула-
ти – принцип вiдносностi та iнварiантностi швидкостi свiтла.Пiсля цього Ейнштейн
задумався над наступним питанням:якщо швидкiсть має вiдносний сенс, тодi чому
прискорення, не дивлячись на це, має залишатися абсолютним поняттям? З того
моменту вчений почав роботу над ще однiєю, бiльш загальною теорiєю.Основою за-
гальної теорiї вiдносностi (ЗТВ) став «принцип еквiвалентностi».

Математичний апарат теорiї будувався так, щоб її рiвняння були коварiантними
при переходi мiж системами координат. ЗТВ усуває ще один недолiк класичної меха-
нiки: iнерцiя i тяжiння виглядають як зовсiм рiзнi, незалежнi один вiд одного явища,
хоча вони обумовленi однiєю сталою – масою [2, c. 158]. Ця проста, на перший погляд
думка i стала основою ЗТВ, яка базується на нових iнтерпретацiях простору та часу.

Людство завжди прагнуло знайти вiдповiдi на питання про будову та еволюцiю
Всесвiту. Зрозумiвши суть гравiтацiї, можливо, ми наблизимося до розгадки важли-
вих для науки питань.
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ПЕРЕСТАНОВКИ ДОДАНКIВ В УМОВНО ЗБIЖНИХ РЯДАХ

А.О. Огородник, В.В. Павленков
(КПI менi I. Сiкорського, Київ, Україна)

Нескiнченнi суми чисел (ряди) використовували ще давньогрецькi вченi для зна-
ходження площ та об’ємiв рiзних фiгур. Саме завдяки нескiнченнiй сумi Архiмед
розв’язав задачу про площу параболiчного серменту. Ряд як самостiйне поняття ма-
тематики почали використовувати в XVII ст.

Теорiя рядiв мiстить як очевиднi так i дещо несподiванi твердження. Так, напри-
клад, при переходi вiд скiнченної суми до нескiнченної може порушуватися власти-
вiсть комутативностi додавання. На цей факт вказує теорема Рiмана, яка стверджує,
що переставляючи мiсцями доданки умовно збiжного ряду можна отримати довiльну
суму, або навiть розбiжний ряд.

Розглянемо вiдомий ряд Лейбнiца

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ . . . ,
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(пiсля кожного додатного доданку йдуть два вiд’ємних). Далi спростимо кожен з
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В дужках стоїть той самий ряд Лейбнiца, а отже переставляючи мiсцями доданки
ми зменшили його суму в два рази.

В доповiдi розглядатимуться iншi приклади перестановок доданкiв в рядi Лейбнi-
ца. Метод знаходження сум отриманих рядiв базуватиметься на рiвностi

lim
n→∞

(
n∑

k=0

1

k
− lnn

)
= γ (стала Ейлера-Маскеронi).
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АНРI ЛЕОН ЛЕБЕГ

А.С. Паршукова
(УДПУ iменi Павла Тичини, Умань, Україна)

У мiстечку Бoве, поблизу Парижа, 28 червня 1875 року народився Леон Лебег.
Його мати була викладачем початкової школи, а батько працював на типографiї
звичайним робiтником. А. Лебег у 1891-1897 роках навчався в Нормальнiй школi
в Парижi отримавши квалiфiкацiю викладача математики. Працював в бiблiотецi
Нормальної школи, а в 1899-1902 викладачем математики в Центральному лiцеї мiста
Нансi.

Протягом часу Лебег працював над дисертацiєю “Iнтеграл, довжина, площа”, яку
захистив у 1902 роцi в Сорбонi. За математичнi розрахунки у теорiї траєкторiї снаря-
дiв вiн у 1918 роцi був нагороджений орденом Почесного Легiону, був також членом
Лондонського королiвського товариства (з 1930 року), член-кореспондентом Академiї
наук СРСР (з 1929 року), членом багатьох академiй наук i наукових товариств.[1]

Iснують такi види дiяльностi якi є характерною рисою Лебега - наукова та педа-
гогiчна. Свою викладацьку дiяльнiсть вiн розпочав у 1897 роцi та продовжував її
майже до кiнця свого життя. Уже хворим, пiд час окупацiї гiтлерiвцями Парижа,вiн
закiнчив свiй останнiй курс лекцiй про конiчнi перетини в Колеж де Франс. Бага-
то уваги, особливо в останнi роки, Лебег придiляв шкiльнiй математичнiй освiтi,
брав участь у редагуваннi франко-швейцарського журналу «Математическое про-
свещение».Саме в цьому журналi вперше були опублiкованi його статтi, об’єднанi в
росiйських виданнях 1938 та 1960 роках у виглядi книги «Об измерении величин».
[3]

Досягнення в математицi
Першi дослiдження Лебега стосувалися рядiв Фур’є. З часом вiн зацiкавився тео-

рiєю iнтегрування. А.Лебег вважається одним iз засновникiв сучасної теорiї функцiй
дiйсної змiнної. Створив теорiю мiри, упровадив поняття вимiрної функцiї, ввiв нове
визначення iнтеграла (iнтеграл Лебега). Дослiджував можливiсть аналiтичного зо-
браження функцiй. Написав роботи по теорiї розмiрностi; довiв iснування функцiй
всiх класiв класифiкацiї Бера; отримав важливi результати геометричного та топо-
логiчного характеру; займався дослiдженнями у питаннях теорiї функцiй, множин i
теорiї диференцiювання. Поняття, якi широко вiдомi у теорiї функцiй та функцiо-
нальному аналiзi - iнтеграл Лебега-Стiлтьєсамiра, мiра Лебега, Лебегiвськi множини,
iнтеграл Лебега. [2]
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„КОСМIЧНI” УКРАЇНЦI
О.В. Пiдгорний

(УДПУ iменi Павла Тичини, Умань, Україна)

Україна – космiчна держава. Так була за часiв, коли ми входили до складу СРСР,
так залишається i зараз. Українцi постiйно беруть участь у мiжнародних програмах,
займаються розробками i виготовляють космiчний транспорт. Нам є чим гордитися!

Чимало науковцiв та космонавтiв, якi значною мiрою вплинули на розвиток ви-
вчення космосу, мають українське корiння. Саме їхнi iдеї i дослiдження зiграли ве-
личезну роль у подальшому розвитку космонавтики.

Костянтин Цiолковський – радянський вчений-теоретик, є одним iз засновникiв
ракетобудування та сучасної космонавтики. Вiн палкий пропагандист iдей освоєння
космосу, а також автор науково-фантастичних творiв.

Микола Кибальчич – винахiдник та автор схеми першого у свiтi реактивного лi-
тального апарату. Окрiм дослiдницької дiяльностi, був революцiонером-народником.
Тож у вiцi всього 27 рокiв був страчений за замах на iмператора Олександра II.

Юрiй Кондратюк – український радянський вчений-винахiдник. Вiн був одним iз
засновникiв ракетної технiки й теорiї космiчних польотiв.

Сергiй Корольов – український радянський вчений у галузi ракетобудування та
космонавтики, конструктор. Саме Корольов вважається основоположником практи-
чної космонавтики.

Акад. Михайло Янгель, головний керiвник радянської космiчної програми та роз-
робник кiлькох поколiнь стратегiчних бойових ракет, походив iз української родини.

Наступником М.Янгеля на чолi космiчної програми СРСР був науковець у галузi
розробки ракетних двигунiв Володимир Челомей – конструктор вiдомої ракети-носiя
„Протон”. Вiн був генеральним конструктором ракетно-космiчної технiки, член Мiж-
народної академiї астронавтики.

Павло Попович, радянський „космонавт №4”, був першим українцем, який побачив
нашу планету з космосу. Перший полiт Поповича вiдбувся в серпнi 1962 р. Сучасники
згадують, що Попович за всiма параметрами мав бути першим космонавтом, його й
готували разом з Ю. Гагарiним.

Георгiй Шонiн став вiдомим радянським космонавтом, Героєм Радянського Союзу.
У 1969 роцi вiн брав участь у космiчному польотi як командир корабля „Союз-6” –
тодi ж уперше в свiтi було здiйснено експерименти зi зварювальних робiт у космосi.

Перша українська жiнка у вiдкритому Космосi Свiтлана Савицька. В 1982 роцi
здiйснила свiй перший полiт у космос на борту корабля Союз Т-7. Пiд час другого
польоту, через два роки, першою з жiнок здiйснила вихiд у вiдкритий космос.

Перший i поки що єдиний космонавт у незалежнiй Українi – Леонiд Каденюк (1997
р.). Протягом 17 днiв вiн перебував у космосi в складi мiжнародної – українсько-
американської експедицiї (Для пробудження пiсля сну на космiчних кораблях ви-
користовують рiзнi мелодiї – по черзi, на вибiр космонавтiв. За час перебування в
космосi експедицiя двiчi просиналася пiд музику М.Вербицького до Державного Гiм-
ну України).

c⃝ О.В. Пiдгорний, 2019
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Отже, космiчна ера людства триває. А значить, українськi науковцi та космонавти
й далi робитимуть свiй великий внесок у її здобутки.
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ПРОФЕСОР ДУЩЕНКО В.П. – ВИХОВАНЕЦЬ
ТЕПЛОФIЗИЧНОЇ ШКОЛИ ПРОФЕСОРА КАЗАНСЬКОГО М.Ф.

С. А. Пудченко
(НПУ iм. М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Дущенко Вiктор Павлович (19.06.1922 м. Кременчук Полтавської областi – 05.11.1985
м. Київ), видатний вчений-теплофiзик, кандидат фiзико-математичних наук (1953),
доктор технiчних наук (1976), професор (1979), завiдувач кафедри загальної фiзики
Київського державного педагогiчного iнституту iменi О.М. Горького, засновник в
iнститутi власної наукової школи в галузi тепломасопереносу.

Наукова-дослiдницька дiяльнiсть Вiктора Павловича Дущенка почалась, ще з пер-
шого класу школи, зi вступу до першої Кременчуцької фабрично-заводської семирi-
чки (ФЗС) у 1928 роцi, яку вiн закiнчив на «вiдмiнно» у 1935 роцi. У тому ж роцi
вступає до середньої школи № 16 м. Кременчука, яку закiнчує з повальною грамотою
у 1938 роцi. Одразу по закiнченню школи вiн вступає на фiзико-математичний фа-
культет Кременчуцького учительського iнституту. По закiнченню двох курсiв Кре-
менчуцького учительського iнституту, Дущенка В. П. призивають до лав Радянської
Армiї, де вiн служив до грудня 1945 року. Згiдно з Указом Президiї Верховної Ради
СРСР у груднi 1945 року, як такий, що не закiнчив навчання, був демобiлiзований з
армiї. У лютому 1946 року вiн вступає на 2 курс (4 семестр) фiзико-математичного
факультету Київського державного педагогiчного iнституту iменi О.М. Горького.
Обравши фiзико-математичний факультет вiн опинився на факультетi Української
школи фiзикiв-експериментаторiв, який починає iсторичну спадщину ще з Унiверси-
тету св. Володимира i продовжувачiв традицiй започаткованих видатними фiзиками-
експериментаторами М.П. Авенарiусом, Г.Г. Де-Метцом, О.К. Бабенко.

У той час на кафедрi загальної фiзики на посадi доцента працював кандидат
фiзико-математичних наук Михайло Федорович Казанський, майбутнiй науковий ке-
рiвник В. П. Дущенка, пiд час навчання в аспiрантурi та захистi дисертацiї на тему
"Дослiдження фiзичного змiсту критичних точок кривих швидкостi сушiння коло-
їдних капiлярно- пористих речовин яку захищає у 1953 роцi. Михайло Федорович
Казанський доктор технiчних (1961), професор (1962), народився у 1905 роцi у м.
Чернiгiв в сiм’ї вчителя початкових класiв. У 1924 роцi вiн вступив до Київського iн-
ституту народної освiти, який закiнчив у 1928 роцi i отримав квалiфiкацiю викладач
фiзико-математичних дисциплiн. З 1928 по 1930 роки вiн працював вчителем фiзики
та математики у школах м. Києва та с. Бровари Київської областi. З 1930 по 1936 ро-
ки працював у Технологiчному iнститутi легкої промисловостi м. Києвi. У 1934 роцi
був затверджений у званнi доцента по кафедрi «Фiзика». З 1936 роцi штатний доцент
кафедри загальної фiзики Київського державного педагогiчного iнститут iменi О.М.
Горького. На фiзико-математичному факультетi викладав курс експериментальної
фiзики та електро-радiотехнiки. З початку роботи у рiдному iнститутi вiн створив
лабораторiї електронiки та спецiального фiзичного практикуму для студентiв фiзи-
чної спецiальностi. При кафедрi загальної фiзики ним була створена теплофiзична

c⃝ С. А. Пудченко, 2019
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лабораторiя на базi якої у перiод 1936 по 1945 роки виконав ряд наукових праць згi-
дно спецiальної угоди ДНО управлiння шосейних дорiг НКВС УРСР, якi знайшли
практичне застосування у зимовому бетонування на морозi.

Лiтература
[1] Державний архiв м. Києва Р-346. // Пластические массы. — 1972. — оп 5. — 225 С. — 31 арк.
[2] Державний архiв м. Києва Р-346. // Пластические массы. — 1972. — оп 5. — 105 С. — 30 арк.
[3] наук. ред.: Горбачук I.Т., упоряд.: Пудченко С.А., бiблiогр. ред. Тарасова Н.I., вiдповiдальна за
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М.П. Драгоманова — 2018. — 178 С.
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КОРИСТЬ ПСЕВДОНАУКОВИХ ТЕОРIЙ У СТВОРЕННI
ЯКIСНОГО НАУКОВО-ОСВIТНЬОГО КОНТЕНТУ

С. О. Пустова
(НПУ iм. М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Псевдонаука не iнертна, вона не регулюється i весь час змiнюється. Пiд час тео-
ретичного аналiзу бiльшостi статей псевдонаукового характеру, стає зрозумiлим, що
перша складає велику конкуренцiю науцi офiцiйнiй. Причиною є те, що лженаука
має бiльший попит, коли справа стосується запитiв широкої аудиторiї. У своїх робо-
тах такi вiдомi дослiдники як Арiелi Д., Сапольскi Р., Докiнз Р., Деннет Д. детально
обґрунтовують теорiї щодо цього феномену. До того ж рiзноманiття проявiв псевдо-
науки ускладнює можливiсть збору її в певну єдину концепцiю для абстрагування.
Ця проблема має як конкретно науковий характер, так i загальний. В минулому
великою проблемою стала недоступнiсть освiти. Сьогоднi ж, ця проблема полягає
у вiдсутностi контролю над даними, в масивному потоцi яких складно знайти «по-
трiбне» i вiдкинути «зайве». Тому складнiсть навчання i учiння виникає не тому,
що наука не цiкава, а тому, що досить часто отриманi студентами (учнями) ранiше
знання є неправильними.

Як виявилося, коли ми намагаємося навчити студента (учня) чомусь новому, йому
може здатися, що вiн це все вже знає, тому не придiляє новому матерiалу достатньої
уваги. В подiбних ситуацiях будь-яка людина просто не усвiдомлює того, що iнфор-
мацiя, якою з нею дiляться вiдрiзняється вiд тiєї, яку вона засвоїла ранiше. Слiд на-
голосити, що часто має мiсце i ефект Даннiнга-Крюгера. Це, навiть може викликати
вiдмiнну вiд очiкуваної реакцiю. Зокрема, студент (учень) може стати впевненiшим
у iстинностi своїх помилкових суджень. Як висновок можна сказати, що без сумнiву,
зрозумiлiсть i вiдсутнiсть сухих та нудних експозицiй, доступний i добре структуро-
ваний матерiал – це важливо, однак для кращого результату необхiдно враховувати
попереднiй досвiд студента (учня) з даної теми. Дослiдження таких практикiв як
Мюллера Д.А. показують, що для того, щоб людина засвоїла певну iнформацiю, не-
обхiдно зруйнувати тi хибнi твердження, якi заважають їй це зробити. Це потрiбно
враховувати i при створеннi науково-освiтнього продукту (урок, лекцiя, семiнар, на-
уковий фiльм тощо). Зауважимо, що подiбний прийом досить часто використовує
лженаукова пропаганда замiсть конструктивних пояснень i доведень. Очевидно, що
цей прийом є досить дiєвим, тому є доцiльним його використання у популяризацiї
науки. Зокрема, показовi спростування псевдонаукових теорiй можуть виконувати
вiдразу два важливих завдання. Одне стосується науки – боротьба з лженауковою
пропагандою. Iнше стосується освiти – ефективне навчання i учiння.

c⃝ С. О. Пустова, 2019
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ФОРМУВАННЯ ЕКОЛОГIЧНОЇ КОМПЕТЕНТНОСТI УЧНIВ
НА УРОКАХ МАТЕМАТИКИ

Джаркин Рахматуллаєва
(УДПУ iменi Павла Тичини, Умань, Україна)

Однiєю з найактуальнiших проблем сучасностi є взаємодiя людини з природою.
Важливим аспектом вирiшеннi проблеми збереження природних ресурсiв є освiта
людей в областi навколишнього середовища, екологiчне виховання всього населен-
ня, а особливо пiдростаючого поколiння. Екологiчна освiта, як цiлiсне культуроло-
гiчне явище, що включає процеси навчання, виховання, розвитку особистостi, по-
винна спрямовуватися на формування екологiчної культури, як складової системи
нацiонального i громадського виховання всiх верств населення України, екологiза-
цiю навчальних дисциплiн та програм пiдготовки, а також на професiйну екологiчну
пiдготовку через базову екологiчну освiту [1]. Розв’язування математичних задач
екологiчного змiсту змусить учнiв перейнятися проблемами екологiї та не допускати
в майбутньому помилок, пов’язаних з непродуманим натиском на природу. Матема-
тика створює умови для розвитку вмiння давати кiлькiсну оцiнку стану природних
об’єктiв i явищ, позитивних i негативних наслiдкiв дiяльностi людини в природному
i соцiальному оточеннi. З метою формування екологiчних знань на уроках математи-
ки слiд добирати систему задач, яка розкриває питання: споживання води в Українi,
значення рослин у життi людини, скорочення лiсових ресурсiв та його наслiдки, зна-
чення тварин у природi та в життi людини тощо. Екологiчне виховання учнiв на
уроках математики слiд здiйснювати в таких напрямах : розкриття математичних
закономiрностей природи через вступнi бесiди вчителя вiдповiдно до теми уроку; з’я-
сування ролi математики в розв’язуваннi екологiчних проблем; складання графiкiв
i дiаграм, якi iлюструють функцiональнi залежностi результатiв впливу людської
дiяльностi на природу; аналiзу прикладiв економного та ефективного використання
природних ресурсiв; розкриття математичних закономiрностей певних явищ приро-
ди; виховання екологiчного розумiння та екологiчної культури, вiдповiдальностi за
стан навколишнього середовища; розв’язання задач з метою розумiння окремих еко-
логiчних понять, обробка статистичного матерiалу. Наприклад, в 5 класi при вивченнi
теми "Натуральнi числа i дiї з ними"учням можна запропонувати розв’язати насту-
пну задачу. Задача: Одне дерево виробляє приблизно 120 кiлограмiв кисню на рiк, що
вистачить на сiм’ю з трьох чоловiк протягом того самого року. Скiльки кiлограмiв
кисню виробить сад, у якому росте 25 дерев? Вiдповiдь: 3000 кiлограмiв.

Лiтература
[1] Федоренко О.I., Тимочко Т.В., Ткач В.Н. "Питання екологiчного виховання та освiти населення" Еко-
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IННОВАЦIЙННI ПIДХОДИ ПIД ЧАС ВИКЛАДАННЯ
ПРАКТИЧНИХ ЗАНЯТЬ З ТЕОРЕТИЧНОI ФIЗИКИ

Ю.В. Решiтник
(УДПУ iменi Павла Тичини, Умань, Україна)

Входження свiту у науково-iнформацiйний тип прогресу зумовлює необхiднiсть
формування людини з iнновацiйним мисленням, iнновацiйною культурою, здатнiстю
до iнновацiйної дiяльностi [1]. У зв’язку з цим пiдвищуються вимоги до професiйної
дiяльностi викладачiв вищої школи, зокрема i щодо готовностi введення iнновацiй.

Одним з аспектiв iнновацiйної дiяльностi у викладаннi теоретичної фiзики є удо-
сконалення проведення практичних занять. Класична методика розв’язання задач
викладачем або одним зi студентiв бiля дошки є малоефективною, тому що абсолю-
тна бiльшiсть студентiв не вникає в хiд розв’язання, а просто конспектує розв’язок
задачi. Тому можна використовувати наступний пiдхiд: не вiдмовляючись вiд розв’я-
зання типових задач за традицiйною методикою, основний акцент робити на само-
стiйнiсть розв’язку завдань пiд постiйним контролем викладача процесу розв’язан-
ня, роботи з кожним студентом окремо i оцiнкою кiнцевого результату з подальшим
спiльним аналiзом всього процесу розв’язання задачi. Для самостiйного розв’язку
студентам пропонуються або короткi завдання, наприклад, з теоретичної механiки з
[2], або заздалегiдь пiдготовленi завдання.

Сучасний розвиток засобiв обчислювальної технiки i її програмного забезпечен-
ня привело до появи досить великої кiлькостi спецiалiзованих пакетiв прикладних
програм, таких, як Mathematica, MathCAD, MathLab та iн. Всi вони дозволяють
здiйснювати складнi обчислення, мають широкi графiчнi можливостi, що може бути
успiшно застосовано при виконаннi IНДЗ. Ще однiєю важливою складовою iннова-
цiйних технологiй є використання комп’ютерних програм, що полегшують трудомiс-
ткi математичнi обчислення, зберiгаючи при цьому фiзичну суть методiв розрахунку.

Використання розглянутих аспектiв iнновацiйної дiяльностi спрямовано як на
розв’язок навчальних завдань, так i на ефективну органiзацiю роботи студентiв, фор-
мування активної освiтньої позицiї студента, спрямованої на пiдвищення мотивацiї
до вивчення теоретичної фiзики, вмiння правильно i обґрунтовано з наукових по-
зицiй формулювати свою думку, на розвиток критичного i аналiтичного пiдходiв в
навчальнiй i майбутнiй професiйнiй дiяльностi.

Лiтература
[1] Бiла книга нацiональної освiти України / Акад. пед. н. України; за ред. В.Г. Кременя. К., 2009. 185 с.
[2] Сборник коротких задач по теоретической механике / О.Э. Кепе [и др.]; под ред. О.Э. Кепе. М., 1989.
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ЕЛЕКТРОННА ВЕРСIЯ ПIДРУЧНИКА
ЯК ЗАСIБ НАВЧАННЯ ФIЗИКИ

Д. В. Романенко
(УДПУ iменi Павла Тичини, Умань, Україна)

Про iсторiю створення першого мiкроскопа стали говорити тодi коли археологи
пiд час розкопок давнього Вавилону знайшли першi його прототипи. Таким чином
вченi зробили висновок, про те, що оптичнi прилади з’явилися ще в Середньовiччi.
Цiкавим залишається i той факт в iсторiї фiзики, що немає єдиної думки з приводу
того, хто першим винайшов мiкроскоп. Кандидатами на iсторичний винахiд є вiдомi
вченi i винахiдники: Галiлео Галiлей, Християн Гюйгенс, Роберт Гук та Антонi ван
Левенгук, такж в деяких лiтературних джерелах згадують i про iталiйського лiка-
ря Г. Фракосторо. який першим запропонував поєднати кiлька лiнз, щоб отримати
бiльший збiльшувальний ефект.[2] В 1590 роцi Ханс Ясен, голландський майстер зi
створення окулярiв виступив iз заявою, що його син – Захарiй Ясен – винайшов мi-
кроскоп. Однак, ряд iсторичних фактiв не дозволяють точно стверджувати чи був
Захарiй Ясен винахiдником мiкроскопа чи нi. Галiлео Галiлея вiдкрив перший теле-
скоп, за допомогою якого вчений змiг дослiджувати космiчнi об’єкти. Але межi його
дослiджень не обмежувалася лише астрономiєю, бо мiкроскоп, це фактично той же
телескоп, тiльки навпаки. Галiлей у 1609 роцi представив в Академiї деї Лiчеї свiй
перший складовий мiкроскоп, який складався з опуклої та увiгнутої збiльшувальних
лiнз. Наступником Галiлея став голландський винахiдник Корнелiус Дреббель. Вiн
вдосконалив мiкроскоп Галiлея, додавши в нього ще одну опуклу лiнзу.[1]

Роберт Гук, увiйшов в iсторiю науки, як творець власного мiкроскопа за допомогою
якого було здiйснено велике наукове вiдкриття. Саме при допомозi його мiкроскопа
було отримано зображення органiчної клiтини це дозволило в подальшому зробити
висновок, що всi живi органiзми складаються з клiтин.

Голландець Антонi ван Левенгук, прочитавши працю Роберта Гука, «Мiкрографi-
єю» став останнiм вченим, який зробив свiй внесок у розвиток мiкроскопiв. Левенгук
створив свiй власний мiкроскоп. Вiн складався лише з однiєї лiнзи, але вона була
сильною, таким чином, збiльшення зображення у цього мiкроскопа був найкращим
на той час. Роботи Левенгука дали величезний поштовх до розвитку бiологiї, i допо-
могли привернути увагу бiологiв до мiкроскопу, зробили його невiд’ємною частиною
бiологiчних дослiджень, аж по цей день. Така цiкава iсторiя вiдкриття мiкроскопа.

Лiтература
[1] Давидов П.С. Технiчна дiагностика радiоелектронних пристроїв i систем. — М.: Радiо i зв’язок,
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КВАНТОВА ФIЗИКА – ОСНОВА
НОВИХ ТЕХНОЛОГIЧНИХ МОЖЛИВОСТЕЙ

А. О. Ротозєй
(НПУ iм. М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Дуже часто люди вважають, що квантовi технологiї — це щось iз свiту «немо-
жливого», що вони доступнi лише великим науковим центрам. Насправдi, квантовi
технологiї одного разу вже перевернули звичну реальнiсть: саме вони подарували
нам смартфони, плоскi телевiзори i взагалi всю сучасну електронiку. Це була перша
квантова революцiя — з нею свiт отримав транзистори, лазери, iнтегральнi мiкросхе-
ми та новi види зв’язку (наприклад, мобiльний). Що принесе людству друга квантова
революцiя – ще потрiбно з’ясувати, але вже зрозумiло, що вона вплине на свiтоустрiй
не менше, нiж перша. Якi ж зараз iснують квантовi розробки, здатнi замiнити всi
нашi нинi невiд’ємнi технологiї? Розглянемо деякi iз них:

(1) Квантовий комп’ютер, здатний вiдкрити новi лiки, або влаштувати революцiю
в областi безпеки.

(2) Лiчильник фотонiв – незамiнний пристрiй для квантового шифрування i об-
числення.

(3) Квантова телепортацiя – майбутнє квантового Iнтернету
(4) Сенсори, якi виявляють секретнi об’єкти.

Всi цi явища пропонують людству квантовi технологiї. Перерахованi вище вiд-
криття можливi завдяки спостереженню i дослiдженню окремих атомiв i фотонiв —
маленьких часточок свiтла [1].

Саме квантовi технологiї вiдкривають Всесвiту великi можливостi у кожнiй сфе-
рi життя, а також можуть спричинити появу абсолютно нових iндустрiй. Ситуацiя
з новими технологiчними можливостями нагадує перiод зародження Iнтернету. Тодi
великi корпорацiї виявили комерцiйний потенцiал у великих лабораторних дослiдже-
ннях, якими вченi займалися не одне десятилiття. Пiдприємливi компанiї купували
собi доступ до розробок або ж органiзовують власнi дослiдження. Для квантових
технологiй лишилося подолати тiльки iнженернi виклики, а не науковi. I сучаснi
пристрої, заснованi на них, – це лише початок. Найбiльш неймовiрним у квантових
технологiях є те, що край їхнього потенцiалу досi не видно. Для багатьох вчених
двадцятого столiття слово „квантовий” означало „дивний”. А вже у двадцять першо-
му столiттi воно набуває нового значення – „найкращий” [1].

Лiтература
[1] https : //dt.ua/TECHNOLOGIES/kvantoviy − stribok − divni − doslidzhennya − vidkrivayut −

neymovirni− tehnichni−mozhlivosti− the− economist− 235896.html/

c⃝ А. О. Ротозєй, 2019
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ФЕЛIКС ХАУСДОРФ

С.О. Рудницький
(УДПУ iменi Павла Тичини, Умань, Україна)

Фелiкс Хаусдорф народився в мiстi Бреслау в єврейськiй сiм’ї купцiв 1868 року.
Ще дитиною переїхав з батьками до Лейпцига. Закiнчив Лейпцигзький унiверситет
1891 року зi ступенем доктора математики в астрономiї. Протягом наступних п’яти
рокiв опублiкував чотири працi з оптики, де дослiдження стосувалися рефракцiї та
згасання свiтла в атмосферi.

Пiсля 1904 року Хаусдорф почав працювати в областях математики, якi просла-
вили його найбiльше, а саме: топологiя i теорiя множин. Вiн ввiв поняття частково
впорядкованої множини i з 1901 по 1909 роки довiв ряд результатiв щодо впорядко-
ваних множин. У 1907 роцi вiн запровадив особливi типи ординалiв у спробi довести
континуум-гiпотезу Кантора. Вiн також поставив узагальнення континуум-гiпотези,
запитавши, чи 2 в степенi ℵa дорiвнює ℵa+1. Хаусдорф довiв подальшi результати
щодо потужностi борелiвських множин в 1916 роцi.

Хаусдорф викладав у Лейпцигу до 1910 року, потiм в мiстi Бонн та Грейфсвальдi.
У 1914 роцi, вiн опублiкував свiй знаменитий текст Grundzuge der Mengenlehre bui-
ld, який спирається на роботу Фреше та iнших, щоб створити теорiю топологiчних
i метричних просторiв, в яку добре поєдналися попереднi результати, та збагатив її
багатьма новими поняттями та теоремами. З сучасної точки зору, Grundzuge мiстив,
на додаток до iнших спецiальних тем, початок теорiй топологiчних i метричних про-
сторiв, якi тепер включенi в усi пiдручники з функцiонального аналiзу. Додамо, що
в цiй роботi [2] мiститься один вiдомий парадоксальний результат, а саме: половина
сфери i одна третина сфери можуть бути конгруентними одна однiй. У 1919 роцi ввiв
поняття розмiрностi Хаусдорфа, узагальнивши конструкцiю Каратеодорi для озна-
чення фрактальної розмiрностi. Його робота [1] мiстить доведення, що розмiрнiсть
класичної множини Кантора становить log2

log3
.

Hausdorff повернувся в Бонн в 1921 роцi, вже видатним математиком, i вiн пра-
цював там до 1935 року, коли був змушений пiти у вiдставку через нацистський
режим. Вiн продовжував проводити дослiдження з топологiї та теорiї множин, але
результати не могли бути опублiкованi в Нiмеччинi. В 1942 роцi, перед вiдправкою в
нацистський концтабiр, вчинив самогубство, прийнявши смертельну дозу барбiтала.

Лiтература
[1] Hausdorff F. Dimension und auberes Mab // Mathematische Annalen. — 1918. — vol. 79, № 1. — pp. 157–179.
[2] Schreiber P. Felix Hausdorffs paradoxe Kugelzerlegung im Kontext der Entwicklung von Mengenlehre,

Masstheorie und Grundlagen der Mathematik. — Braunschweig, 1996. — pp. 135–148.
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ЦIКАВЕ ПРИ ВИВЧЕННI МАТЕМАТИЧНОЇ СТАТИСТИКИ

I.М. Савич
(КПI iменi I. Сiкорського, Київ, Україна)

Математична статистика — це важливий роздiл математики, що тiсно пов’язаний
з теорiєю ймовiрностей за допомогою граничних теорем. Обидвi цi науки вивчають
масовi випадковi явища. Вiдмiннiсть в тому, що математична статистика за допомо-
гою даних спостережень встановлює властивостi математичної моделi, якi в подаль-
шому використовуються для прийняття наукових та практичних рiшень в задачах
планування, управлiння, прогнозування i т.д. За словами А.Вальда, «математична
статистика — це теорiя прийняття рiшень в умовах невизначеностi». Тобто вивчення
математичної статистики є безсумнiвним. Постає питання: «Як зацiкавити в цьому
студентiв? Що використати, щоб практичне заняття було жвавим i захоплюючим?»

Одним iз методiв, який дозволяє встановити контакт з кожним студентом та залу-
чити його до навчального процесу є використання статистичних задач, що мiстять
тестування. В цих задачах вибiркою є вся група студентiв, яка дослiджується вiдно-
сно певної випадкової ознаки, наприклад, коефiцiєнт iнтелекту, рiвень хвилювання
перед складанням важливого iспиту. За допомагою таких задач можна вивчити всi
поняття описової статистики, навчитися отриманi результати представляти в зру-
чному для огляду та аналiзу виглядi, будувати оцiнки та висувати гiпотези вiдносно
дослiджуваної випадкової ознаки.

Для зацiкавлення студентiв практичне заняття можна урiзноманiтнити, викори-
ставши парадокси математичної статистики. Таких задач-парадосiв багато, а їх ана-
лiз призводить до бiльш глибокого розумiння предмета. В книзi Г. Секей [1] є приклад
парадоксу методу максимальної вiрогiдностi. НехайX1, X2, ..., Xn — незалежнi випад-
ковi величини, рiвномiрно розподiленi на (θ, 2θ). Оцiнкою максимальної вiрогiдностi
невiдомого параметра θ є max(Xi/2). Дещо змiнивши її, розглянемо

θ̂ =
2n+ 2

2n+ 1
max(Xi/2)

— незмiщену оцiнку для θ з дисперсiєю Dθ̂ = 1/4n2. З iншого боку, дисперсiя оцiнки
n+1
5n+4

(minXi + 2maxXi) асимптотично еквiвалентна 1/5n2, отже, ця оцiнка є бiльш
ефективною, нiж оцiнка максимальної вiрогiдностi, яка теоретично володiє найбiль-
шою асимптотичною ефективнiстю.

Лiтература
[1] Секей Г. Парадоксы в теории вероятностей и математической статистике. — М.: Мир, 1990. — 240 с.
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ДО ПИТАННЯ МОТИВАЦIЇ УЧНIВ
У ПРОЦЕСI ВИВЧЕННЯ ЛОГАРИФМIВ

Н. В.Святецька , Л. Й. Наконечна
(ВДПУ iменi Михайла Коцюбинського, Вiнниця, Україна)

Iснує прямий зв’язок мiж ставленням до навчання та рiвнем сприйняття матерiалу.
При активно-позитивному ставленнi спостерiгають надiйнiсть засвоєння матерiалу,
при байдужому ставленнi - ненадiйнiсть сприйняття. Негативне ставлення спричи-
няє середнi результати вiдтворення. Чим вища мотивацiя навчальної дiяльностi, тим
ця дiяльнiсть є результативнiшою[4]. Iснує багато способiв та прийомiв пiдвищення
пiзнавального iнтересу учнiв у процесi навчання математики. У процесi вивчення ло-
гарифмiв вважаємо за доцiльне використання iсторичної довiдки та iнформацiї про
прикладне застосування логарифмiв.

За словами французького математика та фiлософа Ж.А. Пуанкаре, будь-яке на-
вчання стає яскравiшим, багатшим вiд кожного дотику з iсторiєю дослiджуваного
предмета. Застосування додаткової iнформацiї покращить iнтерес до математики,
дасть можливiсть школярам зрозумiти важливiсть математики, що дозволить вчи-
телю мотивувати учнiв до її вивчення. Найефективнiше застосовувати такi прийоми
на початку вивчення даної теми, або на мотивацiйному етапi будь-якого з урокiв [1].

З логарифмом людство знайоме вже дуже давно та використовує його у рiзних
сферах своєї дiяльностi, тому iснує велика кiлькiсть iнформацiї про iсторiю вiдкрит-
тя логарифмiв та про їх практичне застосування у життi. Наприклад, для iсторичної
довiдки вчитель математики може використовувати наступний фрагмент: Протягом
всього ХVI столiття швидкими темпами зростала кiлькiсть наближених обчи-
слень, насамперед в астрономiчних обрахунках. Головну складнiсть представляло
множення i дiлення багатозначних чисел, особливо тригонометричних величин. З
метою привести множення до бiльш легшого додавання та вiднiмання використо-
вувалися таблицi косинусiв та синусiв, а також була створена таблиця квадратiв
до 100000, з допомогою якої множення можна було здiйснювати за складними фор-
мулами. Жоден iз прийомiв не давав цiлком правильне розв’язання проблеми. Але
його принесли iз собою логарифми, якi були винайденi незалежно одним вiд одного
Непером, та на 10 рокiв пiзнiше Бюргi. Кожен iз них хотiв створити бiльш зру-
чнiшi способи арифметичних обрахункiв, але пiдiйшли до свого завдання по-рiзному.
Непер кiнематично виражав логарифмiчну функцiю i досяг майже не дослiджувану
область теорiї функцiй. Бюргi розглядав дискретнi прогресiї. Але жодне iз означень
логарифма не схоже на сучасне [2].

Щодо прикладного застосування, досить цiкавою є iнформацiю про застосуван-
ня логарифмiв у музицi: “Граючи по клавiшах сучасного рояля, ми граємо, власне
кажучи, на логарифмах. . . I дiйсно, так званi «ступенi» хроматичної гами не роз-
ставлено на рiвних вiдстанях нi по вiдношенню до чисел коливань, нi по вiдношен-
ню до довжин хвиль вiдповiдних звукiв, а являють собою логарифми цих величин.
Тiльки основою цих логарифмiв є 2, в не 10, як прийнято в iнших випадках ” [3].

c⃝ Н. В.Святецька , Л. Й. Наконечна , 2019



105

Дуже часто у процесi навчання математики учнi запитують навiщо вивчати мате-
матику. Розповiдi учням про прикладне застосування математики, зокрема логари-
фмiв, та про iсторiю їх виникнення дають можливiсть переконати учнiв у тому, що
математика виникла та розвивалася iз потреб людини, є важливою наукою.

Лiтература
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ОСОБЛИВОСТI ВИКЛАДАННЯ АЛГЕБРИ ТА
ТЕОРIЇ ЧИСЕЛ ПРИ ПIДГОТОВЦI

МАЙБУТНIХ ВЧИТЕЛIВ МАТЕМАТИКИ

Л. В. Скаскiв , О. А. Ярова
(Унiверситет державної фiскальної служби Україн)

Алгебра належить до основних роздiлiв математики i разом теорiєю чисел складає
базу, на якiй базуються всi iншi роздiли математики. Iсторично цi галузi математики
розвивалися разом, збагачуючи один одного в процесi становлення. Цiкаво вiдзначи-
ти, що такi новостворенi галузi математики, як теорiя кодування, використовують
iдеї i результати як з лiнiйної алгебри, так i з теорiї чисел.

В унiверситетських програмах пiдготовки майбутнiх вчителiв математики серед
багатьох iнших є три обов’язкових дисциплiни: лiнiйна алгебра, абстрактна алгебра
i теорiя чисел. У бiльшостi випадкiв цi дисциплiни є предметами рiзних i окремих
лекцiйних курсiв, якi використовують рiзнi книги, присвяченi кожному предмету
окремо. Корисним було б викладати один курс, що об’єднує всi цi три дисциплiни i
мiстить вiдповiдну книгу, що сприяє бiльш ефективному використанню навчального
часу [3]. Однiєю з найважливiших причин тут є ознайомлення студента з системати-
чним, iнтегрованим i повним описом алгебраїчної теорiї основних систем числення,
якi є основою для структур, якi вiдiграють центральну роль у рiзних галузях ма-
тематики [2]. Крiм того, багато теорем теорiї чисел мають дуже простi i елегантнi
доведення з використанням алгебраїчних iнструментiв.

Цей комплексний пiдхiд вже частково впроваджений, а в працi [1] цей метод був
повнiстю реалiзований. Книга є своєрiдним довiдником, який дає можливiсть отрима-
ти iнформацiю про основнi поняття та результати деяких важливих роздiлiв алгебри
та теорiї чисел, таких як: "Множини, операцiї над множинами. Вiдображення мно-
жин "Матрицi. Визначники. Властивостi операцiї множення матриць "Групи. Кiль-
ця. Поля". Посiбник охоплює базовi поняття, результати та методи курсу алгебри
та теорiї чисел, що дає право стверджувати, що ця книга закладає фундамент для
подальшого бiльш глибокого вивчення курсу алгебри та теорiї чисел.

Лiтература
[1] Курдаченко Л.А., Кириченко В.В., Семко М.М. Вибранi роздiли алгебри та теорiї чисел: Навчальний

посiбник для студентiв вищих навчальних закладiв // К: Iнститут математики НАН України. — 2005.
[2] Скаскiв Л.В. Особливостi викладання дисциплiни "Алгебра та теорiя чмсел" // Всеукраїнська

науково-методична конференцiя "Сучаснi науково-методичнi проблеми математики у вищiй школi".
- Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова. — 2016.

[3] Скаскiв Л.В. Теорiя груп як складова курсу "Алгебра та теорiя чисел". // Мiжнародна наукова кон-
ференцiя "Асимптотичнi методи в теорiї диференцiальних рiвнянь". - Нацiональний педагогiчний унi-
верситет iменi М.П.Драгоманова. — Київ. 2017.
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ВIДКРИТТЯ ГРАВIТАЦIЙНИХ ХВИЛЬ

Г.Г. Солтусенко
(УДПУ iменi Павла Тичини, Умань, Україна)

Гравiтацiйнi хвилi – прямий наслiдок рiвнянь загальної теорiї вiдносностi, запро-
понованих Альбертом Ейнштейном у 1915 роцi. Вони описуються рiвняннями хви-
льового типу, їхнi розв’язки вiдповiдають збуренням простору-часу, що рухаються зi
швидкiстю свiтла. На вiдмiну вiд електромагнiтних хвиль iнтенсивнiсть гравiтацiй-
них хвиль на багато порядкiв менша, тому виявити їх вдалося лише через 100 рокiв
з моменту передбачення Ейнштейном.

Нашi уявлення про створення Всесвiту базуються багато в чому на генiальних пе-
редбаченнях великого фiзика, тому вiдкриття гравiтацiйних хвиль було лише питан-
ням часу. Однак, на вiдмiну вiд Спецiальної, спроби пояснення з точки зору Загальної
теорiї вiдносностi в поєднаннi з квантовою механiкою та як наслiдку побудови теорiї
квантової гравiтацiї не мала успiху.

Вперше аргументи на користь iснування гравiтацiйних хвиль були отриманi Рас-
селлом Галсом та Джозефом Тейлором при вивченнi пульсара PSRB1913+16. За вiд-
криттям втрати пульсаром енергiї, гiпотетично витраченої на випромiнювання гравi-
тацiйних хвиль, вченi були нагородженi Нобелiвською премiєю з фiзики у 1993 роцi.

11 лютого 2016 року було оголошено про експериментальне вiдкриття гравiтацiй-
них хвиль за допомогою надчутливих детекторiв. Сигнал злиття двох чорних дiр
GW150914 був зареєстрований 14 вересня 2015 року двома iнтерферометрами LIGO.
У результатi гравiтацiйного колапсу утворилась єдина чорна дiра, а колосальна за-
лишкова енергiя, якої б вистарчило на 5000 наднових зiрок, поширилась космiчними
просторами у виглядi гравiтацiйних хвиль. Отриманий на Землi сигнал виявився на-
стiльки чiтким, що комбiноване вiдношення сигналу-шум склало 24:1, хоч вiдстань
до джерела становить близько 1,3 мiльярда свiтлових рокiв.

Наступним питанням, яке мають вирiшити дослiдники, є порiвняння даних LIGO
з iншими обсерваторiями. Так вони зможуть встановити, чи надiйшов до них сигнал
одночасно, тобто з однаковою швидкiстю. Фiзики вважають, що гравiтацiя поши-
рюється за допомогою гравiтонiв – квантових часток, якi є гравiтацiйним аналогом
фотонiв. Якщо гравiтони не мають маси так само, як фотони, тодi вони можуть ман-
друвати простором-часом зi швидкiстю свiтла, що вiдповiдає умовам загальної теорiї
вiдносностi. Iснує також ймовiрнiсть, що гравiтони все ж мають деяку масу. У та-
кому випадку вони будуть розповсюджуватись зi швидкiстю, меншою за швидкiсть
свiтла. Тому, якщо у LIGO (США) та VIRGO (Європа) помiтять, що гравiтацiйнi
хвилi дiйшли до них з певною затримкою у порiвняннi з гамма-спалахом вiд того ж
джерела, тодi фундаментальна фiзика буде одразу ж переглянута.

c⃝ Г.Г. Солтусенко, 2019
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МОДИФIКУЮЧИЙ ВПЛИВ НАПОВНЮВАЧIВ НА ЗНАЧЕННЯ
КОЕФIЦIЕНТА ТЕПЛОПРОВIДНОСТI ПЕНТАПЛАСТУ

С. С. Столярова
(НПУ iм. М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Стрiмкий розвиток науки та технiки вимагає створення принципово нових ма-
терiалiв з комплексом унiкальних властивостей. Однiєю iз характеристик, до якої
ставляться пiдвищенi вимоги є теплопровiднiсть.

Одним з перспективних напрямкiв модифiкацiї полiмерiв є введення в них рiзних
твердих дисперсних i волокнистих наповнювачiв неорганiчної та органiчної природи.

В якостi об’єкту дослiдження нами було обрано високомолекулярний полiефiр –
пентапласт, який одержується полiмеризацiєю мономера 3,3-бiс(хлорметил) оксаци-
клобутану. Завдяки симетричному розташуванню у просторi хлорметильних груп
вздовж основного ланцюга (вмiст хлору 45.5 %) пентапласт стiйкий до дiї розчинни-
кiв, а також характеризується високою теплостiйкiстю. В якостi дисперсного напов-
нювача було обрано йодид срiбла (AgI) марки “Ч”.

Зразки системи пентапласт – дисперсний AgI готували у наступному (p-T-t) ре-
жимi: нагрiвання зi швидкiстю 3,5 К/хв, витримка при 483 К протягом 15 хв. пiд
тиском 20 МПа, охолодження з розплаву з швидкiстю 0,5 К/хв, що вiдповiдає опти-
мальним технологiчним умовам переробки композиту з урахуванням властивостей
як наповнювача, так i полiмерної матрицi.

За результатами дослiджень було виявлено, що при малому вмiстi дисперсного на-
повнювача теплопровiднiсть ПКМ низька i близька до теплопровiдностi полiмера.
При вищих концентрацiях (φ > 42 %) значення λ композитiв наближається до вiд-
повiдних значень коефiцiєнтiв теплопровiдностi наповнювача за рахунок збiльшення
вмiсту бiльш теплопровiдного наповнювача. Так при Т = 103 К

λAgI

λpenton
> 1, 5, (1)

а при φ = 69 % навiть перевищує її за рахунок сумарного внеску механiзмiв про-
вiдностi полiмерної матрицi та дисперсного наповнювача.

Пiдвищення значення теплопровiдностi композитiв системи пентапласт - AgI ле-
жить в допустимих межах, що дає можливiсть широкого практичного застосування.

c⃝ С. С. Столярова, 2019
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ГIДРОДИНАМIЧНI РАДIУСИ МАКРОМОЛЕКУЛ СИРОВАТКОВОГО
АЛЬБУМIНУ ЛЮДИНИ, ОТРИМАНI З ДАНИХ ПО
ЗСУВНIЙ В’ЯЗКОСТI ЙОГО ВОДНИХ РОЗЧИНIВ

О.В. Хорольський
(ПНПУ iменi В. Г. Короленка, Полтава, Україна)

Питанню структури сироваткового альбумiну людини у водних розчинах присвя-
чено значна кiлькiсть як теоретичних, так i експериментальних робiт, проте єдина
картина зв’язку структури макромолекули альбумiну iз рН, концентрацiєю, темпера-
турою, наявнiстю домiшок у водних розчинах на разi вiдсутня. Структура макромо-
лекули альбумiну у водному розчинi зазнає значних змiн внаслiдок теплового руху
молекул води та конформацiйних змiн ланок макромолекули.

Експериментальнi данi зсувної в’язкостi водних розчинiв сироваткового альбумiну
людини у температурному iнтервалi (278÷ 318) К та iнтервалi концентрацiй (0.82÷
36.9) мас.% для сталого значення рН=7.0 взято з роботи [1].

Для обробки експериментальних даних iз температурних i концентрацiйних за-
лежностей в’язкостi водних розчинiв сироваткового альбумiну людини використано
формулу Маломужа–Орлова, яка дозволяє моделювати зсувну в’язкiсть розчинiв
макромолекулярних клубкiв аж до об’ємних концентрацiй 0.45 об.% та розрахува-
ти ефективнi радiуси макромолекул [2]. Побудована поверхня ефективних радiусiв
макромолекул сироваткового альбумiну людини як функцiя температури та концен-
трацiї для сталого значення рН.

Показано, що у всьому температурному iнтервалi можна видiлити три областi кон-
центрацiй, де поведiнка ефективного радiусу сироваткового альбумiну людини змi-
нюється: 1) при концентрацiях (0.82÷ 3.65) мас.% ефективнi радiуси сироваткового
альбумiну людини залишаються незмiнними; 2) при концентрацiях (4.67÷9.45) мас.%
ефективнi радiуси альбумiну у водному розчинi нелiнiйно зменшуються; 3) при кон-
центрацiях (10.2÷ 23.8) мас.% ефективнi радiуси макромолекул альбумiну з ростом
концентрацiї лiнiйно зменшуються, причому кут нахилу спадних залежностей слабко
залежить вiд температури.

Лiтература
[1] Monkos K. On the Hydrodynamics and Temperature Dependence of the Solution Conformation of Human

Serum Albumin from Viscometry Approach // Biochimica et Biophysica Acta – Proteins and Proteomics. —
2004. — Vol. 1700(1). — pp. 27-34.

[2] Khorolskyi O.V. Effective Radii of Macromolecules in Dilute Polyvinyl Alcohol Solutions // Ukr. J. Phys. —
2018. — Vol. 63, Iss. 2. — pp. 144-149.
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КРИСТАЛОФIЗИКА. ФIЗИЧНI ВЛАСТИВОСТI КРИСТАЛIВ

С. Челнокова
(НПУ iм. М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

Кристалофiзика – роздiл кристалографiї, в якому вивчаються фiзичнi властиво-
стi кристалiв, їхня залежнiсть вiд атомно-кристалiчної структури, змiни цих вла-
стивостей вiд зовнiшнiх впливiв. Кристалофiзика пояснює анiзотропiю, дефекти в
кристалах тощо [2, c. 249].

Серед усiх фiзичних властивостей кристалiв розглянемо наступнi: п’єзоелектри-
чний ефект, п’єзооптичний ефект, сегнетоелектричнi властивостi.

Пiд дiєю механiчної напруги або деформацiї в кристалi виникає електрична по-
ляризацiя. Це явище називають п’єзоелектричним ефектом. Зворотнiй п’єзоелектри-
чний ефект – це механiчна деформацiя кристалу, що виникає внаслiдок прикладе-
ного електричного поля до нього. До того ж величина та тип деформацiї залежать
вiд величини та знаку поля. Кристали, що надiленi п’єзоелектричним ефектом, за-
стосовують в якостi перетворювачiв електричної енергiї в механiчну i навпаки [1, c.
97].

Змiна оптичних властивостей матерiалу пiд дiєю механiчного навантаження на-
зивають п’єзооптичним ефектом [2, c. 490]. Сегнетоелектричнi кристали – це такi
пiроелектрики, якi в деякому дiапазонi температур електризуються спонтанно, без
накладання електричного поля [2, c. 589].

Фiзичнi властивостi кристалiв часто iзолюють один вiд одного, насправдi, вони вза-
ємопов’язанi один з одним, пiд впливом зовнiшнiх сил виникає не одна, а декiлька
властивостей. Так, нагрiвання кристалу може викликати не тiльки змiну його ентро-
пiї та теплове розширення, а й електричну поляризацiю внаслiдок пiроелектричного
ефекту.

Лiтература
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ЕЛЕКТРИЧНI ВЛАСТИВОСТI НАПОВНЕНОГО
ПОЛIХЛОРТРИФТОРЕТИЛЕНУ

А. Л. Ярошко
(НПУ iм. М.П. Драгоманова, Київ, Україна)

У наш час науково-технiчного прогресу вченi розробляють i застосовують новi ма-
терiали з особливими властивостями, що є ефективними в рiзних галузях дiяльностi
людини. До таких матерiалiв вiдносяться полiмери. Полiмери мають високi фiзико-
механiчнi, адгезiйнi та теплофiзичнi властивостi, являються дiелектриками. Для то-
го, щоб полiмерний дiелектрик став провiдником, потрiбно в нього ввести провiдний
наповнювач.

З лiтератури вiдомо, що для мiкронаповнювача порiг перколяцiї становить 18%
(об’ємних). Ситуацiя докорiнно змiнюється у разi використання нанонаповнювача
(умовно розмiр частинок – до 100 нм). В цьому випадку порiг перколяцiї може ста-
новити менше 1%.

Полiхлортрифторетилен (ПХТФЕ, торгова марка – фторопласт-3) – типовий пред-
ставник класу кристалоаморфних полiмерiв. Вiн зручний для дослiдження фiзико-
механiчних властивостей, тепло- i електропереносу та молекулярної рухливостi.

Дiелектричнi властивостi ПХТФЕ в умовах пiдвищеної вологостi внаслiдок ви-
ключної вологостiйкостi i немочуваностi поверхнi водою досить стабiльнi. Несиме-
тричнiсть основної ланки в молекулi ПХТФЕ призводить до погiршення деяких дi-
електричних властивостей, зокрема до великих дiелектричних втрат, що, як зазна-
чається в лiтературi [4], обмежує його використання при високих частотах, але, як
дослiджено, має велику перспективу його застосування в складi ПКМ як поглинача
електромагнiтного випромiнювання в НВЧ дiапазонi.

Для одержання полiмерного композиту з певним вмiстом наповнювача (пiсля про-
ведення необхiдних розрахункiв) у розчин (етиловий спирт – нанодисперсний графiт)
додавали порошкоподiбний (агрегати сферичної форми дiаметром d ≈ 200 нм) полi-
хлортрифторетилен (фторопласт-3) piзнoгo вмiстy. Cyмiш, перiодично перемiшуючи,
нагрiвали (t < 363K) до повного видалення спирту. 3 порошкоподiбних полiмерних
композитiв готували зразки для дослiдження методом термiчного пресування.

В результатi пошукових дослiджень встановлено, що ефективними методом пiд-
вищення фiзико-хiмiчних властивостей нанокарбон-полiмер композитiв (НКПК) на
основi полiхлортрифторетилену (ПХТФЕ) наповненого нанокарбоном є спосiб хiмi-
чного модифiкування нанокарбонових нанопластинок нанодисперсним кремнеземом
(SiO2). Метод електронної мiкроскопiї може дозволити оцiнити форму i топологiю
розмiщення SiO2 на поверхнi карбону. Крiм того перспективним може виявитись
спосiб функцiоналiзацiї (гiдрофiлiзацiї) нанокарбонових нанопластинок обробкою по-
верхнi частинок карбону активним розчином хлорсилану в органiчному розчиннику.

c⃝ А. Л. Ярошко, 2019



Наукове видання 

 

 

 

 

 

ВОСЬМА  

ВСЕУКРАЇНСЬКА НАУКОВА КОНФЕРЕНЦІЯ  

МОЛОДИХ ВЧЕНИХ  

З МАТЕМАТИКИ ТА ФІЗИКИ  

«АКТУАЛЬНІ ПРОБЛЕМИ  

СУЧАСНОЇ МАТЕМАТИКИ І ФІЗИКИ  

ТА МЕТОДИКИ ЇХ НАВЧАННЯ»  
 

 

 

 

 

 

Підписано до друку 22.05.2019 р. Формат 60x84/16. 

Папір офісний. Гарнітура Times New Roman. 

Ум. др. арк. 6,51.  Зам. № .164  

Віддруковано з оригіналів. 

________________________________________________________________ 

Видавництво Національного педагогічного університету 

імені М.П. Драгоманова. 01601, м. Київ-30, вул. Пирогова, 9 

Свідоцтво про реєстрацію ДК № 1101 від 29.10.2002. (044) 234-75-87 

Віддруковано в друкарні Національного педагогічного університету 

імені М.П. Драгоманова (044) 239-30-26 

 

 


