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Изучение строения групп по заданным свойствам подгрупп 

/при заданных ограничениях для подгрупп/ определяет одно из основ­

ных направлений в теории групп. Б этом направлении получен ряд 

фундаментальных результатов, обогативших теорию групп открытием 

и описанием многих конкретных видов, групп. Достаточно отметить 

здесь исследования и.Ю.Шмидта, в который изучалось строение ко­

нечных ненильпотентных групп, все истинные подгруппы которых ниль- 

потентны, и исследования советских алгебраистов /С.Н.Черникова,

А.И.Мальцева, М.И.Каргаполова, В.С.Чарина и др./, посвященные 

локально разрешимым и локально нильпотентным группам. В качестве 

одного из существенных подгрупповых ограничений, игравших важную 

роль во многих исследованиях, относящихся к рассматриваемому на­

правлению, давно уже выделилось идущее от Ф.Холла [ l ]  ограничение, 
связанное с дополняемостью подгрупп. В частности, Ф.Холл [ l ]  , 
а затем Н.В.Черникова [ 2 ] изучали строение групп, в которых все 

подгруппы дополняемы. С.Н.Черниковым [ з ]  поставлена общая задача 
изучения строения групп, с той или иной системой дополняемых под­

групп, послужившая толчком к многочисленным исследованиям в этом 

направлении. В этих исследованиях системами дополняемых подгрупп 

служили системы всех абелевых подгрупп, всех инвариантных подгрупп, 

всех ноинвариантных подгрупп, всех циклических подгрупп, всех не­

циклических подгрупп и т.д. В упомянутой выше работе С.Н.Черникова 

Гз] изучено, в частности, строение абелевых .групп, в которых до­

полняемы все сервантные подгруппы. В связи с этим результатом 

возник вопрос об ослаблении условия дополняемости всех сервантных 

подгрупп до условия дополняемости только сервантных подгрупп ко­

нечного ранга. Однако, такое условие оказалось слишком слабым,



так как оно.не налагает ограничений на периодические абелевы 

группы: нетрудно убедиться, что в периодических абелевых группах 

дополняема каждая сервантная подгруппа конечного ранга. Замечая, 

что в примарных абелевых группах произвольная сервантная подгруппа 

любого конечного ранга является максимальной подгруппой этого 

не ранга /но не наоборот/, рассматриваемое условие дополняемости 

всех сервантных подгрупп конечного ранга можно заменить условием 

дополняемости всех максимальных подгрупп конечного ранга. Для 

группы без кручения эти условия равносильны.

Таким образом, естественно изучать абелевы группы, в 

которых дополняемы все максимальные подгруппы любого конечного 

ранга и, пожалуй, даже - абелевы группы, в которых дополняемы 

все максимальные подгруппы одного и того же фиксированного ран­

га. Этот вопрос /поставленный С.Н.Черниковым/ и послужил от­

правным пунктом исследований, результаты которых излагаются в 

настоящей диссертации, для абелевых групп бесконечного ранга 

представляется естественным рассматривать дополняемость под­

групп бесконечного ранга, максимальных в некотором смысле.

Изучению абелевых групп с отмеченными здесь системами дополняе­

мых подгрупп, посвящены две первых главы диссертации. Для того, 

чтобы сформулировать основное из относящихся в ним определений, 

определение - замкнутой подгруппы, целесообразно ввести

следующие обозначения.

Обозначения: для любой абелевой группы X  

s(X) - ранг группы X  ,

2 , Ш  - подгруппа, порожденная всеми элементами 

группы X  , порядок которых равен простому числу П ,



Т(Х) ~ максимальная периодическая подгруппа группы X  , 

S6 IX) ~ s (Х/Т(Х)) - свободный ранг группы X  .

О п р е д е л е н и е  1. /Определение и  - замкнутой 
подгруппы/. Пусть 2 - какое-нибудь натуральное число или с>с=> .
В случае, когда •*{/?) <t , - замкнутая подгруппа 3
абелевой группы /? всегда совпадает с д  . Боли л -fi- 
примерна/ абелева группа с Д Д ) *  г , то подгруппа 3 * 3  

Lt - замкнута тогда и только тогда, когда $(В) =  2 и для 

любой подгруппы ^7 , удовлетворяющей соотношениям: 3  ̂  С,
Q/S)=Q/C) , имеет место равенство 3 — С . Подгруппа
В периодической абелевой группы д zt - замкнута, если все 
ее силовокие р- подгруппы L t - замкнуты в соответствующих 
силовских р - подгруппах группы 3  • Если, наконец, 3  - 

смешанная абелева группа с , то подгруппа 3  являет­

ся Lz - замкнутой тогда и только тогда, когда 33J- 2 t под_ 
группа т(В) L„- замкнута в подгруппе 7 W  при * - Д Ш )  
и для любой подгруппы О , удовлетворяющей соотношениям:

BsC, Т(В)=Т(С) , л ' с/в)= с/в,
имеет место равенство В-С •

Подгруппа В абелевой группы 3  называется Z - з а м ­

к н у т о й ,  если В замкнута для какого-нибудь Z .

Заметим, что из этого определения вытекает, что в абе­

левой группе с примерной периодической частью всякая сервантная 

подгруппа Z  - замкнута.

Понятие L 7 - замкнутой подгруппы является некоторым

обобщением понятия максимальной подгруппы конечного ранга 2 
й диссертации установлено, /теорема 3.1/, что для любого конечного

Z эти понятия равносильны.



О п р е д е л е н и е  2. Абелева группа О  назы­

вается а  t - группой / 2  - фиксированное натуральное число

или /, если вое ее - замкнутые подгруппы дополняемы.

Абелева группа G называется CL - группой, если все ее 

L - замкнутые подгруппы дополняемы.
Отметим, что при 2 = /  определение C L а - группы 

совпадает с определением абелевой группы, имеющей свойство оС / 
из статьи [u j и что все результаты этой статьи, касающиеся 

групп со свойством <уС /, могут быть получены из соответствую­
щих /более общих/ результатов диссертации.

Абелевы CL, - .группы изучены в главах I, П дис­

сертации. В задачу диссертанта, предложенную ему научным руко­

водителем С.Н.Черниковым, входило также перенесение полученных 

в этих главах результатов на неабелевы группы на основе следую­

щего определения /этому вопросу посвящена глава Ш/.

О п р е д е л е н и е  5. Группа О называется 

CL - группой,воли любая L, - замкнутая подгруппа произвольной 
максимальной абелевой подгруппы группы G дополняема в G 
и хотя бы одна максимальная абелева подгруппа инвариантна в G  .

Класо групп, обладающих инвариантной максимальной абе­

левой подгруппой достаточно широк. Как установлено в диссертации, 

ему принадлежат в частности все группы, являющиеся расширениями 

абелевой группы при помощи группы, обладающей возрастающим 

инвариантным рядом с циклическими факторами, а значит, все iTy^-

группы и все двуотупенно разрешимые группы.

В главе I диссертации решается вопрос о строении



абелевых - групп, где 2 - произвольное натуральное

число. Основные результаты этой главы содержатся в следующих 

теоремах.

Т е о р е м а  I. Абелева р  - примарная группа Q  
ранга большего Z тогда и только тогда является CLX - груп­
пой, когд она либо полная группа, либо группа, имеющая пря­

мое разложение.

G=Uej, *0, -О U *  А/)
где л' - некоторое натуральное число, не зависящее от оС . 

Периодическая абелева группа ранга большего 2 тогда и только 

тогда является CLt - группой, когда ее силовские подгруппы, 
ранг которых больше % , являются CL. - группами. /Тео­

ремы I.I и 1.2 диссертации/.

Т е о р е м а  2. Непериодическая абелева группа G 
ранга большего 2- тогда и только тогда является CL ь- груп­
пой, когда она имеет прямое разложение

G = f i * B + P ,

в котором Р - полная группа без кручения, 3  - сепара­

бельная однотипная группа без кручения, Р  - периодическая 
группа, произвольная силоЕская подгруппа которой либо полная, 

либо является группой ранга, не превосходящего числа
JLLMGllt-s- Ш ., еол„ S J G J <

^  ~ 0  > если f G) ̂  ?.

/Теорема 1.6 диссертации/.

Из этой теоремы следует, что изучение строения непецию- 

дических абелевых CLt - групп ранга большего 't сводится к



изучению редуцированных сепарабельных однотипных абелевых групп 

без кручения. В диссертации такие группы охарактеризованы / см. 

теоремы 1.3—1.5 диссертации/ как некоторые сервантные подгруппы 

полных прямых сумм групп без кручения ранга I.

В главе П диссертации описывается строение абелевых 

CL.^ - групп бесконечного ранга. Описание периодических CL^  
групп бесконечного ранга дает

Т е о р е м а  3. /Теорема 2.2. диссертации/. Абелева 
Р - примарная группа G бесконечного ранга тогда и только 

тогда является CL ̂  группой, когда она либо полная группа, 

либо группа, имеющая прямое разложение

G =Z (A J , р « 4  *0, р " '/£  =0 UeAfJ,
-Се М '

где И - некоторое натуральное число, не зависящее от оС . 
Периодическая абелева группа тогда и только тогда является 

c l „  - группой, когда все ее силовские подгруппы являются 

C L o c  - группами.

С л е д с т в и е .  В р  - примарной группе Q  мно­

жество сервантных подгрупп тогда и только тогда совпадает со 

множеством ее L - замкнутых подгрупп, когда группа G име­

ет строение, указанное в теореме I.

Следующая теорема дает описание строения непериодичес­

ких абелевых CLm - групп бесконечного ранга.
Т е о р е м а  4. /Теорема 2.Ъ диссертации/, непериоди­

ческая абелева группа бесконечного ранга тогда и .только тогда 

является CL - группой, когда она имеет прямое разложение

G = P * / ?  +В {* - * в а  ,



в которой Р  - периодическая группа, полная при л  
и с полными силовскими подгруппами бесконечного ранга при

л  ( О *  оо , А  - полная группа без кручения и 4.....Д . -

попарно изоморфные между собой группы ранга I без кручения.

С л е д с т в и е .  Абелева группа без кручения беско­

нечного ранга тогда и только тогда является С 1 М- группой, 
когда в ней дополняемы все сервантные подгруппы.

Из приведенных результатов первых двух глав диссер­

тации вытекает, что группа Q  тогда и только тогда является 

абелевой CL - группой, когда О  - группа одного из типов:

а/ G = 1  Ш ,  р ' - ' / З - О  U * A f )

где числа р , К не зависят от оС и число р  - простое.

6/ Р  - периодическая абелева группа, силовские р ~  
подгруппы которой являются либо полными группами, либо груп­

пами типа а/;

в/ G=R+Bt+- +вп,
где R  - полная абелева группа, Д , . ,  Д ,  - попарно изо­

морфные между собой группы ранга I без кручения.

Из этого описания вытекает, что класс абелевых CL - 
групп совпадает с классом абелевых групп с дополняемыми слабо 

сервантными подгруппами, изученным Рангасвами [ b j . Это сов­

падение вызывается близостью понятий L - замкнутой под­
группы и слабо сервантной подгруппы. Г частности, L  - замкну­

тая подгруппа абелевой группы является слабо сервантной / но 

не наоборот/, причем, для абелевых групп с примарнои перио­

дической частью два отмеченных понятия равносильны.



heao'eлевым CL - группам посвящена глава ш диссер­

тации.

Нижеследующие установленные в ней теоремы дают полное 

описание неабелевых CL - групп.
Т е о р е м а  5. /Теорема 3.2 диссертации/. Группа 

тогда и только тогда является периодической CL - группой, 
когда она имеет разложение

G =  Д х  в ,
где

I/ Л  и в  - периодические абелевы CL - группы;
2/ d  — Г 1 В 7 , где / J  - примерная группа ранга I

сС €гМ аС
/примарная циклическая или квазициклическая группа/, инвариант­

ная в группе Q  , и централизатор подгрупп в группе Q
совпадает с централизатором ее нижнего слоя /для всех оС ^А / /;

3/ если подгруппа И  из d  инвариантна в Q  , то ее 

централизатор, £?/>6^сервантен в группе В ;

V  силозская р  - подгруппа группы G / /? р
и Вр - силивские р  - подгруппы групп А и В соот­

ветственно/ является абелевой CL- группой для любого прос­
того числа р  .

С л е д с т в и е .  CL - группа С тогда и только 

тогда вполне факторизуема, когда она периодическая и порядки 

ее элементов не делятся на квадраты просты^ чисел.

Как следует из описания CL - групп, класс-этих 
групп значительно шире класса вполне факторизуемых групп, однако,



в строении вполне факторизуемых и периодических CL - групг. 
есть много общего: и те и другие представимы в виде полупря- 

мого произведения двух своих абелевых подгрупп, и в тех и в 

других группах инвариантный множитель разлагается в прямое 

произведение групп ранга I, инвариантных во всей группе.

Т е о р е м а  6. /Теорема 3.3. диссертации/. Неабелева 

группа Q тогда и только тогда является непериодической CL - 
группой, когда она относится к одному из следующих типов групп:

где Р  - периодическая полная абелева группа, не содержащая
элементов второго порядка;

Ж  - непериодическая абелева CL - группа, не содер­
жащая элементов второго порядка,

в г - 1  • „  „/
B ~ lX B  ~ Х  ‘  для всех

г/ Q = p * ( P x C ) ,

где Р  - периодическая полная абелева группа,

- группа, изоморфная аддитивной группе

всех рациональных чисел и инвариантная в группе Q для всех 

оС е М .
С  - свободная абелева группа конечного ранга, любой 

элемент которой индуцирует в каждой подгруппе £  либо тождест­

венный автоморфизм, либо автоморфизм бесконечного порядка.

С л е д с т в и е .  Если CL - группа обладает

возрастающим центральным рядом, то она абелева. Неабелевы
7



группы, обладающие возрастающим инвариантным рядом с цикличес­

кими факторами, исчерпываются группами, указанными в теореме 

з и пункте а/ теоремы 6.
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