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Обобщенное преобразование Фурье

Р(Х) =  1 .1 .т  ( /  (0 ш р , X) (II
а-* со о

функции /(О  С ^2 (0 . оо) с ядром гу(/, X), являющимся реше­
нием дифференциального уравнения

х" +  [Х- ? ( * ) ] *  =  О, / > 0 ,  ^( ° ° ) =  О

исследовалося рядом авторов — Г. Вейлем (1), Е. Титчмар- 
шем (2), Б. М. .Левитаном (3) и другими.

Г. Вейль исследовал случай ц (/) С ^(0, о°).
Е. Титчмарш исследовал случай Н т д ( / ) = 4 :  00 при неко-

I -> оо
торых дополнительных предположениях относительно функ­
ции ц{1).

В диссертации исследуется тот случай, когда — функ­
ция ограниченной вариации в интервале (0, оо).

Диссертация состоит из четырех глав.
В первой главе исследуется асимптотическое поведение 

решений дифференциального уравнения
00—  +  р>(1)х =  0, I > 0 ,  У р(() <  С О , р (оо) Ф о. (1)

Асимптотическое поведение решений этого дифференциаль­
ного уравнения при дополнительном условии абсолютной непре­
рывности коэффициента ? (/) исследовано Н. Левинсоном (5). На­
ше исследование свободно от этого дополнительного ограничения.

Метод, разработанный Н. Левинсоном, в нашем исследовании 
не мог быть применен. Возможность наличия счетного множества 
точек разрыва у коэффициента ц (/) потребовала разработки 
нового приема исследования асимптотического поведения реше­
ний дифференциального уравнения (1).

В диссертации установлены следующие асимптотические фор­
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мулы для двух линейно-независимых решений дифференциального 
уравнения (1) хДО и х2 (/).

* 1 = [1 Ч- о(1)] ёхр  ̂|/— р (0 61
И у ______  / _____

=  [V— Р ( ° ° ) + о (1 ) ] е х р  $ V — РУ) М
(2)

х2 =  [1 +  о (1)] ехр [— |  ] /  — р (О 61]
Лу _______  1% I '
-дт- =  [-  V — Р ( ° ° )  +  о (1) ] ехр [-  ( ] / -  р (/)61] 
и

для случая р (со) с  0, и

х1 =  со5 | о (1)
иИ у _____  / .

=  — Кр(со)з1п $\/р{1)61 +  о(1)

I
Х2 =  51П /  [ / /7 (0  Л  +  О (1)

(3)

6X2
61 Ур ( °°)С05 { Ур{1) 6* +  0 (1)

для случая р ( со) >  0.
При р У) =  Х — ^(/) эти асимптотические формулы описывают 

асимптотическое поведение, двух линейно-независимых решений 
дифференциального уравнения (1) при Х < 0  и X >  0.

Во второй главе исследуется асимптотическое поведение произ­
водных по X от решений дифференциального уравнения (1) для 
случая X >  0.

Для этого случая установлены следующие асимптотические 
формулы

 ̂ ______
« ш ^ / Х О Л  +  оМ

^ - ‘ с о Л у р Ю Я  +  о Юд1д\
дх

(О
(4)

йГ =  ^ у Г С051У Р{1)а1 +  о

г  =  —  +  з1п [ К р СО <Н +  о (1)
д2х
Шх
[Р (0  =  х - ? (0].‘

___



*

Асимптотические формулы (4) используются в третьей главе 
для исследования асимптотического поведения собственных зна­
чений и собственных функций краевой задачи 

с1̂ х °°
Р* — <7(01х== 0, \ / < 7 ( 0 < ° ° >  Я (о°) =  Ос//2

х (0, X) соз а ф- х{ (0, X) $ т  а == О 
х (/, X) соз гр +  х' (/, X) зШ =  О

(*>

(б)

при неограниченном возрастании длины интервала (0, /).
Для положительных собственных значений Хп и соответствую­

щих им нормированных собственных функций (У) установле­
ны следующие асимптотические формулы

/ х Д ^ - К ^ ф + о / ф '

где
“ " - / Ь т ж й ч з Ч т г )

Х2 (О, X) 51П афХ2« (О, X) СОЗ а

(7)

/(* ) =  “ 1/Х

Г Оо
Хх (О, X) зш а +  хгг (О, X) соз а

“ |7Т

х (I, X) = / (X) X! (/, X) + г (X) X; (<, X)
хх (/, X) и х2 (/, X) — частные решения дифференциального уравне* 
ния (1), для которого были установлены ранее асимптотические 
соотношения (3) и (4).

Для последовательности отрицательных собственных значений 
и соответствующих им нормированных собственных функций 
установлены следующие асимптотические формулы

X, =  Л, +  0 (ехр [— 2 { ] /  — Р (0 сИ])
Iо

и2 (/, ЛО
Ь (0 = +  о (1) (8)

» П

где { } последовательность нулей функции

и2 (О, X) зш а ф- и2 (О, X) соз а
т  (X) =

2 / -  X
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на полуоси ) . <  О, а и2 ( /,') .)— частное решение дифференциаль­
ного уравнения (5), удовлетворяющее в соответствии с (2) асим 
птотическому соотношению

и2((, >0= [1 -Ь о (1)] ехр [ — |*V — тр(*) Л]
«о

ди~дТ ~  + 0 (0] ехР [— Х У —р СОМ]-
Iо

При с1^3<с0,  кроме собственных значений Д , начиная с до­
статочно большого /, будет существовать отрицательное собсг- 
венное значение

I* =  -  с(§2? +  о(1).
Собственному значению и соответствует нормированная соб­

ственная функция  ̂(р.), для которой при фиксированном I имеет 
место предельное соотношение

Пт т](/) =  0I—> со

С четвертой главе посредством метода, разработанного 
Б. М. Левитаном и И. М. Рапопортом(4 ),конструируется преобра­
зование Фурье, ядром которого является решение уравнения (5) 
и доказывается следующая теорема.

Терема 1. Для всякой функции /(/) С С2(0, оо) существует пре­
дел в среднем ^

Р  (X) =  1Л . т  { /  (/) ш ((, X) й( 
ь—> » с

где

и>(/, I) х{<- I)

| / ] / Х  р (X)

х (/, X) — решение дифференциального уравнения
/7* у 00^  + д ( 0 ) х = 0 ,  V д(1)< с о ,д( с о ) = 0  (А)

удовлетворяющее начальным условиям

х (0) =  51П а, х' (0) =  — соз а,

Нш Д- С х̂  (/, X) сИ
1->-00 ‘ м

(В)



и
где А., те значения параметра а (Ач < 0 ) ,  при которых решение 
дифференциального уравнения (А), удовлетворяющее начально­
му условию (В) обладает суммируемым квадратом в интервале 
О <  оо , и{1, А,) — соответствующие нормированные собствен­
ные функции сингулярной краевой задачи.

С помощью установленого нами равенства Парсеваля доказы­
вается соответствующая теорема разложения.

Теорема 2. Если коэффициент дифференциального уравнения

+  В -  ? (01 X =  о, (А)

При этом имеет место равенство Парсеваля

|  /  (О"(А А.)Ш

д(1) имеет ограниченную вариацию в интервале 0 <  I <С оо , при­
чем <7(со) = 0 ,  а функция / ( / )  суммируема с квадратом в этом 
интервале, то почти для всех / (за исключением множества ме­
ры нуль) имеет место равенство

'< « - й
где

I Р(>.) ] н- (/, I)Ш\+ Б  |  / (0  и (/Л.) Ш |  и (/, Л.) И

Р 0 ) =  и . т  17(ОТ (Л >.)<«,

а IV (7, X) и и(1,А,) — решения дифференциального уравнения 
(А), указанные в теореме 1.
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