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Вопросам суммирования кратных рядов посвящен целый ряд ра

бот, как зарубежных, так и советских авторов*. Однако до сих пор 

эти вопросы остаются еще мало исследованными, хотя как отмечают 

И.Е*жак и М.Ф.Тиман в работе [ I ]  г они представляют определен

ный интерес уже по той причине, что переход от обыкновенных ря

дов к рядам кратным вносит в теорию суммирования значительное 

своеобразие и выдвигает много совершенно новых проблем* В той же 

работе И.Е.Жак и М*Ф*Тиман отмечают, что в области кратных ря

дов многие методы суммирования утрачивают регулярность, обычные 

взаимосвязи между собой и другие свойства,, которые характеризуют 

их в области обыкновенных рядов, и что в связи с этим возникают 

новые понятия: понятия ограниченной регулярности, ограниченной 

суммируемости и т . д . .

Большой вклад в развитие теории суммирования двойных рядов 

внесли советские математики: Челидзе В .Г ., Кангро Г.Ф.,Тиман М.Ф, 

Барон С .А ., Огиевецкий И .И ., Огиевецкий И .Е ., Жак И .Е ., Берекаш- 

вили В .А ., Слепенчук К.М. и другие.

Как и в теории обыкновенных рядов, *в теории' суммирования 

двойных рядов одной из основных проблем является проблема, каса

ющаяся теорем тауберова типа. В этом направлении имеются некото

рые результаты, однако число их очень мало по сравнению с ре

зультатами, полученными для обыкновенных рядов.
В теории суммирования обыкновенных рядов Н.А.Давыдовым был 

найден новый подход к получению теорем тауберова типа. В работах 

([2 ] -  [ 5 ] ) он ввел понятие (С) -  множества последователь -  

ности комплексных чисел $п и получил ряд тауберовых теорем для 

методов Чезаро, Абеля, Бореля и ( % ,% ) -  методов, следствиями 

которых явились как известные теоремы тауберова типе для этих 

методов, как и теоремы обобщающие их. Естественно возникает во -



2

прос: не будет ли этот новый подход эффективным и в области двой

ных рядов? Ответ оказался положительным, (С) -  свойство методов 

Чезаро целых положительных порядков суммирования двойных рядов 

доказано М.А.Калаталовой в работе [ б ]  , а в работе [7]  ею же 

рассмотрены теоремы тауберова типа» являющиеся простыми следстви

ями этого свойства.-Целью данной работы является доказательство 

(С) -  свойства для методов Бореля , Абеля и Рисса суммирования 

двойных рядов и получение с помощью этого свойства ряда теорем 

тауберова типа для этих методов.
1

2.
Данная диссертация состоит из трёх глав .

/
В первой главе мы переносим (С) -  свойство метода Бореля,до

казанное, Н.А.Давыдовым в работе [4 ]  для обыкновенных рядов н а ' 

в . -  метод суммирования двойных рядов, назвав его (С^) -  свой- 

ством, и доказываем ряд теорем тауберова типа для этого метода. 

Метод Бореля суммирования двойных рядов изучался Челидзе В. Г . 

( [ 8 ] ) ,  Берелашвили В .А ./[9 ]  - [ I I ] ) ,  Меленцовым А.А. и Мурае-

гым Э.Б. ('[12] -  [1 3 ] ) .

Пусть дав  двойной числовой ряд

Обозначим через

> ■ * 5'-'тг

м,л = 0

-  %  XI г 0  ̂гг О

( I )

его частные суммы.
/

Предположим, что двойной степенной ряд

5 ( * , ч )  = X
/гТ, П~ О

■•с
т !  п !



сходится для  всех значений X  > 0/ у  ъ о .

Ряд ( I )  называется & -  суммируемым к числу $ ([/*.]), если для

данного числа. Л > •/ имеет место равенство

е -  т  $с*, ц ) у ° °  ^  ' тп — = $ .
/г>,Г) = 0

х_
т (  п {

Под. символом (9Сг У ) у  00 понимают стремление точки (* ,% )  к. 

бесконечности внутри у гл а , определенного неравенствами д" -  ^ -  > 

Обозначим через й  замкнутое выпуклое множество 'в  комплексной 

плоскости, отличное от всей комплексной плоскости, и через Слк -  

последовательность замкнутых выпуклых множеств в комплексной 

плоскости, стягивающихся к бесконечно удаленной точке- Основной 

теоремой первой главы, выражающей (С -  свойство 8 Х -  метода, 

является

Т е о р е м а  I .

10 Пусть даны числа ^  и >  , причём 1 ± у »  * ^  , Тогда

существует такое число сР(у * ,*  ) > О , что если:

I /  6 Сх для (гг>.п) е Ау \ т К) /т?; ; п'к } ( к = 1 , 2 , . . .  ) ,

где прямоугольники полностью лежат внутри утла -  7  -  А ,

причём 1 !2л > /» > ■ )  ( к *  4, ' гг>„,Лк  -  (*-»•*>)■;
т к '  ' п *  у

г /  1$„ЛГ ±  ш ) 0 + х п
ГГ) г Г!

3) последовательность суммируется 6 ^  -  методом к числу 8 , 

то 2 € Сг
I I -  Пусть даны ч и с л а ^  и Л , причём 1* у *  * Л .

Тогда существует такое: число с?(у*1* л ) > о  , что если:

I  /  2' * Сг для (гп ,п )(:  Ьк \ т кз гг>'к , п'к } ( \к = 1 ,2 , .
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где прямоугольники
причём ^  ^  ^

т к 'У

4* полностью лежат внутри угла % ± %  * >

/ ^  ? М  > 4 (К= ) ■, У ^ х ^ /е - Т 00 (к->°°)г'к ■/ *

2 7  / ±  С ( с П ( и < П ” +» У

ТО & гг>~ I р  * ** у  § у л I __
1 ^  о тп ГГ>( „> I -

По аналогии с определением ( О -  множества, данного Н.А.Давыдовым 

для обыкновенной последовательности $() , мы вводим понятие (Су )_ 

множества для двойной последовательности Втп *

Пусть Сл8 -  замкнутая выпуклая В -  окрестность множества
Сх . • -

Замкнутое выпуклое множество О  в комплексной плоскости мы 

назвали (С у)-  множеством двойной последовательности комплексных 

чисел , если для любого В > О существует число ум(?) > 1 и 

последовательность замкнутых прямоугольников &к $гг>х, т 'к ; л х> , 

полностью лежащих внутри уг#а , определенного неравенствами 

> -  ?Г - ^ (1 *■/** * у ) и таких, что

Ъг»п 6 С* 8 ДЛЯ (г* Ь А* ( Кв 1, 2 ' причём

гик ъ лх(е)> 1 , УЪ:?уи (8 )> 1  У>°к, _ ( * .-  °°) ■
г*х у п *

Если [Су)-  множеством последовательности является

точка,, то эту точку назовём . (С^) -  точкой этой последовательности.

Бесконечно удаленную точку комплексной плоскости мы назвали 

(Су)-  точкой двойной последовательности комплексных чисел ,Вт„ , 

если найдутся число / и  > 1 , последовательность замкнутых прямо

угольников -Д* \ уу>х , у̂ к ;  У>*,/?* ]•полностью лежащих внутри угла,опре-| 

деленного неравенствами л -  7 7 - 7  * , а

также последовательность замкнутых выпуклых множеств г стяги

вающихся к бесконечно удаленной точке, такие, что

(
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$тп 6 С*к для (&*Л)Ь \  ( к= 1 ,2 , . .  . )
4 , ^  ^  ц  > -1 (*=*, Я, - - - )  , '” * , Л х ->оъ

Из теоремы I  следует 

Т е о р е м а  2 . Если:

I /  ряд ( I )  суммируется /8^ -  методом к числу 3 ,

причём
(Х-> О» )

ч

3 /  замкнутое выпуклое множество &  является (С^)~ множеством

последовательности частным сумм ряда ^1) г то 3 е Сг .
"" - ■ 1 -

Если \пс*т„14 / и бесконечно удаленная точка является

(С ^)~  точкой последовательности 8тп частных сумм ряда ( I )  , то

\е X X
/п.Л-О

Ч П'\ __ 
! л !  .1 '

Из (С^ ) -  свойства 

тауберова типа. Например:

В  х -  метода следует целый ряд теорем

Т е о р е м а  5 . Если:

I /  ряд ( I )  суммируется -  методом к числу 3 ,
ПгЛ/
V//»./>-»**3

суммы * Зтп ряда ( I ) удовлетворяют условиям

7— т ,л------ -
2 /  и * п  ]/)&„,„ I -  '/ ,

/ЛгЛ-^°°

частные испила °тп ЦАДа <,-*-/ ,у

 ̂ ” -5/Л/? ) ~ ( 3 ^ 'л  " ЗмП ) ~ О
/ЛЛ-?о° . ГГ),Г)-~°°

1. ± ± \  
* ~ п п '
' Я-— ^ 11 п

'±  ^  <22 02-' ± > > ~ Л ' Л

'  /77

ТО

( > 7, /7  )

8
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С л е д с т в и е .  Есушг

I /  ряд (1 )  суммируется 8 Л -  методом к числу $  ,
/ и

2 /  } I *  —2— -  , о  , т*. п  > о ,
171 -г П

ТО §тп $ ■(/Г), п ) г*

Это следствие обобщает теорему Берекапшили В.А. ([Ш] , стр .3 4 1 )

Во. второй главе (С) -  свойство метода Пуассона-Абеля, дока

занное Давыдовым Н Л . Б работе [3]  для обыкновенных рядов, пе

реносится на метод Абеля суммирования двойных рядов.

Ряд ( I )  называется суммируемым методом Абеля к чйслу 5 , если 

ряд
ч (2 )

т-0 п - О

абсолютно сходится при.Л&1* 1 , / у / ±  -1 и •

&гг> $<У,У) = $Х-» 1-

Основным результатом настоящей главы является

Т е о р е м а  10. Если:.„ . /
I /  ряд ( I )  суммируется методом Абеля к числу 5  ,

2 /  сумма } ( * . $ )  степенного ряда ( 2 )  , абсолютно сходящегося 

в  единичном бицилиндре / /*  / ^ 1, /%/ * 1 } , ограничена в бицилин

дре /  / * '  ** / ̂  1- Хо , 1У-ув 1* / '  уа ] для каких-нибудь х 0 у о ,

О — У о  ̂ * ,

3 /  замкнутое выпуклое множество Сг является (С^ ) -  множеством 

последовательности частных сумм ряда ( I )  , то 5 е Сг .

Бели бесконечно удаленная точка комплексной плоскости является 

(Сл ) -точкой последовательности частных сумм ряда ( I )  , то

сумма } ( * ,у )  степенного ряда ( 2 )  , абсолютно сходящегося в
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единичном бицилиндре 1 / х Ы 1 ,  } < , не ограничена в бици
линдре \ 1Х-Хв Ы у 0 ) 1у - у с1 ± 1- у е ] ПрИ любых Ха,у 0 , 04 Х0,уа*'1щ 

Имеющиеся в литературе теоремы тауберова типа для метода Абеля 

суммирования двойных рядов доказаны, для случаев, когда тауберовы 

условия накладываются на всю последовательность частных сумм

ряда ( I ) • Кроме таких теорем с помощью теоремы 10 можно получать 

теоремы, в которых тауберовы условия накладываются на некоторую 

подпоследовательность последовательности 5 ^  .В работе

[3] Н.А.Давыдовым отмечено, что тауберовы теоремы такого типа'

без дополнительного условия, накладываемого на суш у  $(*)  степей- 
• °° /1

ного ряда Т.(Х„ х  , сходящегося в круге 1x1 -I /„ перестают бытьп-о
верными для метода Абеля даже для простых рядов. Таким додолни- 

■ тельным условием для метода Абеля суммирования простых рядов яв

ляется условие (А) ([$) , стр.192 ) ,  а для метода Абеля сумми -  

рования двойных рядов является условие 2 /  теоремы 10. Теорема 10 

является полным аналогом теоремы 2 первой главы, поэтому тауберо

вы теоремы, установленные в первой главе для -  метода, с со

ответствующими изменениями переносятся и на метод Абеля.

Т е о р е м а  15. Если:

I /  ряд ( I )  суммируется методом Абеля к числу 5 ,

2 /  выполняется условие 2 /  теоремы 10,

3 /  частные суммы $тп ряда (1 ) удовлетворяют условиям

к, гп.
X 6 *2, >л Л *к

в одном из четырёх случаев:

к, т ,

1. г- т  ^2* А \
> -  п  *  **

(П 1

к
1* &  / : 6) 1 ^ й.

■г>*

п и У- -► •/ ; г) п

■■I* ;1 /п

/У) 1 ;

* I
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т
О /Л-г /) >  о

( К->СХ>)

где. ^  >  -  заданное число, ^ к ^ х  заданные возрастающие пос

ледовательности натуральных чисел, то

$тк пА $ прсх (г*к , Я# -*  ^
С л е д с т в и е  . Если:

I /  ряд ( I ) суммируется методом Абеля к числу $ ,

2 /  выполняется условие 2 /  теоремы 10,

, УМ
з/ ) а т„1 ±

/7"

для гл'к ± , П = 0 , 1 , 2 , . . .  ;

'  п  ~ Л* , /Г7 = 0 , 1 , 2 , . . ; ;•

причём >, / ^ > 1  , К  > и  > I (*= 1 . 2 , . . .  ) ,
^ Х  /1К

где числа ?\>ун >-1 и возрастающие последовательности натураль- 

ных чисел Щ . я ’х  , /?*,/7х , удовлетворяющие условию 7Г'  ^ - Л  

наперед заданы, то
&*71 $р  <*, = 5к-+°а *к гх

где /г>х  * % & т ;  ; я ,  -  ^  , ± . ± 5  д

Это следствие обобщает известную теорему. Кноппа /14  ] для мето

да Абеля.

В третьей главе одно свойство методов, доказанное

Давыдовым Н.А. в работе [2]  для обыкновенных рядов, переносится 

на ( Р , в » ,  %  ) -  метода«суммирования двойных рядов.

Ряд ( I )  называется сугялируемым методом к числу 5

([15 П ,  « м в  = 5 •
т п

где
X ™  = Р Т  %п < = о о -о/

т

ь > - ° . в , * »  ' • € ’ $ / < ~  ■ 4 . 1 , ? .
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Ряд ( I )  называется суммируемым к числу 5 методом логарифмичес
ких средних ([1В])  , если

, _____ I ______ х  ! •  5‘ = 5
/Л п-гоо & 7 ( / П г 1 )  1-0 1 - 0

лп+1 метод эквивалентен методу логарифмических сред
них ( С -  методу ) суммирования двойных рядов.

Замкнутое выпуклое множество &  в комплексной плоскости , 

отличное от всей комплексной плоскости, мы называем (Ё,Р, ^^ -м н о

жеством двойной последовательности комплексных чисел , если 

для любого 2 > 0  найдутся число ун?е)>-1 и такая последователь

ность замкнутых прямоугольников А#  /  ^  • /)к ) л'к ] ) ,

ЧТО ^/пп 6 С* I  уу?-* (/Я , / 7 )  6 А к  ) гпх ,/? к  —* (*-*< *> ), причём
‘ Р у а.

>. / и и )  > 7
Р  / а.

> 7

Если (Я,Р, с%) -  множество Сг состоит из одной точки, то эта точка 

называется (Р ,р, -  точкой последовательности .

Бесконечно удаленную точку комплексной плоскости мы назвали 

(Р , Р, Ч )  -  точкой последовательности $*>п  , если найдутся

число , последовательность замкнутых прямоугольников

Ак ^  } (к*-1,2.,... ) , а также последовательность

замкнутых выпуклых множеств Сгк , стягивающихся к бесконечно 

удаленной точке, такие, что

для А к  , причём,'тг> - —<
Р у

'• 75х а' / Л/> у0 ,

Доказана основная в этой главе.

Т е о р е м а  17. Если ряд ( I )  суммируется(& % ,,% )- методом 

к числу 5 и множество Сг является множеством после -

цовательности $тп , то 5 а  Сг .



«шляется (&, в  %)— точкой яоследо- Если бесконечно удаленная точка явля

вательности , то •

В канестве простых следствия этой теоремы подучен ряд теорем тау  

Серова тала дая ( 8 ,  С .  > -  методов. Например:

Т е о р е м а  22. Пусть дап ряд Д  0 Действительным, чле

нами и возрастающие последовательности натуральных чисел и ,

и пусть частные суммы этого ряда удовлетворяют условиям
,&Т&- ( З/Я/7 ~ ~>/Г,к /1 ) 2 -  ЪО

4
К,/”, п-+°°
1 * 3

9
а такие условиям

&7П ( 5/г)'Л ~ ^/пп )
ЛГ,/75./7-т»0°

р

9

~ Я,

/•* я ,

/г», П->
Ч  у

аде о ± ?  .• Если ряд Г  ‘̂ с у м и я Р У 6’1,0*1 Ч # , ,  2„)“ мето -
*П,П-&

дом у: числу . 5 , то __  . .

5- и * '  . ^ 2  . 4  2

В частности, при х  = О имеем

/V “ ^V-? ос? х >г
Как частные случаи тауберовых теорем для (&,%,$„)- методов 

рассмотрены тауберовы теореш  для метода логарифмических средних 

суммирования двойных рядов.

Т е о р е м а  25.. Если ряд (1^  суммируется методом логарифми

ческих средних к числу 5 и его частные суммы $тп удовлетворяют 

условиям

&гг> ( $тп' ~ ) ~ О , & *71 { ~ 4 /7  )  ~ 0



II

то ряд (1 )  сходится к числу 5 .

Т е о р е м а  28» Если ряд ( I )  суммируется методом логариф

мических средних к числу 5 и его члены удовлетворяют условию

п Ъ Л для (*Г>, п )  ф. (/Г>х, ) , причём

:> ,* /> / , & Л1 ь 1 (*=  *.л,~ )  ,
у

где число у *  > 1 и возрастающие последовательности натуральных чи

сел /ях и наперед задана, то ряд (1)  сходится к  числу 5 . 

Результаты данной работы докладывались и обсуждались на городском 

семинаре по теории функций при Институте математики АН'УССР 

/г .К и ев , апрель, 1971 ъ / .

Основное содержание диссертации отражено в работах / 17] -  [19],
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