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Анотацiя. Робота присвячена дослiдженню лебегiвської структури розподiлiв ви-
падкових величин з маркiвськими Q-символами. Основний результат статтi дає за-
гальнi необхiднi i достатнi умови абсолютної неперервностi та сингулярностi розпо-
дiлiв випадкових величин з маркiвськими Qs-символами. Доведено, що випадковi
величини з маркiвськими Q2-символами мають чистi типи розподiлiв; знайдено не-
обхiднi i достатнi умови належностi до кожного з них. Показано, що при s > 2

випадковi величини з маркiвськими Q2-символами можуть бути або чисто абсо-
лютно неперервними, або чисто сингулярними. У випадку сингулярностi розподiл
може бути або чисто дискретний, або чисто сингулярно неперервний, або бути їх
сумiшшю. Запропонований у роботi пiдхiд також може бути використаним при до-
слiдженнi лебегiвської структури розподiлiв випадкових величин з маркiвськими
Q∞-символами.

Ключовi слова: ланцюги Маркова, Q-зображення дiйсних чисел, сингулярно
неперервнi ймовiрнiснi мiри, абсолютно неперервнi ймовiрнiснi мiри, ергодична те-
орема, асимптотична частота символiв.

Abstract. The paper is devoted to the study of Lebesgue structure of distributions

of random variables with markovian Q-symbols. The main results gives general neces-

sary and sufficient conditions for absolute continuity resp. singularity of distributions of

random variables with markovian Qs-symbols. We proved that random variables with

markovian Q2-symbols are of pure Lebesgue type. Corresponding necessary and suf-

ficient conditions are found. We also show that for s > 2 the random variables with

markovian Qs-symbols have either pure absolute continuous distributions or pure singu-

lar distributions. In the case of singularity all following situations are possible: discrete

case, singularly continuous case, mixture of discreteness and singular continuity. Our ap-

proach is also applicable for the study of Lebesgue structure of distributions of random

variables with markovian Q∞-symbols.
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1. Q-зображення дiйсних чисел

Нагадаємо поняття Q-розкладу дiйсних чисел ([24]) та декiлька альтернативних
пiдходiв до його означення. Нехай Q = (q0, q1, ..., qs−1) – стохастичний вектор з до-
датними координатами. При фiксованому векторi Q здiйснюється злiченна послiдов-
нiсть розбиттiв одиничного вiдрiзка за наступними правилами.

Крок 1. Розбиваємо [0, 1] (злiва направо) на s вiдрiзкiв ∆Q
i1
, i1 ∈ {0, 1, ..., s − 1},

довжини яких дорiвнюють
∣∣∣∆Q

i1

∣∣∣ = qi1 ,

[0, 1] =
s−1⋃

i1=0

∆Q
i1
.

Кожен з ∆Q
i1

називається цилiндром 1-го рангу Q-розкладу.
Крок k ≥ 2. Кожен з цилiндрiв (k−1)-рангу ∆Q

i1i2...ik−1
розбиваємо (злiва направо)

на s вiдрiзкiв ∆Q
i1i2...ik

(без спiльних внутрiшнiх точок)

∆Q
i1i2...ik−1

=

s−1⋃

ik=0

∆Q
i1i2...ik

,

довжини яких
∣∣∣∆Q

i1i2...ik

∣∣∣ = qi1 · qi2 · · · qik =

k∏

j=1

qij (1)

вiдносяться як
∣∣∣∆Q

i1i2...ik−10

∣∣∣ :
∣∣∣∆Q

i1i2...ik−11

∣∣∣ : · · · :
∣∣∣∆Q

i1i2...ik−1(s−1)

∣∣∣ = q0 : q1 : · · · : qs−1 .

Кожен з ∆Q
i1i2...ik

називається цилiндром k-го рангу Q-розкладу.
Для довiльної послiдовностi iндексiв {ik}, ik ∈ {0, 1, ..., s− 1}, iснує послiдовнiсть

таких вкладених цилiндрiв

∆Q
i1
⊃ ∆Q

i1i2
⊃ · · · ⊃ ∆Q

i1i2...ik
⊃ · · ·,

що |∆Q
i1...ik

| → 0, k → ∞. Тому iснує єдина точка x ∈ [0, 1], яка належить всiм цим
цилiндрам ∆Q

i1
, ∆Q

i1i2
, ..., ∆Q

i1i2...ik
, ... .

I навпаки, для кожної точки x ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть вкладених цилiндрiв
∆Q

i1(x) ⊃ ∆Q
i1(x)i2(x) ⊃ ... ⊃ ∆Q

i1(x)i2(x)...ik(x) ⊃ ..., якi мiстять x, тобто

x =
∞⋂

k=1

∆Q
i1(x)i2(x)...ik(x) =: ∆Q

i1(x)i2(x)...ik(x)....

Останнiй вираз називається Q–представленням (розкладом, зображенням) точки x.
Основи метричної та ймовiрнiсної теорiїQ-представлень розвивались М.В.Працьовитим
([20, 24]), де i було вперше вжито термiн Q-представлення. Вiдзначимо, щоQ-розклад
дiйсних чисел є частковим випадком так званих f -розкладiв (метрична та ергоди-
чна теорiя f -розкладiв розвинута в роботах А. Реньї (див., наприклад, [7, 21]) ), i



ЙМОВIРНIСНI МIРИ З МАРКIВСЬКИМИ Q СИМВОЛАМИ 121

породжується наступною строго зростаючою неперервною функцiєю f , яка визна-
чена на [0, s] умовами: f(0) = 0 i f зростає лiнiйно на кожному вiдрiзку [n, n + 1] з
f(n+ 1) − f(n) = qn, ∀n ∈ {0, 1, ..., s− 1}.

Зауважимо також, що Q-розклад можна означити за допомогою систем iтерую-
чих функцiй (IFS, див. [10]). Справдi, розглянемо систему iтеруючих функцiй, що
породжується наступною системою стискуючих перетворень подiбностi:

F0(x) = q0 · x, Fi(x) = qi · x+ (q0 + ... + qi−1), ∀i ∈ {0, 1, ..., s− 1}.
Очевидно, що множина [0, 1] є iнварiантною вiдносно даної IFS, оскiльки [0, 1] =
s−1⋃
i=0

Fi([0, 1)). При цьому для вищеозначених цилiндрiв Q-розкладу має мiсце рiвнiсть:

∆Q
i1i2...ik

= Fi1 ◦ Fi2 ◦ ... ◦ Fik([0, 1]). Тому для довiльного x ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть
(i1(x), i2(x), ..., ik(x), ...) ∈ {0, 1, ..., s− 1}∞ така, що

x =

∞⋂

k=1

Fi1 ◦ Fi2 ◦ ... ◦ Fik([0, 1]) = ∆Q
i1(x)i2(x)...ik(x)....

Нормальнi властивостi дiйсних чисел (тобто властивостi, якими володiють майже
всi (вiдносно мiри Лебега) дiйснi числа) з [0, 1], якi можуть бути сформульованими
в термiнах їх Q-розкладiв, дослiджувалась в [24, 20]. Зокрема, має мiсце наступна
лема.

Лема 1. ([24, 20]) Q-зображення майже всiх (в смислi мiри Лебега) дiйсних чисел
з одиничного вiдрiзка мiстить цифру i з алфавiту A = {0, 1, ..., s− 1} з асимпто-
тичною частотою qi.

2. Про сингулярнiсть та абсолютну неперервнiсть розподiлiв

випадкових величин з незалежними та маркiвськими Q-символами.

Нехай {ξk} — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають зна-

чень 0, 1, ..., s−1 з ймовiрностями p0k, p1k, ..., p(s−1)k,
s−1∑
i=0

pik = 1, ∀k ∈ N. Розглянемо

випадкову величину
ξ := ∆Q

ξ1ξ2...ξk... ,

яка називається випадковою величиною з незалежними Q-цифрами. Ймовiрнiсний
розподiл µξ визначається стохастичним вектором Q та матрицею P = ||pik||, i може
бути побудований наступним чином. Нехай

Ωk = {0, 1, ..., s− 1},Fk = 2Ωk , µk(i) = pik,

(Ω,F , µ) =
∞∏

i=1

(Ωk,Fk, µk)

i нехай f : Ω → [0, 1] — вимiрне вiдображення, яке означається для довiльного
елемента ω = (ω1, ω2, ..., ωi, ...) ∈ Ω через

f(ω) = ∆Q
ω1ω2...ωi...

.
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Для довiльної борелiвської множини E ⊂ [0, 1] означимо образ-мiру

µ∗ : µ∗(E) = µ(f−1(E)),

де
f−1(E) = {ω : ω ∈ Ω, f(ω) ∈ E}.

Тодi мiра µ∗ спiвпадає з ймовiрнiсною мiрою µξ.
Якщо ми означимо дискретнi мiри λk через λk(i) = qi, ∀k ∈ N ∪ {0}, i розглянемо

(Ω,F , λ) =
∞∏

k=1

(Ωk,Fk, λk), то мiра λ∗ = λ(f−1) спiвпаде з мiрою Лебега на [0, 1].

Лебегiвська структура та фрактальнi властивостi розподiлiв випадкових величин
з незалежними Q-символами вивчалась в роботах [1, 2, 20].

Як вiдомо ([1]), випадкова величина ξ має розподiл чистого типу, причому
1) µξ є чисто абсолютно неперервною тодi i тiльки тодi, коли

ρ :=

∞∏

k=1

{
s−1∑

i=0

√
pik · qi

}
> 0; (2)

2) µξ є чисто дискретною тодi i тiльки тодi, коли

Pmax :=
∞∏

k=1

max
i

{pik} > 0; (3)

3) µξ є чисто сингулярно неперервною у всiх iнших випадках, тобто тодi i тiльки
тодi, коли

ρ = 0 = Pmax. (4)

Основним завданням даної роботи є дослiдження лебегiвської структури розподiлу
випадкової величини ξ := ∆Q

ξ1ξ2...ξk... , для випадку коли послiдовнiсть випадкових
величин ξk утворює однорiдний ланцюг Маркова.

Окремi властивостi розподiлу даної випадкової величини (у випадку канторовостi
розподiлу) вивчались в роботах [18, 19].

У випадку маркiвської залежностi розподiл випадкової величини ξ не є, взагалi
кажучи, чистим. У якостi прикладу можна вибрати розподiл випадкової величини з
маркiвськими Q3-символами, для якої вектор початкових ймовiрностей має вигляд

(
1

3
,
1

3
,
1

3
),

а матриця перехiдних ймовiрностей має вигляд



1 0 0

0 1
2

1
2

0 1
2

1
2




У цьому випадку розподiл має єдиний атом вагою 1
3

у точцi 0 i сингулярно непе-
рервно розподiлена на множинi

C[Q, V ] = {x : x = ∆Q
α1(x)α2(x)...αk(x)..., αk(x) ∈ V = {1, 2}}.

У той же час розподiли випадкових величин з маркiвськими Q2-символами завжди
мають чистий лебегiвський тип (це випливає з двох наступних теорем, перша з яких
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дає необхiднi i достатнi умови дискретностi та неперервностi розподiлiв випадкових
величин з маркiвськими Q2-символами).

Теорема 1. Нехай ξ = ∆Q2

ξ1ξ2...ξk... - випадкова величина з маркiвськими Q2-символами,
початковий розподiл яких задається стохастичним вектором (p0, p1) з додатними
координатами. Тодi розподiл випадкової величини ξ є або чисто дискретним, або
чисто неперервним. Причому неперервнiсть має мiсце лише в наступних випадках:

1) всi елементи матрицi перехiдних ймовiрностей
(
p00 p01

p10 p11

)

є додатними;
2) матриця перехiдних ймовiрностей має вигляд

(
0 1

p10 p11

)
,

причому
p10 · p11 > 0;

3) матриця перехiдних ймовiрностей має вигляд
(
p00 p01

1 0

)
,

причому
p00 · p01 > 0.

Доведення. Оскiльки випадковi величини ξk утворюють однорiдний ланцюг Маркова,
то для довiльної Q2−iррацiональної точки x = ∆Q2

α1(x)α2(x)...αk(x)... має мiсце рiвнiсть:

P{ξ = x} = pα1(x)

∞∏

j=1

pαj(x)αj+1(x); (5)

якщо ж точка x є Q2−рацiональною i має два рiзнi представлення:

x = ∆Q2

α1(x)α2(x)...αk(x)... = ∆Q2

β1(x)β2(x)...βk(x)...,

то

P{ξ = x} = pα1(x)

∞∏

j=1

pαj(x)αj+1(x) + pβ1(x)

∞∏

j=1

pβj(x)βj+1(x). (6)

Для доведення теореми розглянемо можливi варiанти матрицi перехiдних ймовiр-
ностей.

1. Якщо pij > 0, ∀i, j ∈ {0, 1}, то з (5) та (6) випливає, що P{ξ = x} = 0, ∀x ∈ [0, 1],
що еквiвалентно неперервностi розподiлу випадкової величини ξ.

2. Розглянемо випадок, коли p00 = 1. При цьому можливi такi пiдвипадки.
2.1. Якщо p11 = 1, то ξ має два атоми: в точках 0 та 1 вагою p0 та p1 вiдповiдно.

Отже, ξ має чисто дискретний розподiл.
2.2. Якщо p10 = 1, то ξ має два атоми: в точках 0 та ∆Q2

1(0) вагою p0 та p1 вiдповiдно.
Отже, ξ має чисто дискретний розподiл.
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2.3. Якщо p10 · p11 > 0, то ξ має злiченну кiлькiсть атомiв у точках

∆Q2

(0),∆
Q2

1(0),∆
Q2

11(0),∆
Q2

111(0),∆
Q2

1111(0), ... .

Вага цих атомiв дорiвнює

p0, p1p10, p1p11p10, p1(p11)
2p10, p1(p11)

3p10, ...

вiдповiдно. Оскiльки сума ваг вказаних атомiв розподiлу дорiвнює 1, то ξ має чисто
дискретний розподiл.

3. Розглянемо випадок, коли p01 = 1. При цьому можливi такi пiдвипадки.
3.1. Якщо p11 = 1, то ξ має два атоми: в точках ∆Q2

0(1) та ∆Q2

(1) вагою p0 та p1

вiдповiдно. Отже, ξ має чисто дискретний розподiл.
3.2. Якщо p10 = 1, то ξ має два атоми: в точках ∆Q2

(01) та ∆Q2

(10) вагою p0 та p1

вiдповiдно. Отже, ξ має чисто дискретний розподiл.
3.3. Якщо p10 · p11 > 0, то ξ має чисто неперервний розподiл. Справдi, у цьому ви-

падку для довiльної послiдовностi символiв {αj} нескiнченний добуток pα1

∞∏
j=1

pαjαj+1

розбiгається до нуля, оскiльки пiсля кожної можливої одиницi у цьому добутку по-
винен стояти множник, який не перевищує числа max{p10, p11} < 1.

4. Розглянемо випадок, коли p11 = 1. При цьому можливi такi пiдвипадки.
4.1. Якщо p00 = 1, то отримуємо пiдвипадок 2.1.
4.2. Якщо p01 = 1, то отримуємо пiдвипадок 3.1.
4.3. Якщо p00 · p01 > 0, то ξ має злiченну кiлькiсть атомiв у точках

∆Q2

(1),∆
Q2

0(1),∆
Q2

00(1),∆
Q2

000(1),∆
Q2

0000(1), ... .

Вага цих атомiв дорiвнює

p1, p0p01, p0p00p01, p0(p00)
2p01, p0(p00)

3p01, ...

вiдповiдно. Оскiльки сума ваг вказаних атомiв розподiлу дорiвнює 1, то ξ має чисто
дискретний розподiл.

5. Розглянемо випадок, коли p10 = 1. При цьому можливi такi пiдвипадки.
5.1. Якщо p00 = 1, то отримуємо пiдвипадок 2.2.
5.2. Якщо p01 = 1, то отримуємо пiдвипадок 3.2.
5.3. Якщо p00 · p01 > 0, то ξ має чисто неперервний розподiл. Справдi, у цьому ви-

падку для довiльної послiдовностi символiв {αj} нескiнченний добуток pα1

∞∏
j=1

pαjαj+1

розбiгається до нуля, оскiльки пiсля кожної можливої одиницi у цьому добутку по-
винен стояти множник, який не перевищує числа max{p00, p01} < 1. �

Наступна теорема дає загальнi необхiднi i достатнi умови абсолютної неперервностi
розподiлу випадкової величини з маркiвськими Qs−символами i показує, що сумiш
абсолютно неперервного розподiлу та дискретного розподiлу є неможливою.
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Теорема 2. Нехай s ∈ N, s > 1, а {ξn} — послiдовнiсть випадкових величин, якi
набувають значень з множини A = {0, 1, . . . , s − 1} i утворюють однорiдний лан-
цюг Маркова з початковими ймовiрностями p0, p1, . . . ps−1 i матрицею перехiдних
ймовiрностей P ∗ = ‖pij‖.

Тодi розподiл випадкової величини

ξ := ∆Q
ξ1ξ2...ξk... ,

є абсолютно неперервним тодi i тiльки тодi, коли

pij = qj , ∀i ∈ A, ∀j ∈ A. (7)

У всiх iнших випадках мiра µξ сингулярна вiдносно мiри Лебега (включаючи дис-
кретний випадок).

Доведення. Якщо pij = qi, ∀i ∈ A, ∀j ∈ A, то абсолютна неперервнiсть розподiлу в.в.
ξ є очевидною. Справдi, у цьому випадку ξ має рiвномiрний розподiл на кожному з
цилiндрiв першого рангу Q-зображення i вiдповiдна функцiя розподiлу є лiнiйною
з кутовим коефiцiєнтом pi

qi
на кожному цилiндричному вiдрiзку ∆Q

i , i ∈ A.

Покажемо, що при невиконаннi умови (7) розподiл в.в. ξ буде сингулярним вiдносно
мiри Лебега (включаючи дискретний випадок).

Як вiдомо, кожна функцiя розподiлу диференцiйовна майже скрiзь (в сенсi мiри
Лебега).

Позначимо D = {x : x ∈ [0, 1] ∧ F ′(x) iснує i скiнченна}. Тодi λ(D) = 1.
Якщо в точцi x0 iснує похiдна F ′(x0), то F ′(x0) можна знайти не лише як границю

lim
△x→ 0

F (x0+△x)−F (x0)
△x

, але i наступним чином:

F ′(x0) = lim
n→∞

F (bn) − F (an)

bn − an

,

де {[an, bn]} — послiдовнiсть вкладених цилiндрiв Q-зображення

∆Q
α1(x0)α2(x0)...αn(x0) =: △n(x0),

якi стягуються в точку x0, тобто

x0 =
∞⋂

n=1

[an, bn].

де αk(x0) — символи Q-зображення числа x0.

Очевидно, що |△n(x)| = |bn − an| =
n∏

k=1

qαk(x0), i

F (an) − F (bn) = P{ξ ∈ ∆α1(x)α2(x)..αn(x)} =

= P{ξ1 = α1(x) ∧ ξ2 = α2(x) ∧ · · · ∧ ξn = αn(x)} =

= P{ξ1 = α1(x)} · P{ξ2 = α2(x)/ξ1 = α1(x)}·
·P{ξ3 = α3(x)/ξ1 = α1(x), ξ2 = α2(x)} · . . .

·P{ξn = αn(x)/ξ1 = α1(x), . . . , ξn−1 = αn−1(x)}.
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Оскiльки {ξk} утворюють однорiдний ланцюг Маркова, то

F (an) − F (bn) = pα1(x) · pα2(x)α3(x) · . . . · pαn−1(x)αn(x).

Отже, якщо x0 ∈ D, то

F ′(x0) = lim
n→∞

pα1(x0)pα1(x0)α2(x0) · . . . · pαn−1(x0)αn(x0)
n∏

k=1

qαk(x0)

= (8)

=
pα1(x0)

qα1(x0)

∞∏

k=1

pαk(x0)αk+1(x0)

qαk+1(x0)

.

Нехай Ni(x, k,Q) — кiлькiсть символiв «i» в Q-зображеннi числа x до k-го мiсця
включно. Якщо границя lim

k→∞
Ni(x,k,Q)

k
iснує, то її значення називають частотою сим-

вола «i» в Q-зображеннi числа x. З леми 1 випливає, що для λ-майже всiх x ∈ [0, 1]

i для довiльного символу i ∈ A має мiсце рiвнiсть

lim
k→∞

Ni(x, k,Q)

k
= qi, ∀i ∈ A. (9)

Позначимо тепер N(γ1γ2)(x, k,Q) — кiлькiсть разiв, скiльки пара (γ1γ2) ∈ A2 зустрi-
чається серед членiв послiдовностi

(α1(x), α2(x)), (α2(x), α3(x)), . . . , (αk−1(x), αk(x)),

тобто кiлькiсть разiв, скiльки пара (γ1γ2) зустрiчається серед перших k символiв
Q-зображення числа x.

Доведемо, що для λ-майже всiх x ∈ [0, 1] i для довiльної пари (γ1γ2) ∈ A2 має мiсце
рiвнiсть

lim
k→∞

N(γ1γ2)(x, k)

k
= qγ1qγ2 , ∀(γ1γ2) ∈ A2. (10)

Нехай T — перетворення одностороннього зсуву по Q-зображенню, тобто

Tx = T (∆α1(x)α2(x)α3(x)...αn(x)...) = ∆α2(x)α3(x)...αn(x)..., ∀x ∈ [0, 1].

Очевидно, що мiра Лебега є iнварiантною i ергодичною вiдносно T . Розглянемо фун-
кцiю

f(x) =

{
0, якщо (α1(x), α2(x)) 6= (γ1, γ2),

1, якщо (α1(x), α2(x)) = (γ1, γ2).

Очевидно, що f(x) iнтегровна за Лебегом на [0, 1] i
1∫

0

f(x)dλ(x) =

∫

△γ1γ2

1dx = |∆Q
γ1γ2

| = qγ1qγ2 , ∀(γ1γ2) ∈ A2.

Тому (за ергодичною теоремою Бiркгофа–Хiнчина):

lim
k→∞

f(x) + f(T (x)) + · · ·+ f(T k−1(x))

k
=

1∫

0

f(x)dx

для λ-майже всiх x ∈ [0, 1].
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Оскiльки
f(x) + · · ·+ f(T k−1(x)) = N(γ1γ2)(x, k,Q)

i
1∫

0

f(x)dx = qγ1qγ2 ,

то для λ-майже всiх x ∈ [0, 1] i ∀(γ1γ2) ∈ A2 має мiсце рiвнiсть

lim
k→∞

N(γ1γ2)(x, k,Q)

k
= qγ1qγ2 .

Позначимо через B(Q) множину тих x ∈ [0, 1], для яких виконується умова (10).
Тодi λ(B) = 1.

Для довiльного x0 ∈ D ∩B(Q) маємо:

F ′(x0) = lim
k→∞

[
(

k∏

j=1

qαj (x0)) · pα1(x0) · pα1(x0)α2(x0) · . . . · pαk−1(x0)αk(x0)

]
=

=
pα1(x0)

qα1(x0)

·
∞∏

k=1

pαk(x0)αk+1(x0)

qαk+1(x0)

pα1(x0)

qα1(x0)

· lim
k→∞

s−1∏
i=0

s−1∏
j=0

p
N(i,j)(x,k,Q)

ij

s−1∏
i=0

q
Ni(x,k,Q)
i

=

pα1(x0)

qα1(x0)

· lim
k→∞




s−1∏
i=0

s−1∏
j=0

p
N(i,j)(x,k,Q)

k
ij

s−1∏
i=0

q
Ni(x,k,Q)

k
i




k

.

Оскiльки для λ-майже всiх x ∈ [0, 1] мають мiсце рiвностi

lim
k→∞

N(i,j)(x, k,Q)

k
= qiqj , lim

k→∞

Ni(x, k,Q)

k
= qi,

то для λ-майже всiх x0 ∈ [0, 1] маємо

F ′(x0) =
pα1(x0)

qα1(x0)

· lim
k→∞




s−1∏
i=0

s−1∏
j=0

p
qiqj

ij

s−1∏
i=0

qqi
i




k

.

Лема 2. Нехай Q = (q0, q1, . . . , qs−1) — стохастичний вектор з додатними коорди-
натами. Тодi для довiльного стохастичного вектора P = (p0, p1, . . . , ps−1) має мiсце
нерiвнiсть

s−1∏
i=0

s−1∏
j=0

p
qiqj

ij

s−1∏
i=0

qqi

i

≤ 1,
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причому рiвнiсть має мiсце тодi i тiльки тодi, коли

pij = qj , ∀i ∈ {0, 1, ..., s− 1}, ∀j ∈ {0, 1, ..., s− 1}.

Доведення. Для доведення цiєї леми, скористаємось нерiвнiстю Гiббса (див. [17]).
Нерiвнiсть Гiббса: нехай Q = (q0, q1, . . . , qs−1) — стохастичний вектор з дода-

тними координатами. Тодi для довiльного стохастичного вектора P = (p0, p1, . . . , ps−1)

має мiсце нерiвнiсть

−
s−1∑

i=0

pi ln pi ≤ −
s−1∑

i=0

pi ln qi, (11)

причому рiвнiсть має мiсце тодi i тiльки тодi, коли pi = qi, ∀i ∈ {0, 1, ..., s− 1}.
З нерiвностi (11) випливає, що

s−1∑

i=0

ln ppi

i ≥
s−1∑

i=0

ln qpi

i , (12)

i, отже,
s−1∏

i=0

ppi

i ≥
s−1∏

i=0

qpi

i . (13)

Тому
s−1∏
i=0

ppi

i

s−1∏
i=0

qpi

i

≥ 1, (14)

причому рiвнiсть можлива тодi i тiльки тодi, коли pi = qi, ∀i ∈ {0, 1, ..., s − 1}.
(iнший спосiб доведення нерiвностi (14) можна знайти в [20]).

Представимо вираз
s−1∏
i=0

s−1∏
j=0

p
qiqj

ij

s−1∏
i=0

qqi

i

у наступному виглядi:

s−1∏
i=0

s−1∏
j=0

p
qiqj

ij

s−1∏
i=0

qqi

i

=

s−1∏
i=0

s−1∏
j=0

p
qiqj

ij

s−1∏
i=0

q
qi·(q0+q1+...)
i

=




s−1∏
j=0

p
qj

0j

s−1∏
j=0

q
qj

j




q0

·




s−1∏
j=0

p
qj

1j

s−1∏
j=0

q
qj

j




q1

· · · · ·




s−1∏
j=0

p
qj

ij

s−1∏
j=0

q
qj

j




qi

· . . . .
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З (14) випливає, що вирази у кожнiй з дужок не перевищують 1, причому рiвнiсть
s−1∏
j=0

p
qj

ij

s−1∏
j=0

q
qj

j

= 1

можлива тодi i тiльки тодi, коли

pij = qj, ∀j ∈ {0, 1, ..., s− 1}, ∀i ∈ {0, 1, ..., s− 1}.
Отже, у випадку порушення умови (7) має мiсце строга нерiвнiсть

s−1∏
i=0

s−1∏
j=0

p
qiqj

ij

s−1∏
i=0

qqi

i

< 1.

Тому

F ′(x0) =
pα1(x0)

qα1(x0)

· lim
k→∞




s−1∏
i=0

s−1∏
j=0

p
qiqj

ij

s−1∏
i=0

qqi

i




k

= 0

для λ-майже всiх x0 ∈ [0, 1], що i означає сингулярнiсть розподiлу в.в. ξ.
�

Наслiдок 1. Випадкова величина з маркiвськими Q2-сиволами має або чисто дис-
кретний розподiл, або чисто сингулярно неперервний розподiл, або чисто абсолютно
неперервний розподiл.

При s > 2 випадкова величина з маркiвськими Qs-сиволами має або чисто абсо-
лютно неперервний розподiл, або чисто сингулярний розподiл. У випадку сингуляр-
ностi розподiл може бути або чисто дискретним, абоо чисто сингулярно неперерв-
ним, або сумiшшю чисто дискретного та чисто сингулярно неперервного розподi-
лiв.

Подяка. Ця робота була частково пiдтримана науково-дослiдними проектами
STREVCOMS FP-7-IRSES 612669 (ЄС), "Багаторiвневий аналiз сингулярних ймовiр-
нiсних мiр та його застосування"(МОН України) та Alexander von Humboldt Stiftung.
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