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Про нескiнченнi згортки Бернуллi,

що породженi двiйково-лакунарними послiдовностями

Л. О. Сiнельник
(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова)

Анотацiя. У роботi дослiджуються властивостi множини LS двiйково-лакунарних
дiйсних чисел одиничного вiдрiзка, тобто множини тих чисел a ∈ [0, 1], у яких двiй-
ковi символи αk(a) мають наступну властивiсть:

∀m ∈ N, ∀s ∈ N∃k = k(m, s) > m : αk+i(a) = 0, ∀i ∈ {1, 2, . . . , s}.
Доводиться, зокрема, що майже всi (в сенсi мiри Лебега) дiйснi числа є двiйково-

лакунарними.
Для кожного двiйково-лакунарного числа a розглядається випадкова величина

ξ =

∞∑

k=1

ξkak,

де послiдовнiсть {ak} породжується вибраним числом a, ξk є незалежними випад-
ковими величинами, що набувають значень 0 та 1 з ймовiрностями p0k та p1k вiд-
повiдно. Доведено, що для довiльного двiйково-лакунарного числа a породжена ви-
падкова величина ξ є суттєво нерайхмановою, тобто

Lξ := lim
t→∞

|fξ(t)| = 1.

Ключовi слова: перетворення Фур’є-Стiлт’єса, згортки Бернуллi, сингулярно
неперервнi ймовiрнiснi мiри, фрактали, двiйково-лакунарнi дiйснi числа.

Abstract. The paper is devoted to the study of infinite Bernoulli convolutions gener-

ated by the set of binary lacunary real numbers.

Let {ξk} be a sequence of independent random variables taking the values -1 and 1

with probabilities p0k and p1k respectively, let {ak} be a sequence of real numbers such

that
∞∑

k=1

ak converges. Then the distribution function of random variable

ξ =

∞∑

k=1

akξk

is said to be the infinite Bernoulli convolution.

A real number a is said to be binary lacunary, if its binary symbols a =
∞∑

k=1

αk(a)
sk have

the following property:

∀m ∈ N, ∀s ∈ N, ∃k = k(m, s) > m : αk+i(a) = 0, ∀i ∈ {1, 2, ..., s}.
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Abstract. We prove that the set LS (lacunary sequence) of binary-lacunary real num-

bers is of full Lebesgue measure. We also study asymptotics of the Fourier-Stiltjes trans-

form of Bernoulli convolutions generated by the set of binary-lacunary real numbers and

prove that

Lξ := lim
t→∞

|fξ(t)| = 1, ∀a ∈ LS.

Key words: Fourier–Stieltjes transform, Bernoulli convolutions, singularly continu-

ous probability measures, fractals, binary-lacunary real numbers.
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1. Вступ

Нескiнченнi згортки Бернуллi, тобто функцiїї розподiлiв випадкових величин виду

ξ =

∞∑

k=1

ξkak,

де послiдовнiсть ak > 0,
∞∑

k=1

a2
k <∞, ξk - незалежнi випадковi величини, якi набувають

значень 0 та 1 з ймовiрностями p0k та p1k вiдповiдно iнтенсивно вивчаються протягом
останнiх 80 рокiв з рiзних точок зору (Джессен (Jessen B.) i Вiнтнер (Wintner A.) [7],
Кершнер (Kershner R.), Ердеш (Erdos P.) [4], Кахане (Kahane J.P.) i Салем (Salem R.),
Гарсiа (Garsia A.M.) [5], Перес (Peres Y.) i Солом’як (Solomyak B.) [12, 13], Альбеверiо
(Albeverio S.) [2], Працьовитий М. (Pratsiovytyi M.) [1, 21, 20, 24], Торбiн Г. (Torbin
G.) [1, 2, 3, 21, 15], Гончаренко Я. (Gontcharenko Ya.) [21] та iн.).

Одним з важливих напрямiв дослiджень полягає у знаходженнi умов при яких
ймовiрнiснi мiри µξ:

1) будуть мiрами Райхмана, тобто коли Lξ = lim
|t|→∞

|fξ(t)| = 0,

2) не будуть нерайхмановими, тобто коли Lξ > 0,
3) будуть суттєво нерайхмановими, тобто коли Lξ = 1.

Серед дослiджень у цьому напрямку варто вiдзначити роботи [1, 2].
У роботi [1] доведено, зокрема, що нескiнченнi згортки Бернуллi, що породженi

рядами Остроградського-Серпiнського-Пiрса, завжди будуть суттєво нерайхманови-
ми.

Для нескiнченних згорток Бернуллi, породжених рядами Остроградського II роду,
доведено лише нерайхмановiсть розподiлу (гiпотеза про суттєву нерайхмановiсть все
ще вiдкрита).

Дана робота є узагальненням роботи [16], в якiй було дослiджено властивостi не-
скiнченних згорток Бернуллi, що породженi спецiальним континуальним пiдкласом
множини двiйково-лакунарних дiйсних чисел. Було вивчено асимптотику перетво-
рення Фур’є-Стiлт’єса вiдповiдних згорток Бернуллi i доведено, що у випадку не-
перервностi для кожного значення параметра a з дослiджуваної континуальної нiде
не щiльної множини, модуль характеристичної функцiї fξ(t) породженої випадковою
величиною ξ = ξ(a) має максимальну асимптотичну амплiтуду, тобто Lξ = 1.

Основними результатами даної роботи є доведення того факту, що майже всi дiй-
снi числа (в сенсi мiри Лебега) є двiйково-лакунарними i що всi нескiнченнi згортки
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Бернуллi, що породжується довiльним двiйково-лакунарним числом, є суттєво не-
райхмановими.

2. Про мiру Лебега множини двiйково-лакунарних дiйсних чисел

Означення 1. Дiйсне число a ∈ [0, 1] називається двiйково-лакунарним, якщо двiй-
ковий розклад числа a має такий вигляд:

a = 0, α1 . . . αk10αk1+2 . . . αk200αk2+3 . . . αkn0 . . . 0αkn+n+1 . . .

для деякої послiдовностi {kn}, при цьому αj ∈ {0, 1}.

Iншими словами число a є двiйково лакунарним, якщо iснує послiдовнiсть {kn}
така, що

αkn+i = 0, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}
i kn+1 > kn + n.

Очевидно, що дане означення та означення, дане в анотацiї, є еквiвалентними.

Теорема 1. Множина LS (lacunary sequence) двiйково-лакунарних дiйсних чисел має
повну мiру Лебега.

Доведення. Зафiксуємо натуральне число n i довiльний впорядкований набiр (γ1, γ2, . . . , γn),

γj ∈ {0, 1}, ∀j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Позначимо через Nk ((γ1, γ2, . . . , γn), x) кiлькiсть появ набору (γ1, γ2, . . . , γn) серед

перших k цифр двiйкового розкладу числа x.
Якщо границя

lim
k→∞

Nk ((γ1, γ2, . . . , γn), x)

k
iснує, то її називають асимптотичною частотою набору (γ1, γ2, . . . , γn) у двiйковому
розкладi x i позначають ν(γ1,γ2,...,γn)(x).

При n = 1 отримуємо класичне означення частоти символа γ1 в двiйковому роз-
кладi числа x.

Як вiдомо, [1] для довiльного n ∈ N i для довiльного набору (γ1, γ2, . . . , γn) для
λ-майже всiх x ∈ [0, 1] має мiсце рiвнiсть

ν(γ1,γ2,...,γn)(x) =
1

2n
.

Звiдси, зокрема, випливає, що для λ-майже всiх x ∈ [0, 1] їх двiйковий розклад мi-
стить нескiнченну кiлькiсть неперетинних блокiв виду 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

. Позначимо вiдповiдну

множину лiтерою An.

Нехай A =
∞⋂

n=1

An. Оскiльки An ⊂ [0, 1] i λ(An) = 1, то λ(A) = 1.

Якщо x ∈ A, то у двiйковому розкладi числа x є безлiч неперетинних блокiв виду
00 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

, ∀n ∈ N.

Покажемо, що довiльне число з множини A є двiйково-лакунарним.
Нехай x ∈ A. Виберемо k1 ∈ N так, щоб αk1+1(x) = 0 (це завжди можна зробити,

бо в двiйковому розкладi є безлiч нулiв).
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Виберемо k2 ∈ N так, щоб k2 > k1 + 1 i при цьому αk2+1(x) = 0 i αk2+2(x) = 0 (це
теж можна зробити, бо в двiйковому розкладi числа x є безлiч пар (0, 0)).

Аналогiчно можна вибрати kn ∈ N так, щою kn > kn−1 + (n− 1) i при цьому

αkn+1(x) = αkn+2(x) = . . . = αkn+n(x) = 0.

Це завжди можна зробити, оскiльки в двiйковому розкладi числа x є безлiч наборiв
00 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

.

Отже, A ⊂ LS. Тому λ(LS) = 1. �

Зауваження 1. Можна аналогiчно показати, що множина нормальних чисел є
пiдмножиною множини LS. Оскiльки λ-майже всi числа є нормальними, то λ-
майже всi числа є двiйково-лакунарними.

3. Про асимптотичнi властивостi перетворення Фур’є – Стiлт’єса

нескiнченних згорток Бернуллi, породжених двiйково-лакунарними

дiйсними числами

Нехай a ∈ LS i нехай kn = kn(a) – вiдповiдна послiдовнiсть така, що αkn+i(a) =

0, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n} i

a = 0, α1 . . . αk10αk1+1 . . . αk200αk2+3 . . . αkn 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

αkn+n+1 . . . ,

Для даного числа побудуємо послiдовнiсть

an = an(a) =
{a · 2kn}

2kn
,

i вiдповiдну випадкову величину

ξ =
∞∑

k=1

ξkak,

де {ξk} – послiдовнiсть незалежних випадкових величин таких, що ξk набуває значень
0 i 1 з ймовiрностями p0k i p1k вiдповiдно.

Теорема 2.

Lξ := lim
t→∞

|fξ(t)| = 1, ∀a ∈ LS.

Доведення. Оскiльки

a = 0, α1 . . . αk10αk1+2 . . . αk200αk2+3 . . . αkn 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

αkn+n+1 . . . ,

то

an =
{a · 2kn}

2kn
= 0, 00 . . .0︸ ︷︷ ︸

kn

00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

αkn+n+1 . . . .

Як вiдомо [15]

|fξ(t)| ≥
∞∏

k=1

cos2(t · ak).
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Розглянемо послiдовнiсть tn = π · 2kn. Тодi

tn · a1 = π · 2kn · 0, 0 . . . 00αk1+2 . . . αkn 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

αkn+n+1 . . . =

= π ·
[
2kn · a1

]
+ π · 0, 00 . . .0︸ ︷︷ ︸

n

αkn+n+1 . . .

tn · a2 = π ·
[
2kn · a2

]
+ π · 0, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

αkn+n+1 . . .

. . .

tn · an−1 = π ·
[
2kn · an−1

]
+ π · 0, 00 . . .0︸ ︷︷ ︸

n

αkn+n+1 . . .

tn · an = π ·
[
2kn · an

]
+ π · 0, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

αkn+n+1 . . .

tn · an+1 = π · 0, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
gn+1

αkn+1+n+2 . . . <
π

2n+1
, gn+1 > n+ 1

tn · an+2 = π · 0, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
gn+2

αkn+2+n+3 . . . <
π

2n+2
, gn+2

. . .

tn · an+s = π · 0, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
gn+s

αkn+s+n+s+1 . . . <
π

2n+s
, gn+s > n+ s, ∀s ∈ N.

Отже,

|fξ(tn)| ≥
n∏

k=1

cos2(tn · ak) ·
∞∏

k=n+1

cos2(tn · ak) =

(
cos2(π · 0, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

αkn+n+1)

)n

·
∞∏

k=n+1

cos2(tn · ak) ≥

≥
(
cos2 π

2n+1

)n

cos2 π

2n+2
cos2 π

2n+3
· . . . · cos2 π

2n+s+1
· . . . .

Оскiльки
cos2 π

2n+1
= 1 − sin2 π

2n+1
∼ 1 −

( π

2n+1

)2

,

то (
cos2 π

2n+1

)n

→ 1, n→ ∞.

Розглянемо нескiнченний добуток
∞∏

k=1

cos2 π
2k+1 =

∞∏
k=1

(
1 − sin2 π

2k+1

)
. Цей добуток,

очевидно, збiгається, бо
∞∑

k=1

sin2 π
2k+1 збiгається.

Тому, використовуючи ознаку збiжностi нескiнченних добуткiв, приходимо до ви-
сновку про те, що

lim
n→∞

( ∞∏

k=n

cos2 π

2k+1

)
= 1.

Отже,

lim
n→∞

(
cos2 π

2n+1
· cos2 π

2n+2
· . . .

)
= 1

i тому lim
n→∞

|fξ(tn)| = 1.
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Отже, Lξ = lim sup
t→∞

|fξ(t)| ≥ lim
n→∞

|fξ(tn)| = 1, що i доводить теорему. �
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