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Лебегiвська структура одного класу

нескiнченних згорток Бернуллi

з суттєвими перекриттями. I.

Г. В. Iваненко, Г. М. Торбiн
(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова)

Анотацiя. Робота присвячена дослiдженню властивостей нескiнченних симетри-

чних згорток Бернуллi, тобто розподiлiв випадкових величин ξ =
∞∑

k=1

ξkak, де ξk

- незалежнi випадковi величини, що набувають значень 0 та 1 з iмовiрнiстю 1
2 , а

збiжний знакододатний ряд
∞∑

k=1

ak задовольняє умовам: iснує послiдовнiсть нату-

ральних чисел {mk}, така, що mk+1 − mk ≥ 3 i при цьому

amk
= amk+1 + ... + amk+1−1, (1)

причому

rj :=

∞∑

i=j+1

ai ≤ aj , при j /∈ {mk}. (2)

В роботi повнiстю дослiджено лебегiвську структуру одного сiмейства таких роз-

подiлiв та виявлено новi феномени. Початкова задача фрактального аналiзу сингу-

лярно неперервних ймовiрнiсних мiр полягає в обчисленнi розмiрностi Хаусдорфа-

Безиковича спектра Sξ. В роботi [21] наведено формулу для обчислення розмiрностi

спектра (для симетричного випадку спектр випадкової величини ξ спiвпадає з мно-

жиною неповних сум ряду
∞∑

k=1

ak) симетричної згортки Бернуллi, що задовольняє

умовам (1) та (2):

dimH Sξ = lim inf
k→∞

(− logrmk+1−1
Ak), (3)

де

Ak = 2m1−1
k∏

j=1

(2mj+1−mj − 1). (4)

У данiй роботi ми конструюємо спецiальний пiдклас нескiнченних згорток Бер-

нуллi, що задовольняє умовам (1) та (2), i дослiджуємо фрактальнi властивостi

спектра. З отриманих результатiв випливає, зокрема, що формула (7) є, взагалi ка-

жучи, неправильною. Отриманi результати пiдкреслюють важливiсть дослiджень,

присвячених проблемам довiрчостi-недовiрчостi локально тонких систем покриттiв

(Vitaly coverings).

Ключовi слова: фрактали, згортки Бернуллi, недовiрчi системи покриттiв, син-

гулярно неперервнi ймовiрнiснi мiри.
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Abstract. The paper is devoted to the study of fractal properties of infinite symmetric

Bernoulli convolutions, i.e., distributions of random variables ξ =
∞∑

k=1

ξkak, where ξk

are independent random variables taking values 0 and 1 with probabilities 1
2 , and a

convergent positive series
∞∑

k=1

ak satisfies the following conditions: there exists a sequence

of positive integers {mk} such that mk+1 − mk ≥ 3 and

amk
= amk+1 + ... + amk+1−1,

with

rj :=

∞∑

i=j+1

ai ≤ aj , for j /∈ {mk}.

The Lebesgue structure of a family of such distributions is studied in details and new

phenomena are observed. The determination of the Hausdorff-Besicovitch dimension

of the spectrum Sξ is the initial step in the fractal analysis of singularly continuous

probability measures. In [21] one can find the following formulae for the determination

of the dimension of the spectrum (for the symmetric case the spectrum of the random

variable ξ coincides with the set of incomplete sums of the series
∞∑

k=1

ak) of symmetric

Bernoulli convolution satisfying conditions (1) and (2):

dimH Sξ = lim inf
k→∞

(− logrmk+1−1
Ak),

where

Ak = 2m1−1
k∏

j=1

(2mj+1−mj − 1).

In this paper we construct a special subclass of infinite Bernoulli convolutions satisfying

conditions (1) and (2), and study fractal properties of corresponding spectra. From the

obtained results it follows, in particular, that the formulae (7) is, generally speaking, not

true. The obtained results stress the importance of researches devoted to problems of

faithfulness resp. non-faithfulness of Vitaly coverings.

Key words: fractals, Bernoulli convolutions, non-faithful covering systems, singularly

continuous probability measures.
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1. Вступ

Нехай {ξk} - послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених випадкових вели-

чин, якi приймають значення 0 та 1 з iмовiрностями p0k = p1k = 1
2
. Нехай

∞∑
k=1

ak -

збiжний знакододатнiй ряд. Тодi розподiл випадкової величини

ξ =

∞∑

k=1

ξkak, (5)

називається нескiнченною симетричною згорткою Бернуллi. За теоремою Джессена-
Вiнтнера [16] випадкова величина ξ має чистий розподiл, тобто її функцiя розподiлу
буде або чисто дискретною, або чисто абсолютно неперервною, або сингулярно непе-
рервною. Теорема П.Левi [20] дає необхiднi i достатнi умови дискретностi: мiра µξ —
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дискретна тодi i тiльки тодi, коли

M =
∞∏

k=1

max{p0k, p1k} > 0. (6)

Тому з умови p0k = p1k = 1
2

випливає неперервнiсть розподiлу. Зауважимо, що ви-
вчення лебегiвської структури таких розподiлiв триває вже бiльше 80 рокiв. Навiть
у найпростiшому випадку ak = λk, λ ∈ (1

2
, 1) властивостi таких розподiлiв ще погано

вивченi. P.Erdös довiв ([8]), що коли 1
λ

є числом Пiзо (тобто алгебраїчним число бiль-
ше 1, для якого всi iншi коренi мiнiмального многочлена за модулем меншi за 1), то
ймовiрнiсна мiра µξ є сингулярною оскiльки її перетворення Фур’є-Стiлтьєса не пря-
мує до нуля на нескiнченностi. На сьогоднi все ще залишається вiдкритим питання
чи iснують iншi значення λ ∈ (1/2, 1), для яких мiра µξ є сингулярною вiдносно мiри
Лебега. Зауважимо, що P. Erdös [9] довiв iснування такого d > 0, що для майже всiх
(в сенсi мiри Лебега) λ ∈ (1−d, 1) мiра µξ є абсолютно неперервною. J.-P.Kahane [17]
довiв що розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича тих значень параметра λ ∈ (1 − δ, 1),
при яких µξ не є абсолютно неперервною вiдносно мiри Лебега, прямує до нуля при
спаданнi до нуля δ. У 1995 роцi Б. Соломяк [25] довiв, що для µξ є абсолютно не-
перервною ( зi щiльнiстю в L2) для майже всiх (в сенсi мiри Лебега) λ ∈ (1/2, 1).
Нарештi, зовсiм нещодавно P. Shmerkin ([24]) довiв, що множина тих значень пара-
метра λ ∈ (1

2
, 1), при яких µξ не є абсолютно неперервною вiдносно мiри Лебега, має

нульову розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича.

У випадку, коли ряд
∞∑

k=1

ak збiгається «достатньо швидко», тобто коли ak ≥ rk :=

∞∑
n=k+1

ak для всiх достатньо великих k, лебегiвська структура та фрактальнi власти-

востi згорток Бернуллi вивченi достатньо гарно (див. [1] та огляд лiтератури в цiй
роботi). У той же час випадок, коли ak < rk виконується для нескiнченої кiлькостi
iндексiв k, є все ще мало дослiдженим, хоча кiлькiсть дослiджень у цьому напрямку
за останнi 10 рокiв суттєво зросла (див., наприклад,[21, 12, 10, 15, 18, 19]; до цього
класу ймовiрнiсних розподiлiв попадають також згаданi вище згортки Бернуллi при
λ ∈ (1

2
, 1)). Ймовiрнiснi мiри такого виду належать до так званих згорток Бернуллi з

«суттєвими перекриттями» ([12]). Основною задачею даної роботи є вивчення фра-

ктальних властивостей розподiлу випадкової величини ξ для випадку коли ряд
∞∑

k=1

ak

задовольняє умовам: ∃{mk} :

amk
= amk+1 + ...+ amk+1−1,

причому
mk+1 −mk ≥ 3, rj ≤ aj , при j /∈ {mk}.

Першими роботами у цьому цьому напрямку є статтi [12, 13], якi були присвяченi
вивченню властивостей розподiлу при mk = 3k− 2. Зокрема, у цих роботах доведено
чисту сингулярнiсть розподiлу µξ, знайдено явний вираз для обчислення розмiрностi
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Хаусдорфа dimH µξ ймовiрнiсної мiри µξ та строго доведено формулу для обчислення
розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича спектра Sξ випадкової величини ξ:

dimH Sξ = lim inf
k→∞

logr3k
7−k .

У роботi [10] отриманi деякi результати стосовно тополого-метричних i фракталь-
них властивостей та лебегiвської структури розподiлу для випадку, коли послiдов-
нiсть {mk} утворює арифметичну прогресiю. У роботi [21] зроблено спробу узагаль-
нити вказанi вище результати на випадок довiльної послiдовностi {mk}. Зокрема, у
цiй роботi наведено формулу для обчислення розмiрностi спектра (для симетрично-
го випадку спектр випадкової величини ξ спiвпадає з множиною неповних сум ряду
∞∑

k=1

ak) симетричної згортки Бернуллi, що задовольняє умовам (1) та (2):

dimH Sξ = lim inf
k→∞

(− logrmk+1−1
Ak), (7)

де

Ak = 2m1−1

k∏

j=1

(2mj+1−mj − 1). (8)

Нескладно показати, що число lim inf
k→∞

(− logrmk+1−1
Ak) є верхньою оцiнкою розмiр-

ностi спектра. Вiдомо, що для багатьох досконалих самоподiбних множин канто-
рiвського типу верхня оцiнка розмiрностi, отримана шляхом покриття цих множин
"породжуючими"цилiндрами, є непокращуваною (спiвпадає зi справжнiм значен-
ням розмiрностi), хоча факт непокращуваностi потребує ретельного обгрунтування,
оскiльки "очевидно правильнi"твердження щодо непокращуваностi верхнiх оцiнок
розмiрностi можуть бути хибними навiть для досконалих нiде не щiльних множин
канторiвського типу.

Розподiл випадкової величини ξ починає демонструвати дещо несподiванi влас-
тивостi у випадку необмеженостi послiдовностi {mk}. Зокрема, у роботi [15] пока-
зано, що у випадку необмеженостi цiєї послiдовностi мiра µξ може бути абсолютно
неперервною вiдносно мiри Лебега (що є неможливим при обмеженостi {mk}). У да-
нiй статтi ми демонструємо новi феномени, що виникають у випадку необмеженостi
{mk}. З цiєю метою ми дослiджуємо фрактальнi властивостi розподiлiв зi спецiально-
го пiдсiмейство згорток Бернуллi, якi породжуються збiжним знакододатним рядом
∞∑

k=1

ak, що задовольняє умовам: iснує послiдовнiсть натуральних чисел {mk}, така,

що mk+1 −mk ≥ 3 i при цьому

amk
= amk+1 + ...+ amk+1−1, (9)

причому
rj ≤ aj , при j /∈ {mk}, (10)

rj = aj, при j /∈ {mk}, j /∈ {mk + 1}. (11)
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З отриманих результатiв випливає, зокрема, що формула (7) є, взагалi кажучи,
неправильною. В роботi також обговорюються причини такої ситуацiї та методи об-
числення розмiрностi спектрiв нескiнченних згорток Бернуллi.

2. Про лебегiвську структуру та точнiсть верхнiх оцiнок спектрiв

нескiнченних згорток Бернуллi.

Зауважимо, що при дослiдженнi лебегiвської структури та фрактальних власти-
востей розподiлу ξ без порушення загальностi можна вважати, що m1 = 1. У iн-
шому разi випадкову величину ξ можна представити у виглядi ξ = ψ1 + ψ2, де

ψ1 =
m1−1∑
k=1

ξkak, ψ2 =
∞∑

k=m1

ξkak. Очевидно, що при цьому лебегiвська структура i

фрактальнi властивостi розподiлiв випадкових величин ξ та ψ2 спiвпадають.
Умова (9) рiвносильна умовi amk

= amk+1 + amk+2 + ...+ amk+sk
. Позначимо

δk :=
amk+1

rmk+1
.

З умови (10) випливає, що δk ≥ 1. Беручи до уваги властивостi (10) та (11) ряду,
отримуємо

amk+j = rmk+j =
1

2j−1
rmk+1, j ∈ {2, ..., sk}.

Так як amk+1 + rmk+1 = rmk
, то

rmk+1 =
1

δk + 1
· rmk

; amk+1 =
δk

δk + 1
· rmk

. (12)

З умови (9) випливає, що rmk
− amk

= rmk+1−1. Тому

rmk+sk
= rmk+1−1 =

1

2sk−1
· rmk+1 =

1

2sk−1
· 1

δk + 1
· rmk

. (13)

Оскiльки rmk+1−1 = 1
2sk−1·(δk+1)

· rmk
= rmk

− amk
i amk

+ rmk
= rmk−1, то

amk+1 =
2sk−1 · δk

2sk · (δk + 1) − 1
· rmk−1; rmk+1 =

2sk−1

2sk · (δk + 1) − 1
· rmk−1. (14)

Тому

amk+j = rmk+j =
1

2j−1
· rmk+1 =

2sk−1

2j−1 · 2sk · (δk + 1) − 1
· rmk−1, ∀j ∈ {2, ..., sk}. (15)

Отже,

rmk+1−1 =
1

2sk · (δk + 1) − 1
· rmk−1 (16)

Для заданого ряду
∞∑

k=1

ak нехай −→a = (a1, a2, ..., ak, ...). Якщо для точки x iснує

послiдовнiсть {αk(x)} така, що αk(x) ∈ {0, 1} i при цьому має мiсце рiвнiсть x =
∞∑

k=1

αk(x)ak, то формально записуватимемо

x = ∆
−→a
α1(x) α2(x) ... αn(x) ... (17)
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Рiвнiсть (17) називається −→a – представленням точки x зi спектру розподiлу випад-
кової величини ξ ([1]).

−→a -цилiндром рангуm (цилiндром рангуm−→a -представлення) з основою c1c2 . . . cm (ci ∈
{0, 1}) називається множина

∆
−→a
c1c2...cm

=

{
x : x =

m∑

k=1

ckak +
∞∑

k=m+1

ǫkak, ǫk ∈ {0, 1}
}
. (18)

−→a -цилiндричним вiдрiзком рангуm (цилiндричним вiдрiзком рангуm−→a -представлення)
з основою c1c2 . . . cm (ci ∈ {0, 1}) називається множина

∆
′ −→a
c1c2...cm

:= [inf ∆
−→a
c1c2...cm

; sup ∆
−→a
c1c2...cm

]. (19)

Очевидно, що

inf ∆
−→a
c1...cm

= inf ∆
′ −→a
c1...cm

, sup ∆
−→a
c1...cm

= sup ∆
′ −→a
c1...cm

; ∆
−→a
c1...cm

= ∆
−→a
c1...cm0 ∪ ∆

−→a
c1...cm1

i |∆−→a
c1...cm

| = rm → 0 (m→ ∞).
З умови (11) випливає, що ∆

′ −→a
c1...cmk+j

= ∆
′ −→a
c1...cmk+j0

∪∆
′ −→a
c1...cmk+j1

, ∀j ∈ {1, 2, ..., sk−1}.
З умови (9) випливає, що ∆

′ −→a
c1...cmk

10...0︸ ︷︷ ︸
sk+1

= ∆
′ −→a
c1...cmk

01...1︸ ︷︷ ︸
sk+1

.

Перейдемо до дослiдження лебегiвської структури розподiлу випадкової величини ξ.

Теорема 1. Випадкова величина ξ має абсолютно неперервний розподiл тодi i тiль-
ки тодi, коли одночасно збiгаються ряди

∞∑

k=1

(δk − 1) (20)

та ∞∑

k=1

1

2sk
(21)

i сингулярно неперервний в iншому випадку.

Доведення. З властивостей цилiндричних множин, рiвностей (14), (16) та рiвностi

ξ =
∞∑

k=1

mk+sk∑

j=mk

ξjaj

випливає, що дана випадкова величина є випадковою величиною з незалежними Q̃-
символами ([1]), причому матрицi Q̃ та P̃ мають наступну структуру.

Якщо i ∈Wk := {0, 1, ..., 2sk−1−1, 2sk−1+1, ..., 2sk−1+2sk −1, 2sk−1+2sk +1, ..., 2sk+1},
то q̃ik = 1

2sk (δk+1)−1
. При цьому p̃ik = 2

2sk+1
якщо i = 2sk −1, i p̃ik = 1

2sk+1
для всiх iнших

i ∈Wk.
Якщо i ∈ {2sk−1, 3 · 2sk−1}, то q̃ik = 2sk−1(δk−1)

2sk (δk+1)−1
, p̃ik = 0.
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У вiдповiдностi до [1] випадкова величина ξ має абсолютно неперервний розподiл
тодi i тiльки тодi, коли

∞∏

k=1

(
∑

i

√
p̃ikq̃ik

)
> 0, (22)

що у нашому випадку рiвносильно умовi
∞∏

k=1

2sk+1 − 2 +
√

2√
2sk+1(2sk(δk + 1) − 1)

> 0. (23)

Нескiнченний добуток (23) збiгається тодi i тiльки тодi, коли

∞∏

k=1

(
1 − 2sk(δk − 1) + (3 − 2

√
2)

2sk(δk + 1) − 1

)
> 0, (24)

що рiвносильно збiжностi знакододатного ряду
∞∑

k=1

2sk(δk − 1) + (3 − 2
√

2)

2sk(δk + 1) − 1
,

який збiгається тодi i тiльки тодi, коли одночасно збiгаються ряди (20) та (21).
Оскiльки випадкова величина ξ має чистий лебегiвський розподiл, то при розбi-

жностi хоча б одного з рядiв (20) чи (21), ξ має або чисто дискретний розподiл, або
чисто сингулярно неперервний розподiл. Оскiльки неперервнiсть розподiлу випли-
ває з симетричностi (p0k = p1k = 1

2
) та цитованої вище теореми Левi, то отримуємо

висновок про сингулярну неперервнiсть розподiлу. �

Перейдемо тепер до фрактальних властивостей спектра розподiлу випадкової ве-
личини ξ. Позначимо dk := 2sk · (δk + 1) − 1. Тодi

rmk+1−1 =
1

d1 · d2 · ... · dk
,

amk
=

2sk−1 · (δk + 1) − 1

d1 · d2 · ... · dk−1 · dk
,

amk+1 =
2sk−1 · δk

d1 · d2 · ... · dk−1 · dk

; rmk+1 =
2sk−1

d1 · d2 · ... · dk−1 · dk

,

amk+j =
2sk−1

2j−1d1 · d2 · ... · dk−1 · dk
=

1

2j−1
· rmk+1, ∀j ∈ {2, ..., sk}.

У вiдповiдностi до роботи [21] розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича спектра Sξ до-
рiвнює

dimH Sξ = lim inf
k→∞

(
logd1·d2·...·dk

(2s1+1 − 1)(2s2+1 − 1) · ... · (2sk+1 − 1)
)

=

= lim inf
k→∞

ln(2s1+1 − 1)(2s2+1 − 1) · ... · (2sk+1 − 1)

ln((2s1 · (δ1 + 1) − 1)(2s2 · (δ2 + 1) − 1) · ... · (2sk · (δk + 1) − 1))
≥

≥ lim inf
k→∞

ln(2s1+1 − 1)(2s2+1 − 1) · ... · (2sk+1 − 1)

ln((2s1 · (δ1 + 1))(2s2 · (δ2 + 1)) · ... · (2sk · (δk + 1)))
≥
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≥ lim inf
k→∞

ln(2s1 · 2s2 · ... · 2sk)

ln(2s1+s2+...+sk · (δ1 + 1)(δ2 + 1) · ... · (δk + 1))
=

= lim inf
k→∞

(s1 + s2 + ...+ sk) · ln 2

(s1 + s2 + ...+ sk) · ln 2 + ln((δ1 + 1)(δ2 + 1) · ... · (δk + 1))
.

Виберемо δk = 22k−1 − 1, sk = 2k.

Тодi s1 + s2 + ...+ sk = 21 + 22 + ...+ 2k = 2k+1 − 2.

(δ1 + 1)(δ2 + 1) · ... · (δk + 1) = 220 · 221 · ... · 22k−1

= 22k−1.

Тодi

dimH Sξ ≥ lim inf
k→∞

(2k+1 − 2) · ln 2

(2k+1 − 2) · ln 2 + (2k − 1) · ln 2
=

2

3

Отже, у вiдповiдностi до результатiв роботи [21] маємо

dimH Sξ ≥
2

3
. (25)

З iншого боку, спектр Sξ можна покрити вiдрiзками, якi не є цилiндричними вiд-
рiзками, але є об’єднаннями сумiжних цилiндрiв рангу mk+1 − 1, внутрiшнiсть яких
має непорожнiй перетин зi спектром. α−об’єм такого покриття дорiвнює

(2s1+1 − 1)(2s2+1 − 1) · ... · (2sk−1+1 − 1) ·
(

2 ·
(

2sk−1

d1 · d2 · ... · dk

)α

+

(
2sk − 1

d1 · d2 · ... · dk

)α)
≤

≤ 2s1+1 · 2s2+1 · ... · 2sk−1+1 · 2 · (2sk−1)α + (2sk)α

(d1 · d2 · ... · dk)α
=

= 2s1+s2+...sk−1+(k−1) · (2sk−1)α · (2 + 2α)

[(2s1(δ1 + 1) − 1) · ... · (2sk · (δk + 1) − 1)]α
≤

≤ 2s1+s2+...sk−1+(k−1) · (2sk−1)α · (2 + 2α)

[2s1−1(δ1 + 1) · ... · 2sk−1(δk + 1)]α
=

= 22k−2+(k−1) · (2 + 2α) · (2sk−1)α

(22k−1 · 22k−1−k)α · (2sk−1)α
= (2 + 2α) · 22k+k−3

(22k+1−k−2)α
=: V (α, k).

Якщо α > 1
2
, то V (α, k) → 0 при k → ∞. Отже,

dimH Sξ ≤
1

2
, (26)

що суперечить оцiнцi (25) i показує неправильнiсть формули для обчислення роз-
мiрностi Хаусдорфа-Безиковича спектра розподiлу випадкової величини ξ, яка на-
ведена в роботi [21]. Яка ж причина цього явища? Однiєю з суттєвих (на наш по-
гляд) причин цього явища є той факт, що сiмейство Φ(Q̃) цилiндрiв описаного вище
Q̃-представлення (це сiмейство спiвпадає з сiмейством цилiндричних вiдрiзкiв −→a -
зображення рангiв mk+1 − 1(k ∈ N)) не є, взагалi кажучи, довiрчим (див. [3] для де-
тальнiшого обговорення проблем довiрчостi та недовiрчостi локально тонких систем
покриттiв) для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича пiдмножин спектра
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випадкової величини ξ. Застосовуючи класичну теорему Бiллiнгслi ([5]), нескладно
показати, що при δk = 22k−1 − 1, sk = 2k має мiсце наступна рiвнiсть

dimH(Sξ,Φ(Q̃)) =
2

3
,

що, беручи до уваги оцiнку (26), доводить факт недовiрчостi сiмейства Φ(Q̃).

Подяка. Ця робота була частково пiдтримана науково-дослiдними проектами
STREVCOMS FP-7-IRSES 612669 (ЄС), "Багаторiвневий аналiз сингулярних ймовiр-
нiсних мiр та його застосування"(МОН України) та Alexander von Humboldt Stiftung.
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