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хаусдорфової довiрчостi цилiндрiв Q∗-розкладiв
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Анотацiя. У роботi отримано принципово новий тип достатнiх умов довiрчостi

для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича сiмейства Φ(Q∗) цилiндричних

вiдрiзкiв, породжених Q∗−розкладами дiйсних чисел. Всi вiдомi на сьогоднi достатнi

умови довiрчостi сiмейств Φ(Q∗) використовували рiзнi обмеження на елементи q0k

та q(s−1)k. Ми показуємо, що цi обмеження носять технiчний характер i можуть бути

суттєво послабленi.
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Abstract. We develop a new techniques to prove faithfulness for the Hausdorff-

Besicovitch dimension calculation of the family Φ(Q∗) of cylinders generated by

Q∗−expansion of real numbers. All known sufficient conditions for the the family Φ(Q∗)

to be faithful for the Hausdorff-Besicovitch dimension calculation use different restric-

tions on entries q0k and q(s−1)k. We show that these restrictions are of pure technical

nature and can be simplified.
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1. Вступ

Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича є основним iнструментом дослiдження фра-
ктальних множин i його ефективнiсть при дослiдженнi сингулярно неперервних ймо-
вiрнiсних мiр є також загальновизнаною. Проблема визначення чи хоча б оцiнки роз-
мiрностi Хаусдорфа–Безиковича множини або мiри є однiєю з основних задач фра-
ктального аналiзу, розв’язанню якої присвячено велику кiлькiсть дослiдницьких ста-
тей у провiдних математичних журналах свiту. Це стало стимулом для розвитку та
вдосконалення методiв обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича. Суть одно-
го з таких методiв полягає у зменшеннi сiмейства допустимих покриттiв при обчи-
сленнi розмiрностi до деякого специфiчного (бажано - зчисленного) класу покриттiв,
який є достатнiм (довiрчим) для правильного обчислення розмiрностi Хаусдорфа-
Безиковича.
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Нагадаємо, що сiмейство Φ пiдмножин з [0, 1] називається локально тонкою систе-
мою покриттiв одиничного вiдрiзка, якщо для довiльного ε > 0 iснує таке покриття
вiдрiзка [0, 1] пiдмножинами Ej ∈ Φ, що |Ej| < ε i [0, 1] =

⋃
j

Ej .

Нехай α — додатне число. Тодi α-мiрною мiрою Хаусдорфа множини E вiдносно
сiмейства Φ називається

Hα(E,Φ) = lim
ε→0

[
inf

|Ej |≤ε

{
∑

j

|Ej |α
}]

,

де iнфiмум береться за всiма не бiльш як злiченними ε-покриттями {Ej} множини
E множинами Ej ∈ Φ.

Означення 1. Розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини E вiдносно сiмейства
пiдмножин Φ називається таке невiд’ємне число, що

dimH(E,Φ) = inf{α : Hα(E,Φ) = 0}.

Прикладами довiрчих систем покриттiв є системи цилiндрiв, що породжуються
s-адичним представленням дiйсних чисел [6]; системи покриттiв, якi породжуються
Q-представленнями [24]; системи покриттiв, що породжуються Q∗-представленнями,
для яких inf

k
{q0k, q(n−1)k} > 0 [1].

У всiх вказаних вище роботах використовувався спiльний метод доведення довiр-
чостi: показувалося, iснують деякi додатнi константи C та n0 ∈ N такi, що для
довiльного ε > 0 i для довiльного iнтервала (a; b) з b − a < ε iснує не бiльше як
n0 цилiндрiв iз розглядуваного сiмейства, якi покривають iнтервал (a, b) i довжини
яких не перевищують C ·(b−a). Зрозумiло, що такi системи цилiндрiв Φ породжують
порiвняннi мiри Хаусдорфа ([8]), i тому є довiрчими.

У 2012 роцi у роботi М. Iбрагiма та Г.Торбiна було запропоновано новий пiдхiд до
знаходження довiрчостi систем цилiндрiв, породжених Q∗-представленнями. Зокре-
ма, було доведено наступну теорему.

Теорема А Нехай q∗k := max{q0k, q1k, . . . , qs−1k}. Якщо




lim
k→∞

ln q0,k

ln(q∗1q∗2 ...q∗k)
= 0,

lim
k→∞

ln qs−1,k

ln(q∗1q∗2 ...q∗k)
= 0,

(1)

то
dimH(E) = dimH(E,Φ(Q∗)), ∀E ⊂ [0, 1].

Вказана теорема суттєво розширила сiмейство довiрчих сiмейств цилiндрiв, поро-
джених Q∗-розкладами (серед них є i такi, якi породжують непорiвняннi мiри Хаус-
дорфа). З неї, зокрема, легко випливає довiрчiсть системи цилiндрiв, яка породжена
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наступною матрицею

Q∗ =



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. . .
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. . .
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. . . 1
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. . .
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. . . 1
10k

. . .




Теорема А також дозволила дослiдити тонкi фрактальнi властивостi ймовiрнiсних
мiр з незалежними Q∗-символами для випадку, коли елементи матрицiQ∗ не вiддiленi
вiд нуля.

У той же час, якщо елементи першого та останнього рядка матрицi Q∗ прямують
до 0 досить швидко (наприклад, при s=4, q0k = q3k = 1

10k , , q1k = q2k = 1
2
− 1

10k ) навiть
вказана теорема не дає вiдповiдi стосовно того чи є сiмейство цилiндрiв такого Q∗-
розкладу довiрчим.

У наступному роздiлi, використовуючи новий пiдхiд до доведення довiрчостi сi-
мейств покриттiв, нами буде доведено принципово новi достатнi умови довiрчостi для
сiмейства цилiндрiв Q∗-розкладу, якi зовсiм не використовують вiддiленiсть елемен-
тiв першого та останнього рядкiв матрицi Q∗ вiд нуля (чи швидкiсть їх прямування
до нуля).

2. Новi достатнi умови фрактальної довiрчостi для сiмейств цилiндрiв

Q∗-розкладiв

Теорема 1. Нехай q := sup
ik
qik < 1. Тодi сiмейство Φ(Q∗) цилiндрiв, породжених

Q∗−розкладом дiйсних чисел, є довiрчою для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-
Безиковича на одиничному вiдрiзку, тобто,

dimH E = dimH(E,Φ(Q∗)), ∀E ⊂ [0, 1].

Доведення. Для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича довiльних пiдмно-
жин з [0, 1] досить розглядати покриття iнтервалами (aj, bj), де aj та bj належать
деякiй всюди щiльнiй множинi A (при цьому вiдповiдна мiра Хаусдорфа збiгається з
класичною мiрою Хаусдорфа). Виберемо в якостi A множину всiх Q∗-iррацiональних
точок, тобто точок, якi не є кiнцями цилiндрiв жодного рангу Q∗-зображення (Q∗-
зображення цих точок не мiстить 0 в перiодi чи цифри s-1 в перiодi).

Нехай E — довiльна пiдмножина з [0, 1]. Зафiксуємо ε > 0 та α > 0. Нехай {Ej} —
довiльне ε-покриття множини E, Ej = (aj, bj), aj ∈ A, bj ∈ A, |Ej | < ε.

Для множини Ej iснує єдиний цилiндр ∆α1α2...αnj
, який повнiстю мiстить Ej , але

будь-який цилiндр бiльшого рангу не мiстить Ej. У тому випадку, коли aj та bj на-
лежать двом рiзним цилiндрам першого рангу, в якостi цилiндра ∆α1α2...αnj

виберемо
[0, 1], вважаючи його цилiндром нульового рангу.

Розiб’ємо цилiндр ∆α1...αnj
на цилiндри наступного рангу. З максимальностi рангу

цилiндра ∆α1α2...αnj
випливає, що iснує хоча б одна точка, яка є кiнцем цилiндра
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(nj + 1)-го рангу i яка належить до iнтервала (aj , bj). В якостi такої точки виберемо
точку

cj = ∆α1(aj )...αnj (aj )(αnj+1(aj )+1)0...0...,

яка є найлiвiшою точкою подiлу (nj + 1)-рангу, що належить до (aj , bj).

Нехай M0 = M0(j) - сукупнiсть цилiндрiв рангу nj +1, якi належать до (aj, bj). M0

мiстить не бiльше як s цилiндрiв (якщо точки aj та bj належать до двох сумiжних
цилiндрiв рангу nj + 1, то M0 є порожньою множиною). Тому вiдповiдний α−об’єм
цих цилiндрiв не перевищує s · |Ej |α.

Позначимо dj := supM0 = ∆α1(aj)...αnj (aj)αnj+1(bj) 0...0....
Для покриття множини Ej цилiндрами з сiмейства Φ(Q∗) окремо розглянемо по-

криття множин (aj , cj) та (dj, bj). Виберемо довiльне δ ∈ (0, α).

Оцiнимо спочатку α-об’єм покриття множини (aj , cj).
Позначимо через L1 = L1(j) сукупнiсть всiх цилiндрiв рангу nj + 2, якi належать

цилiндру ∆α1(aj )α2(aj )...αnj+1(aj ) i належать до (aj, cj ]. Нехай

A1 = A1(j) := {i : i ∈ {αnj+2(aj) + 1, ..., s− 1}}.
Вiдповiдний α− об’єм цих цилiндрiв дорiвнює

∑

i∈A1

|∆α1(aj)α2(aj )...αnj+1(aj ) i|α ≤ s · max
i∈A1

|∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj) i|α =

= s · max
i∈A1

(
|∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj) i|α−δ|∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj) i|δ

)
≤

≤ s|Ej |α−δ·max
i∈A1

|∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj) i|δ ≤ s|Ej|α−δ·(q |∆α1(aj)α2(aj)...αnj (aj)|)δ ≤ s·|Ej|α−δ·qδ.

Позначимо через L2 = L2(j) сукупнiсть всiх цилiндрiв рангу nj + 3, якi належать
цилiндру ∆α1(aj )α2(aj )...αnj+2(aj ) i належать до (aj, cj ]. Нехай

A2 = A2(j) := {i : i ∈ {αnj+3(aj) + 1, ..., s− 1}}.
Вiдповiдний α− об’єм цих цилiндрiв дорiвнює

∑

i∈A2

|∆α1(aj)α2(aj )...αnj+2(aj ) i|α ≤ s · max
i∈A2

|∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj) i|α =

= s · max
i∈A2

(
|∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj) i|α−δ|∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj) i|δ

)
≤

≤ s|Ej |α−δ·max
i∈A2

|∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj) i|δ ≤ s|Ej|α−δ·(q2 |∆α1(aj )α2(aj )...αnj (aj )|)δ ≤ s·|Ej|α−δ·q2δ.

Аналогiчно, позначимо через Lk = Lk(j) сукупнiсть всiх цилiндрiв рангу nj +k+1,
якi належать цилiндру ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+k(aj ) i належать до (aj, cj ]. Нехай

Ak = Ak(j) := {i : i ∈ {αnj+k+1(aj) + 1, ..., s− 1}}.
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Вiдповiдний α− об’єм цих цилiндрiв дорiвнює
∑

i∈Ak

|∆α1(aj)α2(aj)...αnj+k(aj ) i|α ≤ s · max
i∈Ak

|∆α1(aj)α2(aj )...αnj+k(aj) i|α =

= s · max
i∈Ak

(
|∆α1(aj )α2(aj )...αnj+k(aj) i|α−δ|∆α1(aj)α2(aj)...αnj+k(aj ) i|δ

)
≤

≤ s|Ej |α−δ·max
i∈Ak

|∆α1(aj)α2(aj)...αnj+k(aj ) i|δ ≤ s|Ej |α−δ·(qk |∆α1(aj )α2(aj)...αnj (aj)|)δ ≤ s·|Ej|α−δ·qkδ.

Таким чином, множину (aj, cj) можна покрити за допомогою зчисленної кiлькостi
цилiндрiв з сiмейств L1, L2, ..., Lk, .... Сумарний α−об’єм цих цилiндрiв не перевищує
величини

s|Ej |α−δ
∞∑

k=1

qkδ =
sqδ

1 − qδ
|Ej|α−δ.

Оцiнимо тепер α-об’єм покриття множини (dj, bj).
Позначимо через R1 = R1(j) сукупнiсть всiх цилiндрiв рангу nj + 2, якi належать

цилiндру ∆α1(bj )α2(bj)...αnj+1(bj) i належать до [dj, bj). Нехай

B1 = B1(j) := {i : i ∈ {0, ..., αnj+2(bj) − 1}}.
Вiдповiдний α− об’єм цих цилiндрiв дорiвнює

∑

i∈B1

|∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj) i|α ≤ s · max
i∈B1

|∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj ) i|α =

= s · max
i∈B1

(
|∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj) i|α−δ|∆α1(bj)α2(bj )...αnj+1(bj) i|δ

)
≤

≤ s|Ej |α−δ·max
i∈B1

|∆α1(bj)α2(bj )...αnj+1(bj) i|δ ≤ s|Ej|α−δ·(q |∆α1(bj)α2(bj)...αnj (bj)|)δ ≤ s·|Ej|α−δ·qδ.

Аналогiчно, для k > 1 позначимо через Rk = Rk(j) сукупнiсть всiх цилiндрiв рангу
nj + k + 1, якi належать цилiндру ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+k(bj) i належать до [dj , bj). Нехай

Bk = Bk(j) := {i : i ∈ {0, ..., αnj+k+1(bj) − 1}}.
Вiдповiдний α− об’єм цих цилiндрiв дорiвнює

∑

i∈Rk

|∆α1(bj)α2(bj)...αnj+k(bj) i|α ≤ s · max
i∈Bk

|∆α1(bj)α2(bj)...αnj+k(bj) i|α =

= s · max
i∈Bk

(
|∆α1(bj)α2(bj)...αnj+k(bj) i|α−δ|∆α1(bj)α2(bj )...αnj+k(bj) i|δ

)
≤

≤ s|Ej |α−δ·max
i∈Bk

|∆α1(bj)α2(bj )...αnj+k(bj) i|δ ≤ s|Ej |α−δ·(qk |∆α1(bj)α2(bj)...αnj (bj )|)δ ≤ s·|Ej|α−δ·qkδ.
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Таким чином, множину [dj, bj) можна покрити за допомогою зчисленної кiлькостi
цилiндрiв з сiмейств R1, R2, ..., Rk, .... Сумарний α−об’єм цих цилiндрiв не перевищує
величини

s|Ej |α−δ

∞∑

k=1

qkδ =
sqδ

1 − qδ
|Ej|α−δ.

Отже, iнтервал (aj , bj) можна покрити за допомогою не бiльше як s цилiндрiв з
множини M0 = M0(j); зчисленної кiлькостi цилiндрiв з сiмейств L1, L2, ..., Lk, ... та
зчисленної кiлькостi цилiндрiв з сiмейств R1, R2, ..., Rk, .... Зауважимо, що всi вказанi
цилiндри цiлком мiстяться в (aj , bj) i їх сумарний α−об’єм не перевищує величини

(1 +
2sqδ

1 − qδ
)|Ej |α−δ, ∀δ ∈ (0, α).

Отже, для заданої множини E, довiльних α ∈ (0, 1], δ ∈ (0, α), ε > 0 та довiльного ε-
покриття множини E iнтервалами (aj , bj), aj ∈ A, bj ∈ A iснує ε- покриття множини
E цилiндрами з Φ(Q∗) таке, що його α-об’єм не перевищує величини

(1 +
2sqδ

1 − qδ
)
∑

j

|Ej|α−δ.

Таким чином, для довiльного α ∈ (0, 1], довiльного δ ∈ (0, α) i довiльної множини
E ⊂ [0, 1] маємо

Hα(E) ≤ Hα(E,Φ(Q∗)) ≤ (1 +
2sqδ

1 − qδ
)Hα−δ(E).

Тому
dimH(E,Φ(Q∗)) ≤ dimH(E) + δ, ∀δ ∈ (0, α),

що доводить нерiвнiсть
dimH(E,Φ(Q∗)) ≤ dimH(E),

а, отже, i рiвнiсть
dimH(E,Φ(Q∗)) = dimH(E)

для довiльної множини E ⊂ [0, 1]. �

З доведеної теореми, зокрема, легко випливає довiрчiсть системи цилiндрiв, яка
породжена матрицею, згаданою у вступi до цiєї статтi:

Q∗ =



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2
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1
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10k . . .




Зауваження 1. Запропонований при доведеннi цiєї теореми метод застосовний
для отримання достатнiх умов довiрчостi сiмейств цилiндрiв, породжених уза-
гальненими F -розкладами.
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Подяка. Ця робота була частково пiдтримана науково-дослiдними проектами
«Spectral Structures and Topological Methods in Mathematics» (SFB-701, Bielefeld
University), STREVCOM FP-7-IRSES 612669 (ЄС) та "Багаторiвневий аналiз син-
гулярних ймовiрнiсних мiр та його застосування"(МОН України) та Alexander von
Humboldt Stiftung.
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