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Анотацiя. Робота присвячена розвитку нового метода побудови метричної, ймовiр-

нiсної та розмiрнiсної теорiй сiмейств зображень дiйсних чисел на основi дослiдже-

ння спецiальних вiдображень, якi символи одного з цих зображень переводять у тi

ж символи iншого зображення з дослiджуваного сiмейства, i при цьому зберiгають

мiру Лебега та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича (хоча можуть бути розривними

на всюди щiльних множинах). Такi вiдображення називаються G-вiдображеннями

(G-iзоморфiзмами систем числення). Метричнi, ймовiрнiснi та розмiрнiснi теорiї си-

стеми числення, мiж якими iснує G-вiдображення, є тотожними (з точнiстю до G-

iзоморфiзму). У роботi показується глибокий зв’язок мiж довiрчiстю систем покрит-

тiв, породжених рiзними системами числення, та DP-властивостями вказаних вище

вiдображень. Особлива увага придiлена розвитку розмiрнiсної теорiї Q∞-зображень

дiйсних чисел та методiв доведення довiрчостi систем покриттiв, породжених Q∞-

зображеннями.
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Abstract. The paper is devoted to the development of a new method for the construc-

tion of metric, probabilistic and dimensional theories for families of representations of

real numbers via studies of spacial mappings, under which symbols of a given representa-

tion are mapped into the same symbols of other representation from the same family, and

they preserve the Lebesgue measure and the Hausdorff-Besicovitch dimension (for such

mappings the set of points of discontinuity can be everywhere dense). These mappings

are said to be G-mappings (G-isomorphisms of representations). Metric, probabilistic

and dimensional theories of G-isomorphic representations are identical. We show a rather

deep connection between the faithfulness of systems of coverings, generated by different

representations, and DP-properties of above mentioned mappings. A special attention

is paid to the development of dimensional theory of Q∞-representations of real numbers

and to methods for proving of faithfulness of coverings, generated by Q∞-representations.
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1. Вступ

На сьогоднi iснує багато систем числення (методiв зображення (кодування) дiйсних

чисел чи елементiв з деякого простору) з використанням постiйного (скiнченного чи

нескiнченного) алфавiту або змiнного алфавiту (послiдовностi алфавiтiв) (див., на-

приклад, монографiї [17, 6, 26, 14, 1]). Кожна система числення має свою специфiку

i переваги у заданнi чи дослiдженнi певних математичних об’єктiв, вiдповiдну ме-

тричну, ймовiрнiсну та розмiрнiснi (в сенсi розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича та

iнших фрактальних розмiрностей) теорiї. Фрактальний бум у математицi та приро-

дознавствi в наприкiнцi XX столiття суттєво простимулював розвиток методiв розви-

тку розмiрнiсних теорiй (особливо це стосується класичної розмiрностi Хаусдорфа–

Безиковича та пакувальної розмiрностi) рiзних розкладiв. Незважаючи на це, для

багатьох класичних розкладiв дiйсних чисел вiдповiднi ймовiрнiснi та розмiрнiснi

теорiї все ще перебувають на конструктивному етапi розвитку. В якостi прикла-

ду можна навести ланцюговi дроби ([24, 22]), розклади Кантора ([2, 13]), розклади

Остроградського-Серпiнського-Пiрса ([1, 1]), Q∞-розклади ([5, 2, 1]) та багато iнших.

Тому особливо важливим для розвитку фрактального аналiзу та теорiї сингуляр-

них ймовiрнiсних мiр є розвиток та кристалiзацiя методiв обчислення розмiрностi

Хаусдорфа–Безиковича (та iнших фрактальних розмiрностей) множин та мiр, по-

в’язаних з певними системами числення; методiв встановлення сингулярностi ймо-

вiрнiсних мiр та дослiдження їх тонких фрактальних властивостей; усвiдомлення

аналогiй мiж метричними, ймовiрнiсними та розмiрнiсними теорiями рiзних розкла-

дiв та узагальнення на основi цього усвiдомлення вiдповiдних методiв побудови цих

теорiй.

Дана робота присвячена новому методу побудови метричної, ймовiрнiсної та роз-

мiрнiсної (хаусдорфової) теорiй для Q∞-зображення дiйсних чисел та континуально-

го сiмейства формально рiзних зображень дiйсних чисел з нескiнченним алфавiтом

на основi дослiдження спецiальних вiдображень, якi символи будь-якого зображе-

ння переводять в тi ж символи iншого зображення з дослiджуваного сiмейства, i

при цьому зберiгають мiру Лебега та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича (хоча при

цьому можуть бути розривними на всюди щiльних множинах). Такi вiдображення на-

зиватимемо G-вiдображеннями (G-iзоморфiзмами систем числення) i вважатимемо,

системи числення, мiж якими iснує G-вiдображення, тотожними (з точнiстю до G-

iзоморфiзму). У роботi показується глибокий зв’язок мiж довiрчiстю систем покрит-

тiв, породжених рiзними системами числення, та DP-властивостями вказаних вище

вiдображень. З цiєю метою в останньому роздiлi (який є основним в статтi) ми розви-

ваємо методи доведення довiрчостi систем покриттiв, породжених Q∞-зображенням,

та показуємо як отриманi результати дозволяють отримувати розмiрнiснi теорiї но-

вих систем числення.
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2. Про проблему хаусдорфової довiрчостi сiмейства цилiндричних

вiдрiзкiв Q∞-зображення дiйсних чисел

Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича є добре вiдомим поняттям, яке активно вико-

ристовується в рiзних галузях математики. Задача обчислення розмiрностi Хаусдорфа–

Безиковича множини або мiри є однiєю з основних задач фрактального аналiзу,

розв’язанню якої для рiзних множин та мiр присвячено велику кiлькiсть дослi-

дницьких статей у провiдних математичних журналах свiту. Це стало причиною

розвитку методiв знаходження точних або хоча б наближених значень розмiрно-

стi Хаусдорфа–Безиковича. Один з таких методiв полягає у суттєвому зменшеннi

класу допустимих покриттiв при обчисленнi розмiрностi до деякого специфiчного

(зчисленного) класу покриттiв, який є достатнiм (довiрчим) для правильного обчи-

слення розмiрностi, що дає дослiднику суттєвi технiчнi переваги.

Нагадаємо, що сiмейство Φ пiдмножин з [0, 1] називається локально тонкою систе-

мою покриттiв одиничного вiдрiзка, якщо для довiльного ε > 0 iснує таке покриття

вiдрiзка [0, 1] пiдмножинами Ej ∈ Φ, що |Ej| < ε i [0, 1] =
⋃
j Ej .

Нехай α — додатне число. Тодi α-мiрною мiрою Хаусдорфа множини E вiдносно

сiмейства Φ називається

Hα(E,Φ) = lim
ε→0

[
inf

|Ej |≤ε

{
∑

j

|Ej |α
}]

,

де iнфiмум береться за всiма не бiльш як злiченними ε-покриттями {Ej} множини

E множинами Ej ∈ Φ.

Означення 1. Розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини E вiдносно сiмейства

пiдмножин Φ називається таке невiд’ємне число, що

dimH(E,Φ) = inf{α : Hα(E,Φ) = 0}.

Прикладами довiрчих систем покриттiв можуть бути локально тонкi системи по-

криттiв, що породжуються s-адичним представленням дiйсних чисел [6]; системи

покриттiв, якi породжуються Q-представленнями [9]; системи покриттiв, що поро-

джуються Q∗-представленнями, для яких inf
k
{q0k, q(n−1)k} > 0 [11].

Наведенi приклади є прикладами систем покриттiв, породжених системами зо-

бражень дiйсних чисел зi скiнченним алфавiтом. В роботах [24, 5, 4, 2, 18] дослi-

джувалися питання довiрчостi для систем зображення дiйсних чисел з нескiнченним

алфавiтом на прикладi систем цилiндрiв, породжених Q∞- та x-Q∞-зображеннями

дiйсних чисел.

Нагадаємо поняття Q∞-зображення дiйсних чисел ([9]) та декiлька еквiвалентних

пiдходiв до його означення [5]. Нехай Q∞ = (q0, q1, q2, ...) — нескiнченний стохасти-

чний вектор з додатнiми координатами. При фiксованому векторi Q∞ здiйснюється

зчисленна послiдовнiсть розбиттiв одиничного вiдрiзка за наступною процедурою.
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Крок 1. Розбиваємо множину [0, 1) (злiва направо) на злiченну кiлькiсть пiввi-

дрiзкiв ∆Q∞
α1

, α1 ∈ {0, 1, 2, . . .} виду [a, b), довжини яких дорiвнюють
∣∣∆Q∞

α1

∣∣ = qα1 ,

[0, 1) =

∞⋃

α1=0

∆Q∞
α1
.

Кожен з ∆Q∞
α1

називається цилiндром 1-го рангу Q∞-зображення.

Крок k ≥ 2. Кожен з цилiндрiв (k−1)-рангу ∆Q∞
α1α2...αk−1

розбиваємо (злiва направо)

на злiченну кiлькiсть напiввiдкритих вiдрiзкiв ∆Q∞
α1α2...αk

(без спiльних точок)

∆Q∞
α1α2...αk−1

=

∞⋃

αk=0

∆Q∞
α1α2...αk

,

довжини яких
∣∣∆Q∞

α1α2...αk

∣∣ = qα1 · qα2 · · · qαk
=

k∏

s=1

qαs (1)

вiдносяться як
∣∣∣∆Q∞

α1α2...αk−10

∣∣∣ :
∣∣∣∆Q∞

α1α2...αk−11

∣∣∣ : · · · :
∣∣∣∆Q∞

α1α2...αk−1m

∣∣∣ : · · · = q0 : q1 : · · · : qm : · · · .

Кожен з ∆Q∞
α1α2...αk

називається цилiндром k-го рангу Q∞-зображення.

Для довiльної послiдовностi iндексiв {αk}, αk ∈ {0, 1, 2 . . .} iснує послiдовнiсть

таких вкладених цилiндрiв

∆Q∞
α1
⊃ ∆Q∞

α1α2
⊃ · · · ⊃ ∆Q∞

α1α2...αk
⊃ · · ·,

що |∆Q∞
α1...αk

| → 0, k → ∞. Тому iснує єдина точка x ∈ [0, 1), яка належить усiм цим

цилiндрам ∆Q∞
α1
, ∆Q∞

α1α2
, ..., ∆Q∞

α1α2...αk
, ... .

I навпаки, для кожної точки x ∈ [0, 1) iснує єдина (оскiльки кожна точка з множини

[0, 1) належить рiвно одному цилiндру n-го рангу) послiдовнiсть вкладених цилiндрiв

∆Q∞

α1(x) ⊃ ∆Q∞

α1(x)α2(x) ⊃ ... ⊃ ∆Q∞

α1(x)α2(x)...αk(x) ⊃ ..., якi мiстять x, тобто

x =
∞⋂

k=1

∆Q∞

α1(x)α2(x)...αk(x) =: ∆Q∞

α1(x)α2(x)...αk(x)....

Останнiй вираз називається Q∞-зображенням точки x. Основи метричної та ймовiр-

нiсної теорiї Q∞-зображень розвивались М. В. Працьовитим в 90-х роках 20-го столi-

ття i викладенi в монографiях [6, 9], де i було вперше вжито термiн Q∞-зображення

(представлення, розклад).

Для читачiв, знайомих з теорiєю f -розкладiв дiйсних чисел (див. [15, 25]), вiдзна-

чимо, що Q∞-зображення дiйсних чисел є частковим випадком f -розкладiв Реньї i

породжується наступною строго зростаючою неперервною функцiєю f , яка визначе-

на на [0,+∞) умовами: f(0) = 0 i f зростає лiнiйно на кожному вiдрiзку [n, n + 1] з

f(n+ 1)− f(n) = qn, ∀n ∈ {0, 1, 2, ...}.
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Зауважимо також, що Q∞-зображення породжується наступною системою iтеру-

ючих функцiй (IFS, див. [16, 19]):

F0(x) = q0 · x, Fi(x) = qi · x+ (q0 + ...+ qi−1), ∀i ∈ N.

Очевидно, що множина [0, 1) є iнварiантною вiдносно даної IFS, оскiльки [0, 1) =
∞⋃
i=0

Fi([0, 1)). При цьому для вищеозначених цилiндрiв Q∞-розкладу має мiсце рiв-

нiсть:

∆Q∞
α1α2...αk

= Fα1 ◦ Fα2 ◦ ... ◦ Fαk
([0, 1)).

Тому для довiльного x ∈ [0, 1) iснує єдина послiдовнiсть

(α1(x), α2(x), ..., αk(x), ...) ∈ {0, 1, 2, ...}∞

така, що

x =
∞⋂

k=1

Fα1 ◦ Fα2 ◦ ... ◦ Fαk
([0, 1)) = ∆Q∞

α1(x)α2(x)...αk(x)....

Надалi будемо використовувати позначення Φ(Q∞) для сiмейства всiх цилiн-

дрiв Q∞-зображення. У роботi [2] були отриманi достатнi умови довiрчостi системи

Φ(Q∞) :

Теорема 1 ([2]). Нехай Q∞ — такий стохастичний вектор, що для довiльного

α > 0 iснує стала c = c(α), така що
∞∑

k=i+1

qαk ≤ c(α)qαi , ∀i ∈ N0. (2)

Тодi сiмейство цилiндрiв, породжених Q∞-зображенням, є довiрчим для обчислення

розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича.

У цiй же роботi було показано, що iснують такi Q∞-зображення, для яких вiд-

повiдне сiмейство Φ(Q∞) не є довiрчим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–

Безиковича.

Теорема 2. ([2]) Якщо iснує додатне цiле число m0 i дiйснi числа A та B такi, що

A

(i+ 1)m0
≤ qi ≤

B

(i+ 1)m0
, ∀i ∈ N,

то система цилiндричних вiдрiзкiв, яка породжена таким Q∞-зображенням, є не-

довiрчою для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича.
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3. Ймовiрнiснi мiри з незалежними символами I-Q∞-розкладу

Нагадаємо поняття I-Q∞-розкладу (зображення) дiйсних чисел, яке було введено в

розгляд в роботi [2]. Нехай I — довiльне дiйсне число з одиничного вiдрiзка, записане

у двiйковiй системi числення

I =

∞∑

k=1

αk(I)

2k
=: 0, α1(I)α2(I)...αk(I)..., αk(I) ∈ {0, 1}.

Для тих чисел з одиничного вiдрiзка, якi мають по два рiзнi двiйковi розклади,

зафiксуємо той, який має цифру 1 в перiодi.

Нехай Q∞ = (q0, q1, ..., qk, ...) - нескiнченний стохастичний вектор з додатними ко-

ординатами. При фiксованому дiйсному числi I ∈ [0, 1] (тобто при фiксованiй послi-

довностi {αk(I)}) та фiксованому стохастичному векторi Q∞ здiйснюється зчисленна

послiдовнiсть розбиттiв одиничного вiдрiзка за наступними правилами.

Крок 1. Розбиваємо одиничний вiдрiзок злiва направо, якщо α1(I) = 1; (i справа

налiво, якщо α1(I) = 0) на зчисленну кiлькiсть вiдрiзкiв ∆I-Q∞
α1

, α1 ∈ {0, 1, 2, . . .},
довжини яких дорiвнюють

∣∣∆I-Q∞
α1

∣∣ = qα1 . Кожен з вiдрiзкiв ∆I-Q∞
α1

називається ци-

лiндром 1-го рангу I-Q∞-розкладу.

Крок k (k > 1). Кожен з цилiндрiв (k − 1)-рангу ∆I-Q∞
α1α2...αk−1

розбиваємо (злiва

направо, якщо αk(I) = 1; i справа налiво, якщо αk(I) = 0) на зчисленну кiлькiсть

вiдрiзкiв ∆I-Q∞
α1α2...αk

, довжини яких

∣∣∆I-Q∞
α1α2...αk

∣∣ = qα1 · qα2 · . . . · qαk
=

k∏

s=1

qαs (3)

вiдносяться як
∣∣∣∆I-Q∞

α1α2...αk−10

∣∣∣ : . . . :
∣∣∣∆I-Q∞

α1α2...αk−11

∣∣∣ : . . . :
∣∣∣∆I-Q∞

α1α2...αk−1m

∣∣∣ : . . . = q0 : . . . : q1 : . . . : qm : . . . .

Кожен з вiдрiзкiв ∆I-Q∞
α1α2...αk

називається цилiндром k-го рангу I-Q∞-розкладу.

Для довiльної послiдовностi iндексiв {αk}, αk ∈ {0, 1, 2 . . .}, iснує послiдовнiсть

вкладених цилiндрiв

∆I-Q∞
α1

⊃ ∆I-Q∞

α1α2
⊃ · · · ⊃ ∆I-Q∞

α1α2...αk
⊃ · · ·,

таких, що |∆I-Q∞
α1...αk

| → 0, k → ∞. Тому iснує єдина точка x, яка належить всiм цим

цилiндрам ∆I-Q∞
α1

, ∆I-Q∞
α1α2

, ..., ∆I-Q∞
α1α2...αk

, ... .

I навпаки, для кожної точки x ∈ (0, 1), яка не є межовою для жодного цилiндра

жодного рангу, iснує єдина (оскiльки кожна така точка належить рiвно одному ци-

лiндру n-го рангу) послiдовнiсть вкладених цилiндрiв ∆I-Q∞

α1(x) ⊃ ∆I-Q∞

α1(x)α2(x) ⊃ ... ⊃
∆I-Q∞

α1(x)α2(x)...αk(x) ⊃ ..., якi мiстять x, тобто

x =

∞⋂

k=1

∆I-Q∞

α1(x)α2(x)...αk(x) =: ∆I-Q∞

α1(x)α2(x)...αk(x)....

Останнiй вираз називатимемо I-Q∞-розкладом (зображенням) точки x.
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Зауваження 1. I-Q∞-зображення визначається стохастичним вектором Q∞ та
дiйсним числом I (його двiйковими цифрами), яке виступає в якостi параметра. У

початковiй роботi [2] для цього зображення використовувалося позначення x−Q∞,

що, як показали доповiдi авторiв статтi, iнколи призводило до неправильного розу-

мiння деякими слухачами сутi розкладу, оскiльки традицiйно символ x використо-

вують в якостi незалежної змiнної, а не параметра. Тому було вирiшено в якостi

дiйсного параметра використовувати I, а вiдповiдне зображення називати I-Q∞-

зображенням дiйсних чисел з одиничного вiдрiзка, зберiгши символ x для позначення

незалежної змiнної та довiльно вибраного числа з одиничного вiдрiзка.

Точку x назвемо I-Q∞-рацiональною, якщо вона є межовою для деякого цилiн-

дра. Найменший ранг цилiндрiв, що мають таку властивiсть, назвемо рангом I-Q∞-

рацiональної точки. Якщо ж точка x не є межовою для жодного цилiндра, то назвемо

її I-Q∞-iррацiональною.

Зауваження 2. Q∞-розклад є частковим випадком I-Q∞-розкладу (вiн отримує-

ться при I = 1). Якщо I = 0 i при цьому додатково qi = 1
(i+1)(i+2)

, то I-Q∞-розклад

спiвпадає з розкладом Люрота ([14]). При I = 0, (01) = 1
3

отримаємо Q̃∞-розклад

([9]). Якщо ж додатково до умови I = 1
3

вибрати стохастичний вектор Q∞ так,

щоб qi = 1
(i+1)(i+2)

, то отримаємо знакопочережний розклад Люрота.

Нехай {ξk} — послiдовнiсть незалежних випадкових величин з наступними розпо-

дiлами:

P (ξk = i) := pik ≥ 0, де
∞∑

i=0

pik = 1, ∀k ∈ N.

Використовуючи послiдовнiсть {ξk} та I-Q∞-розклад, розглянемо наступну випад-

кову величину:

ξ := ∆I-Q∞

ξ1ξ2...ξk ...
,

яку називають випадковою величиною з незалежними I-Q∞-символами.

Позначимо через µξ вiдповiдну ймовiрнiсну мiру, яку будемо називати ймовiрнi-

сною мiрою з незалежними I-Q∞-символами. У тому випадку, коли I = 1 (тобто

I-Q∞-розклад спiвпадає з Q∞-розкладом) метрична теорiя вiдповiдного розкладу та

фрактальнi властивостi вiдповiних ймовiрнiсних мiр вивченi досить добре (див., на-

приклад, [5] та огляд лiтератури там), хоча навiть у цьому випадку залишається зна-

чна кiлькiсть нерозв’язаих задач (особливо у випадку, коли стохастичний вектор Q∞

має нескiнченну ентропiю). Якщо I є двiйково-рацiональною точкою, тобто αk(I) = 1

для всiх достатньо великих k > k0(I), то метрична i ймовiрнiсна теорiя таких роз-

кладiв залишиться без змiн, оскiльки на всiх цилiндрах, починаючи з k0(I), буде

здiйснюватись Q∞-розбиття i вiдповiдна ймовiрнiсна мiра, звужена на цилiндричнi

вiдрiзки рангу k0+1 спiвпадатиме зi звуженням на цей цилiндр стандартної ймовiрнi-

сної мiри з незалежними Q∞-символами. У тому ж випадку, коли I є iррацiональним
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числом (тобто послiдовнiсть αk(I) є неперiодичною), то розвиненi в роботах [5], [9],

[3] методи незастосовнi для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича спектра

випадкової величини ξ навiть у найпростiшому випадку однакової розподiленостi

незалежних випадкових величин ξk, оскiльки вiдповiднi множини вже не будуть нi

самоподiбними, нi N -самоподiбними.

4. G-iзоморфiзм мiж метричними, розмiрнiсними та ймовiрнiсними

теорiями Q∞-розкладiв та I-Q∞-розкладами

У роботi [18] запропоновано наступний пiдхiд до дослiдження ймовiрнiсних мiр

з незалежними I-Q∞− символами: для фiксованого стохастичного вектора Q∞ та

фiксованого дiйсного числа I ∈ [0, 1] пропонується ввести в розгляд вiдображення

ϕ
(
∆Q∞

α1(x)α2(x)...αk(x)...

)
= ∆I-Q∞

α1(x)α2(x)...αk(x)...,

i дослiдити умови, при виконаннi яких дане вiдображення зберiгає мiру Лебега та

розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку. Зокрема, були доведенi

наступнi результати:

Лема 1 ([18]). При довiльному виборi стохастичного вектора Q∞ та дiйсного числа

I вiдображення ϕ зберiгає мiру Лебега на (0, 1).

Зауваження 3. Як наслiдок з цiєї леми ми отримуємо висновок про iзоморфнiсть

метричних теорiй Q∞-розкладiв та I-Q∞-розкладiв дiйсних чисел. Зокрема, мiра

Лебега множин дiйсних чисел, що заданi за допомогою умов на символи знакозмiн-

них розкладiв Люрота, спiвпадає з мiрою Лебега вiдповiдних множин дiйсних чисел

з такими ж умовами на символи знакододатних розкладiв Люрота.

Теорема 3 ([18]). Якщо x0 є I-Q∞-iррацiональною точкою, то ϕ(x) неперервна в

точцi x0 (незалежно вiд вибору точки I ∈ [0, 1]).

Теорема 4 ([18]). 1) якщо I = 0 або x = 1, то ϕ(z) неперервна (i навiть лiнiйна)

на (0, 1);

2) якщо I = 0, β1(I)β2(I)...βk−1(I)0(1), то ϕ(I) буде неперервною на всiх цилiндрах
(k + 1)-го рангу, i всi точки подiлу рангу m при m ≤ k є точками розриву;

3) якщо серед βk(I) є безлiч «0» та «1» ( тобто I є двiйково-iррацiональною

точкою), то ϕ(x) буде розривною в усiх I-Q∞-рацiональних точках.

Зауваження 4. Дослiдженням неперервних перетворень, що зберiгають роз-

мiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича, присвячена значна кiлькiсть робiт (див., на-

приклад, [10], [8], [7]). Доведено, зокрема, що проблема дослiдження неперерв-

них DP-перетворень одиничного вiдрiзка еквiвалентна проблемi дослiдження DP-

властивостей неперервних функцiй розподiлу ймовiрнiсних мiр. У той же час на

сьогоднi практично вiдсутнi роботи по DP-властивостям перетворень, множина
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точок розриву яких всюди щiльна на деякому вiдрiзку. Природнiсть таких дослi-
джень очевидна: з одного боку, множина таких перетворень має потужнiсть

гiперконтинууму, а її доповнення — континуальне; з iншого боку, вивчення таких

перетворень корисне з точки зору розвитку методiв обчислення фрактальних роз-

мiрностей та дослiдження фрактальних властивостей ймовiрнiсних розподiлiв.

З метою дослiдження DP-властивостей введеного вище вiдображення ϕ, у цiй

же роботi дослiджувалось питання довiрчостi спецiальних сiмейств покриттiв, по-

в’язаних з вищезгадуваними розкладами, для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–

Безиковича. Зокрема, було запропоновано розглядати сiмейство покриттiв Φ̂ =

Φ̂(Q∞), яке складається з цилiндрiв та множин, якi є об’єднаннями сумiжних ци-

лiндрiв одного рангу i належать до одного цилiндру попереднього рангу. Зокрема,

було доведено наступнi результати.

Лема 2 ([18]). Нехай iснує таке c > 0, що
qi

+∞∑
k=i+1

qk

≤ c, ∀i ∈ N. (4)

Тодi ∀ E ⊂ [0, 1), dimH E = dimH(E, Φ̂).

Зауваження 5. Якщо qi
ri
≤ c, ∀ i, то сiмейство Φ(Q∞) цилiндрiв Q∞-зображення,

взагалi кажучи, не є довiрчим. В якостi контрприкладу можна взяти стохасти-

чний вектор Q∞ з qi = 1
(i+1)(i+2)

(у цьому випадку Q∞-розклад спiвпадає з розкладом

Люрота). Оскiльки для даного стохастичного вектора виконуються умови теоре-

ми 2, то сiмейство цилiндрiв Φ(Q∞) не є довiрчим. Але при цьому сiмейство Φ̂(Q∞)

є довiрчим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiд-

рiзку.

Лема 3 ([18]). Якщо виконується умова ( 4), то сiмейство Φ̂′ = ϕ(Φ̂) є довiрчим.

На основi двох вказаних лем отримана наступна теорема.

Теорема 5 ([18]). Якщо виконується умова ( 4), то вiдображення ϕ зберiгає роз-

мiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку.

Зауваження 6. При виконаннi умови ( 4) розмiрнiснi теорiї Q∞-розкладiв та I-Q∞-

розкладiв дiйсних чисел спiвпадають при довiльному виборi дiйсного числа I ∈ [0, 1].

Зокрема, при виборi qi = 1
(i+1)(i+2)

та I = 1
3
, з даної теореми випливає еквiвален-

тнiсть розмiрнiсних теорiй знакододатнiх та знакозмiнних рядiв Люрота.

Нашою основною метою є доведення того факту, що вiдображення ϕ зберiгає роз-

мiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку при довiльному виборi сто-

хастичного вектора Q∞ (без обмежень на його ентропiю чи швидкiсть спадання його

елементiв) та при довiльному виборi параметра I ∈ [0, 1].
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Теорема 6. Якщо системи Φ̂ i Φ̂′ є довiрчими, то вiдображення ϕ зберiгає розмiр-

нiсть Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку.

Доведення. Оскiльки сiмейства Φ̂ = Φ̂(Q∞) i Φ̂′ = Φ̂′(Q∞) є довiрчими, то для об-

числення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича довiльної множини E ⊂ [0, 1) досить

використовувати покриття множинами Kj ∈ Φ̂.

Нехай K ′
j = ϕ(Kj). Оскiльки Kj є об’єднанням сумiжних цилiндричних вiдрiзкiв

одного рангу, що належать до одного цилiндра попереднього рангу, то з конструкцiї

I-Q∞-розкладу випливає, що K ′
j ∈ Φ̂′ i |Kj | = |K ′

j |.
Нехай E — довiльна множина з [0, 1], {Kj} — довiльне її ε-покриття множинами з

Φ̂. Тодi {K ′
j} буде ε-покриттям для E ′ = ϕ(E).

Вiдповiднi α-об’єми будуть рiвними, а тому

Hα
ε (E, Φ̂) = Hα

ε (E ′, Φ̂′).

Перейшовши до границi при ε→ 0 отримаємо:

Hα(E, Φ̂) = Hα(E ′, Φ̂′).

А тому,

dimH(E, Φ̂) = dimH(E ′, Φ̂′).

Оскiльки Φ̂ i Φ̂′ — довiрчi для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича, то

dimH E = dimH E
′, ∀E ⊂ [0, 1).

Отже, ϕ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на [0, 1). �

Зауваження 7. З останньої теореми випливає, що для доведення того, що ϕ зав-

жди зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича, досить довести довiрчiсть сi-

мейств Φ̂(Q∞) та Φ̂′(Q∞) = ˆΦ(IQ∞).

Наступна теорема, яка встановлює довiрчiсть сiмейства Φ̂(Q∞) при довiльному

виборi стохастичного вектора Q∞, є основним результатом даної статтi, а метод, який

використовується при її доведення, також дозволяє отримувати загальнi достатнi

умови довiрчостi сiмейств Φ(Q∞) цилiндрiв Q∞-розкладу.

Теорема 7. Нехай Φ̂ = Φ̂(Q∞) — сiмейство, яке складається з цилiндрiв Q∞-

розкладу та множин, якi є об’єднаннями сумiжних цилiндрiв одного рангу i на-

лежать до одного цилiндра попереднього рангу.

Сiмейство Φ̂(Q∞) є довiрчим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича

на одиничному вiдрiзку при довiльному виборi стохастичного вектора Q∞.

Доведення. Для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича довiльних пiдмно-

жин з [0, 1) досить розглядати покриття пiввiдрiзками [aj , bj), де aj та bj належать

деякiй всюди щiльнiй множинi A (при цьому вiдповiдна мiра Хаусдорфа збiгається з



130 I. I. Гарко, Р. О. Нiкiфоров, Г. М. Торбiн

класичною мiрою Хаусдорфа). Виберемо в якостi A множину всiх Q∞-рацiональних

точок, тобто точок, якi є кiнцями цилiндрiв певного рангу Q∞-зображення.

Нехай E — довiльна пiдмножина з [0, 1). Зафiксуємо ε > 0 та α > 0. Нехай {Ej} —

довiльне ε-покриття множини E, Ej = [aj , bj), aj ∈ A, bj ∈ A, |Ej| < ε.

Для множини Ej iснує єдиний цилiндр ∆α1α2...αnj
, який повнiстю мiстить Ej , але

будь-який цилiндр бiльшого рангу не мiстить Ej. У тому випадку, коли aj та bj на-

лежать двом рiзним цилiндрам першого рангу, в якостi цилiндра ∆α1α2...αnj
виберемо

[0, 1), вважаючи його цилiндром нульового рангу.

Оскiльки aj ∈ A, то iснує таке невiд’ємне число lj, що

aj = ∆α1...αnj
αnj+1...αnj+lj

0...0...,

де αk = αk(aj), lj ∈ N∪{0}. Розiб’ємо цилiндр ∆α1...αnj
на цилiндри наступного рангу.

З максимальностi рангу цилiндра ∆α1α2...αnj
випливає, що iснує хоча б одна точка,

яка є кiнцем цилiндру (nj +1)-го рангу i яка належить до iнтервала (aj , bj). В якостi

такої точки виберемо точку

cj = ∆α1...αnj
(αnj+1+1)0...0,

яка є найлiвiшою точкою подiлу (nj + 1)-рангу, що належить до (aj , bj).

Для покриття множини Ej множинами з сiмейства Φ̂(Q∞) окремо розглянемо по-

криття множин [aj , cj) та [cj, bj).

Спочатку оцiнимо α-об’єм покриття [cj , bj) множинами з Φ̂(Q∞).

Якщо цилiндр ∆α1...αnj
(αnj+1+1) мiстить [cj, bj), то iснує таке натуральне число tj,

що цилiндр

∆α1...αnj
(αnj+1+1)0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

tj−1

буде мiстити [cj, bj), а цилiндр

∆α1...αnj
(αnj+1+1)0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

tj

вже буде мiститися в [cj, bj). Тодi [cj, bj) можна покрити одним цилiндром

L = L(j) := ∆α1...αnj
(αnj+1+1)0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

tj−1

,

довжина якого не перевищує 1
q0
|Ej|.

Якщо цилiндр ∆α1...αnj
(αnj+1+1) мiститься в [cj , bj), то позначимо через M0 = M0(j)

об’єднання всiх цилiндрiв (nj + 1)-го рангу, якi мiстяться в [cj, bj). Зрозумiло, що

множина M0 залежить вiд вибору множини Ej i для кожного значення j буде своєю.

Це ж зауваження стосується i введених нижче множин Mi.

Очевидно, що |M0| < |Ej|.
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Якщо множина [cj , bj) \ M0 непорожня, то її можна покрити одним цилiндром,

довжина якого не перевищує 1
q0
|Ej| аналогiчно до того, як це було зроблено для роз-

глянутого вище випадку, коли [cj , bj) ⊂ ∆α1...αnj
(αnj+1+1). Такий цилiндр, як i ранiше,

будемо позначати через L = L(j).

Таким чином, множину [cj , bj) можна покрити не бiльш як двома множинами з

сiмейства Φ̂(Q∞). Вiдповiдний α-об’єм такого покриття не перевищує (1 + 1
qα
0
)|Ej |α.

Оцiнимо тепер α-об’єм покриття множини [aj , cj) множинами з Φ̂(Q∞).

Якщо aj — точка подiлу рангу nj + 1 або меншого, то [aj , cj) = ∆α1...αnj
αnj+1 ∈

ˆΦ(Q∞).

У iншому разi позначимо

M1 :=
∞⋃

i=(αnj+2)+1

∆α1α2...αnj
(αnj+1)i ∈ Φ̂(Q∞),

M2 :=

∞⋃

i=(αnj+3)+1

∆α1α2...αnj
αnj+1(αnj+2)i ∈ Φ̂(Q∞),

...

Mlj−2 :=

∞⋃

i=(αnj+lj−1)+1

∆α1α2...αnj
αnj+1...(αnj+lj−2)i ∈ Φ̂(Q∞),

Mlj−1 :=
∞⋃

i=αnj+lj

∆α1α2...αnj
αnj+1...(αnj+lj−1)i ∈ Φ̂(Q∞).

Нехай q = max{1− q0,max
i
qi}. Нескладно бачити, що

|Mk| ≤ qk−1|∆α1...αnj+1| ≤ qk−1, ∀ k ∈ {1, 2, . . . , lj − 1}.

Таким чином, множину [aj, cj) можна покрити за допомогою не бiльш нiж lj − 1

множини з сiмейства Φ̂(Q∞): або однiєю множиною ∆α1...αnj
αnj+1 або об’єднанням

множин
lj−1⋃
i=1

Mi. Зауважимо, що всi цi множини є пiдмножинами множини Ej .

Для заданої множини E, α ∈ (0, 1] та ε > 0 виберемо δ ∈ (0, α). Тодi α-об’єм

описаного вище покриття множини Ej множинами з сiмейства Φ̂(Q∞) дорiвнює

lj−1∑

i=1

|Mi|α + |M0|α + |L|α <
lj−1∑

i=1

|Mi|α−δ|Mi|δ + (1 +
1

qα0
)|Ej |α

< |Ej|α−δ
∞∑

i=1

|Mi|δ + (1 +
1

qα0
)|Ej|α−δ

< |Ej |α−δ(1 +
1

qα0
+

∞∑

i=1

q(i−1)δ) = |Ej |α−δ(1 +
1

qα0
+

1

1− qδ ).



132 I. I. Гарко, Р. О. Нiкiфоров, Г. М. Торбiн

Отже, для заданої множини Ej iснує скiнченний набiр множин з сiмейства Φ̂(Q∞),

якими можна покрити Ej i вiдповiдний α-об’єм покриття не перевищує S(α, δ)|Ej|α−δ,
де S(α, δ) = 1 + 1

qα
0

+ 1
1−qδ .

Таким чином, для довiльного α ∈ (0, 1], довiльного δ ∈ (0, α) i довiльної множини

E ⊂ [0, 1) маємо

Hα(E) ≤ Hα(E, Φ̂(Q∞)) ≤ S(α, δ)Hα−δ(E).

Тому dimH(E, Φ̂(Q∞)) ≤ dimH(E) + δ, ∀δ ∈ (0, α), що доводить нерiвнiсть

dimH(E, Φ̂(Q∞)) ≤ dimH(E),

а, отже, i рiвнiсть

dimH(E, Φ̂(Q∞)) = dimH(E)

для довiльної множини E ∈ [0, 1). �

Зауваження 8. У наступнiй статтi «G-iзоморфiзм систем числення та довiр-

чiсть систем покриттiв. II.», яка є продовженням даної статтi, нами буде до-

ведено узагальнення цiєї теореми i показано, що при довiльному виборi дiйсного

числа I ∈ [0, 1] та довiльному виборi стохастичної матрицi Q∞ вiдповiдне сiмей-

ство Φ̂(I-Q∞) є довiрчим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича. У цiй

же статтi буде розвинута загальна метрична, розмiрнiсна та ймовiрнiсна теорiя

I-Q∞-зображень дiйсних чисел.

Подяка. Ця робота була частково пiдтримана науково-дослiдними проектами

«Spectral Structures and Topological Methods in Mathematics» (SFB-701, Bielefeld Uni-

versity), STREVCOMS FP-7-IRSES 612669 (ЄС), «Багаторiвневий аналiз сингулярних

ймовiрнiсних мiр та його застосування» (МОН України) та Alexander von Humboldt

Stiftung.
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Bulletin des Sciences Mathématiques. –– 2014. –– Vol. 138, no. 3. –– P. 440–455.

[21] On new fractal phenomena connected with infinite linear IFS / Sergio Albeverio, Yuri Kondratiev,

Roman Nikiforov, Grygoriy Torbin. –– arXiv:1507.05672.

[22] On singularity of probability distributions connected with continued fractions / Sergio Albeverio,

Yulia Kulyba, Mykola Pratsiovytyi, Grygoriy Torbin. –– Accepted to Mathematische Nachrichten.

[23] On the Hausdorff dimension faithfulness and the Cantor series expansion / Sergio Albeverio,

Ganna Ivanenko, Mykola Lebid, Grygoriy Torbin. –– arXiv:1305.6036.

[24] Peres Y., Torbin G. Continued fractions and dimensional gaps.
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