
Науковий часопис НПУ iменi М. П. Драгоманова. Cерiя 1. Фiзико-математичнi науки
Київ: НПУ iменi М. П. Драгоманова. — 2012, № 13 (2).— С. 254–260.

УДК 517.949.21
Про асимптотику розв’язкiв систем лiнiйних

рiзницевих рiвнянь
I. I. Старун

Нiжинський державний унiверситет iменi Миколи Гоголя

Анотацiя. У роботi запропоновано метод приведення систем лiнiйних рiзницевих
рiвнянь до l-дiагонального вигляду.

Ключовi слова: системи лiнiйних рiзницевих рiвнянь, зведення до дiагонального
вигляду.

The asymptotic solutions of systems of linear
difference equations

I. Starun

Nizhyn Pedagogical University

Abstract. About the asymptotic solutions of systems of linear difference equations.

The work suggests a method of bringing the systems of linear difference equations to the

l-diagonal form.

Key words: systems of linear difference equations.

AMS Subject classification: 39A14.

1. Останнiм часом значно зросла зацiкавленiсть математикiв до вивчення рiзни-
цевих рiвнянь з змiнними коефiцiєнтами. Особлива увага придiляється асимптотицi
та стiйкостi розв’язкiв [1-3]. Варто зауважити, що рiзницевi рiвняння в радянський
перiод вивчалися переважно в київськiй математичнiй школi [4-8]. В монографiї [1]
I.М.Рапопортом розглядалася система вигляду

x(t+ 1) = W (t)(E + C(t))x(t), t = t0, t0 + 1, . . . , (1)

в якiй
W (t) = diag {w1(t), w2(t), . . . , wn(t)} , wi(t) 6= wj(t), i, j = 1, n, (2)

а C(t) = (cij(t))
n
i,j=1 — матриця, елементи якої задовольняють умову

∞∑
t=t0

|cij(t)| <∞. (3)
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В [4] систему (1) названо l -дiагональною i доведено наступну теорему.

Теорема 1 (Рапопорта). Якщо елементи матрицi з (2) такi, що:
1) wi(t) 6= 0 (як правило wi(t) > 0);
2) ∣∣∣∣wi(t)wj(t)

∣∣∣∣ ≤ 1, чи
∣∣∣∣wi(t)wj(t)

∣∣∣∣ ≥ 1 при всiх i, j = 1, n, (4)

а елементи матрицi C(t) задовольняють умову (3), то система (1) має n лiнiйно
незалежних розв’язкiв вигляду

xi(t) =
t−1∏
τ=t0

wi(τ)(ei + ϕi(τ)), i = 1, n, t = t0 + 1, t0 + 2, . . . , (5)

де ei = colon(0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
i−1

1, 0, . . . , 0), ϕi(t)→ 0, t→∞.

Виходячи з (5), загальний розв’язок системи (1) можна подати у виглядi

x(t) =
t−1∏
τ=t0

W (τ)(E + Φ(τ))p, Φ(t)→ 0, t→∞, (6)

p = colon(p1, . . . , pn) — довiльний сталий вектор.

Зауважимо, що матриця X(t) =
t−1∐
τ=t0

W (τ)(E + Φ(τ)) є фундаментальною матри-

цею розв’язкiв системи (1).
Розглянемо тепер систему

x(t+ 1) = A(t)x(t), t = t0, t0 + 1, . . . . (7)

У випадку, коли рiвняння
det(A(t)− wE) = 0 (8)

має рiзнi, вiдмiннi вiд нуля коренi wi(t), i = 1, n при всiх t = t0, t0+1, . . ., в [1] була вка-
зана пiдстановка x(t) = B(t)y(t), де B(t) — матриця, складена з власних векторiв, що
вiдповiдають власним значенням wi(t), яка приводить систему (7) до l -дiагонального
вигляду (1). В [5-7] будувалися бiльш загальнi пiдстановки при тих же припущеннях
вiдносно коренiв рiвняння (8). В [8] наведенi пiдстановки, що приводять систему (7)
до l -дiагонального вигляду у випадку, коли рiвняння має корiнь w0(t) 6= 0 кратностi
n, якому вiдповiдає елементарний дiльник такої ж кратностi. В усiх перерахованих
роботах вимагається знання точних коренiв рiвняння (8), що є проблематичним при
високому порядку системи (n >3).Те ж можна сказати i у випадках, коли рiвняння
(8) має кратнi коренi, або серед коренiв є нульовий (особливо кратний). В цiй робо-
тi пропонується метод приведення системи (7) до l -дiагонального вигляду, подiбний
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до запропонованого нами в [9] методу приведення системи лiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь до L-дiагонального вигляду. Цей метод не вимагає вiдшукання коренiв
рiвняння (8), тому байдуже якi коренi має це рiвняння.

2. Отже, нехай маємо систему (7), асимптотичну поведiнку розв’язкiв якої потрi-
бно дослiдити. Введемо в розгляд допомiжну систему з параметром

εx(t+ 1) = (W + ε(A(t)−W ))x(t), t = t0, t0 + 1, t0 + 2, . . . , (9)

в якiй
W = diag {w1, w2, . . . , wn} = const, wi, i = 1, n (10)

— довiльнi додатнi числа, якi задовольняють, наприклад, нерiвностям 0 < w1 < w2 <

. . . < wn. (При ε = 1 система (9) спiвпадає з системою (7)). В системi (9) зробимо
замiну

x(t) = Qm(t, ε)y(t), (11)

де

Qm(t, ε) = E +
m∑
k=1

εkQ(k)(t). (12)

(Про вибiр числа m буде сказано пiзнiше). Отримаємо систему

εQm(t+ 1, ε)y(t+ 1) = (W + ε(A(t)−W ))Qm(t, ε)y(t). (13)

Матрицю Qm(t, ε) будемо будувати, виходячи з рiвностi

(W +ε(A(t)−W )Qm(t, ε) =
(
Qm(t, ε)+εm+1

m∑
k=1

εk∆Q(k)(t)
) (

Λm(t, ε) + εm+1Cm(t, ε)
)
,

(14)

в якiй

Λm(t, ε) = W +
m∑
k=1

εkΛ(k)(t), Λ(k) = diag
{
λ

(k)
1 (t), . . . , λ(k)

n (t)
}
, (15)

Cm(t, ε) — (n × n)-матриця, що пiдлягає визначенню, як i Λm(t, ε) та Qm(t, ε),
∆Q(k)(t) = Q(k)(t+ 1)−Q(k)(t).

Прирiвнявши коефiцiєнти при степенях ε1, ε2, . . . , εm, отримаємо наступну систе-
му матричних рiвнянь:

WQ(1) −Q(1)W = Λ(1) + (W − A), (161)

WQ(2) −Q(2)W = Λ(2) + (W − A)Q(1) +Q(1)Λ(1), (162)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

WQ(m) −Q(m)W = Λ(m) + (W − A)Q(m−1) +
m−1∑
i=1

Q(i)Λ(m−i). (16m)

(тут, i надалi, ми аргумент t опустили; при ε0 маємо тотожнiсть W ≡ W ).
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Розглянемо рiвняння (161). В координатнiй формi воно має вигляд
0 (w1 − w2)q

(1)
12 (w1 − w3)q

(1)
13 ... (w1 − wn)q

(1)
1n

(w2 − w1)q
(1)
21 0 (w2 − w3)q

(1)
23 ... (w2 − wn)q

(1)
2n

... ... ... ... ...

(wn − w1)q
(1)
n1 (wn − w2)q

(1)
n2 (wn − w3)q

(1)
n3 ... 0

 =

=


λ

(1)
1 0 ... 0

0 λ
(1)
2 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... λ
(1)
n

+


w1 − a11 −a12 −a13 ... −a1n

−a21 w2 − a22 −a23 ... −a2n

... ... ... ... ...

−an1 −an2 −an3 ... wn − ann

 . (17)

Оскiльки злiва в (17) на головнiй дiагоналi стоять нулi, то прирiвнявши до нуля
дiагональнi елементи справа, визначаємо елементи матрицi Λ(1):

λ
(1)
i = wi − aii, i = 1, n. (18)

Прирiвнюючи не дiагональнi елементи матриць, знаходимо

q
(1)
ij =

aij
wj − wi

, i, j = 1, n, i 6= j. (19)

Не визначеними залишилися елементи q
(1)
ii , для визначеностi покладемо q

(1)
ii = 0,

i = 1, n. Таким чином матрицi Λ(1) та Q(1) однозначно визначенi.
Розглянемо рiвняння (162). Пiдставивши сюди знайденi матрицi Λ(1), Q(1) та по-

значивши
F (2) = (W − A)Q(1) +Q(1)Λ(1),

подiбно до попереднього визначаємо

λ
(2)
i = −f (2)

ii , i = 1, n, q
(2)
ij =

f
(2)
ij

wi − wj
, i, j = 1, n, i 6= j, q

(2)
ii = 0. (20)

Аналогiчним чином визначаються i всi наступнi матрицi Λ(s), Q(s), s = 3,m:

λ
(s)
i = −f (s)

ii , q
(s)
ii = 0, i = 1, n, q

(s)
ij =

f
(s)
ij

wi − wj
, i, j = 1, n, i 6= j, (21)

де f (s)
ij , i, j = 1, n — елементи матрицi

F (s) = (W − A)Q(s−1) +
s−1∑
i=1

Q(i)Λ(s−i).

Отже, матрицi Qm(t, ε),Λm(t, ε) повнiстю визначенi. Зауважимо, що число m в (10)
вибираємо так, щоб виконувалися умови

det Λm(t, 1) 6= 0, detQm(t, 1) 6= 0, (22)
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чого завжди можна добитися пiдбираючи певним чином елементи матрицi W. Тодi
матриця Cm(t, 1) визначиться з (14) згiдно формули

Cm(t, 1) = (23)

= Q−1
m (t, 1)

(
(A(t)−W )Q(m)(t)−

m∑
i=1

m∑
r=i

Q(r)(t)Λ(m+i−r) −Qm(t+ 1, 1)Λm(t, 1)

)
.

Враховуючи (14) (при ε = 1), система (13) запишеться так:

y(t+ 1) = (Λm(t, 1) + Cm(t, 1))y(t),

або ж
y(t+ 1) = Λm(t, 1)(E +Hm(t, 1))y(t), (24)

де Hm(t, 1) = Λ−1
m (t, 1) · Cm(t, 1).

Система (24) — це система вигляду (1), а тому якщо елементи матриць Λm(t, 1),
Hm(t, 1) задовольняють умовам теореми Рапопорта, то фундаментальна матриця
розв’язкiв системи (7) має вигляд

X(t) = Qm(t, 1) ·
t−1∏
τ=t0

Λm(τ, 1)(E + Φ(τ)), Φ(t)→ 0, t→∞. (25)

Загальний асимптотичний розв’язок тодi можна подати у виглядi

x(t) = X(t) · p, p = colon(p1, p2, . . . , pn), (26)

де p1, p2, . . . , pn — довiльнi сталi числа.
3. Розглянемо систему

Bx(t+ 1) = A(t)x(t), t = t0, t0 + 1, . . . (27)

з виродженою сталою матрицею B. Нехай її ранг дорiвнює 1 < r < n i вiдмiнним
вiд нуля є мiнор r-го порядку, що стоїть у верхньому лiвому кутi. Матрицi B та A(t)

розiб’ємо на блоки

B =

(
B11 B12

B21 B22

)
, A(t) =

(
A11(t) A12(t)

A21(t) A22(t)

)
(28)

(rangB = rangB11 = r) i введемо в розгляд матрицi

P =

(
B−1

11 0

−B21B
−1
11 E2

)
, Q =

(
E1 −B−1

11 B12

0 E2

)
,

де E1, E2 — одиничнi матрицi вiдповiдно розмiрiв r i n− r. Тодi

PBQ =

(
E1 0

0 0

)
≡M. (29)
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Зробивши в (27) замiну x(t) = Qy(t) та помноживши злiва на P , приходимо до
рiвносильної системи

My(t+ 1) = C(t)y(t), (30)

в якiй

C(t) = PA(t)Q =

(
C11(t) C12(t)

C21(t) C22(t)

)
.

У вiдповiдностi до (29) систему (30) подамо у виглядi

u(t+ 1) = C11(t)u(t) + C12(t)v(t), (31)

0 = C21(t)u(t) + C22(t)v(t), (32)

де y(t) =

(
u(t)

v(t)

)
.

Припустимо, що в’язка A(t) − wB задовольняє умовi «ранг-степiнь» при всiх
t = t0, t0 + 1, . . .. Тодi i в’язка C(t) − wM задовольняє цiй умовi, а тому, як по-
казано в [10], detC22(t) 6= 0 при всiх t = t0, t0 + 1, . . .. З (32) знаходимо вектор
v(t) = −C−1

22 (t)C21(t)u(t), пiдставивши який в (31), отримаємо систему

u(t+ 1) = D(t)u(t),

де D(t) = C11(t) − C−1
22 (t), яка є системою вигляду (7) i до неї можна застосувати

запропонований в п.2 метод приведення до l -дiагонального вигляду.
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