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Анотацiя. В статтi розглянутi основнi задачi теорiї iнварiантiв та теорiї зобра-
жень груп i алгебр Лi, пов’язанi з прикладними аспектами теорiї зображень груп
i алгебр Лi. Розв’язується задача визначення повної системи iнварiантiв для спе-
цiальної лiнiйної алгебри Лi, яка пов’язана iз знаходженням конкретного вигляду
ряду Пуанкаре для вiдповiдного зображення алгебри.
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Класична постановка основної задачi теорiї iнварiантiв має такий вигляд: обчи-
слити iнварiанти в явному виглядi, а також дати повний опис кiльця iнварiантiв.
В процесi розв’язання таких задач був помiчений такий факт: у всiх задачах, якi
зводились до знаходження iнварiантiв, вдавалося видiлити скiнченну кiлькiсть ба-
зисних iнварiантiв φ1, φ2, . . . φm, тобто таких iнварiантiв, що будь-який iнший iн-
варiант даного зображення ρ може бути виражений у виглядi полiнома вiд них:
φ = F (φ1, φ2, . . . , φm), тобто алгебра iнварiантiв була скiнченно вимiрною. Було по-
мiчено також, що базиснi iнварiанти в загальному випадку не є незалежними. Це
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означало, що алгебра iнварiантiв не є вiльною алгеброю: можуть iснувати многочле-
ни P (t1, t2, . . . , tm), якi називаються сiзiгiями, тобто це такi спiввiдношення, пiсля
пiдстановки яких ti = φi, i = 1, 2, . . . ,m цi полiноми обертаються в нуль [3]. В самiй
множинi спiввiдношень можливо знову вказати скiнченну кiлькiсть базисних спiввiд-
ношень, алгебраїчними наслiдками яких є всi iншi (спiввiдношення утворюють iдеал
в кiльцi многочленiв вiд змiнних t1, t2, . . . , tm, базиснi спiввiдношення являються його
твiрними). Базиснi спiввiдношення самi не є незалежними. Так визначаються другi
сiзiгiї i т. д. [3].

Побудований ланцюг сiзiгiй завжди був скiнченним. Наприклад, якщо G –– си-
метрична група всiх перестановок координат x1, x2, . . . , xn, то алгеброю iнварiантiв
є алгебра всiх симетричних многочленiв вiд x1, x2, . . . , xn. Елементарнi симетричнi
многочлени являються базисними iнварiантами, якi алгебраїчно незалежнi. В цьому
випадку сiзiгiй немає.

Таким чином, в теорiї iнварiантiв виникли такi задачi: 1) показати, що алгебра
iнварiантiв даного зображення заданої групи скiнченновимiрна (перша основна тео-
рема теорiї iнварiантiв), i 2) визначити систему базисних iнварiантiв; показати, що
iснує скiнчений базис в сiзiгiях цiєї алгебри iнварiантiв (друга основна теорема теорiї
iнварiантiв) i знайти його).

Спочатку в теорiї iнварiантiв вивчались iнварiанти форм, тобто iнварiанти лiнiй-
ної групи вiдносно її зображення в просторi симетричних тензорiв даної валентностi.
Коефiцiєнти вихiдної форми f i є компонентами цього тензора [3].

В такiй постановцi задача опису iнварiантiв є частковим випадком бiльш загальної
задачi: розкласти простiр тензорiв даної валентностi в суму незвiдних iнварiантних
пiдпросторiв вiдносно даної групи лiнiйних перетворень основного простору. Розклад
простору тензорiв валентностi p вiдповiдає розкладу p-того тензорного степеня вiд-
повiдного зображення в суму незвiдних компонент i є однiєю з важливих задач теорiї
зображень. Одновимiрна компонента в розкладi p-того тензорного степеня зображе-
ння групи G на незвiднi свiдчить про наявнiсть iнварiантного тензора. Таким чином,
задача знаходження iнварiантiв може бути зведена до видiлення одновимiрних iнва-
рiантних пiдпросторiв [4, 5].

Iнварiантнi тензори грають важливу роль в фiзицi, зокрема в спецiальнiй теорiї
вiдносностi.

Значний внесок в розвиток методiв теорiї зображень груп Лi, а також в опис
максимальних пiдгруп класичних груп (повнiстю описанi максимальнi пiдгрупи про-
стих груп) був зроблений Динкiним Є. Б. в роботi «Максимальные подгруппы клас-
сических групп» [2]. Отриманi результати про максимальнi пiдгрупи одночасно були
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суттєвим доробком для теорiї однорiдних просторiв. Зазначимо, що iнварiанти i iнва-
рiантнi тензори часто так або iнакше розглядались в зв’язку з однорiдними просто-
рами. Це стосується iнварiантiв пiдгрупи групи проективних перетворень i рiманових
просторiв постiйної кривизни, рiманових симетричних просторiв та теорiї зображень
напiвпрямих груп Лi.

Розглянемо скiнченновимiрний векторний простiр V над алгебраїчно замкненим
полем C. Нехай ~e1, ~e2, . . . , ~en — базис простору V . Визначимо на просторi V полiлi-
нiйну функцiю fi:

fi(x1~e1 + x2~e2 + . . .+ xn~en) = xi.

Функцiї fi породжують пiдалгебру S(V ) алгебри всiх функцiй на V iз значеннями в
C. Елементи цiєї пiдалгебри називаються полiномiальними функцiями вiд n змiнних
на V . Iснує iзоморфiзм φ алгебри S(V ) на алгебру полiномiв C[T1, T2, . . . , Tn], для
якого φ(fi) = Ti [7, 11, 12].

Елемент f ∈ S(V ) називається однорiдною функцiєю степеня d, якщо

f(xν) = xdf(ν), ν ∈ V, x ∈ C,

тобто, якщо φ(f) — однорiдний полiном степеня d [7, 11, 12].
Множина всiх однорiдних полiномiальних функцiй степеня d є скiнченновимiрним

векторним пiдпростором в S, причому S0 = C. Крiм того, Sd · Sl = Sd+l i S є прямою
сумою пiдпросторiв Sd. Цi властивостi показують, що пiдпростори Sd визначають на
S структуру градуйованої алгебри.

Алгебра A над полем P називається градуйованою, якщо вона є прямою сумою
A =

⊕
d≥0

Ad таких пiдпросторiв, що AdAl ⊂ Ad+l. Елементи алгебри A, якi лежать в

Ad, називаються однорiдними елементами степеня d [7, 11, 12].
Нехай GL(n, c) група всiх оборотних перетворень простору V . Якщо g ∈ GL(n, c),

f ∈ S(V ), то функцiю g · f ∈ S(V ) можна визначити рiвнiстю:

g · f(ν) = f(g−1ν).

Причому, g(hf) = (gh)f, i gSd = Sd, де h ∈ S.
Розглянемо пiдгрупу S групи GL(n, c).

Функцiя f ∈ S(V ) називається iнварiантом групи G, якщо

gf = f для всiх g ∈ G.

Всi iнварiанти групи G утворюють пiдалгебру SG алгебри S, причому вона є
градуйованою пiдалгеброю, тобто

SG = +
⊕
d≥0

(SG ∩ Sd).
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Властивостi таких алгебр SG i вивчаються в теорiї iнварiантiв.
Назва «полiном Пуанкаре» або «ряд Пуанкаре» використана Н. Бурбакi [1, 12].

Але саме поняття зустрiчається вже в Келi [8, 9].
Нехай M =

⊕
d≥0

Md — скiнченно породжений градуйований A-модуль. Тодi всi Md

є скiнченновимiрними векторними просторами над P .
Формальний степеневий ряд PM(T ) ∈ Z(T ), де Z — кiльце цiлих чисел.

PM(T ) =
∑
d≥0

dimk(Md)T
d

називається рядом Пуанкаре модуля M [7, 11, 12].

Твердження 1. Нехай a1, a2, . . . , an — система однорiдних твiрних алгебри A i
di — степiнь елемента ai. Тодi iснує такий полiном F (T ) ∈ Z(T ), що

PM(T ) = F (T )
n∏
i=1

(1− T di)−1.

Лема 1. Якщо елементи ai з попереднього твердження алгебраїчно незалежнi,
то

PA(T ) =
n∏
i=1

(1− T di)−1.

В цьому випадку цiлi числа di визначенi з точнiстю до порядку самої алгебри A
(тобто не залежать вiд вибору твiрних ai).

Теорема 1. Нехай поле K нескiнченне. Тодi iснує такий полiном F (T ) ∈ Z(T ),

що

PM(T ) = F (M)
n∏
i=1

(1− T di)−1.

Нехай G = SL(n,C). Rd — простiр всiх однорiдних полiномiв степеня d, ρd — зо-
браження групи G в просторi Rd. Можна показати, що будь-яке незвiдне зображення
групи SL(n,C) еквiвалентне деякому зображенню ρd [11].

Позначимо через Kd — алгебру iнварiантiв бiнарних форм степеня d. Її ряд Пуан-
каре має вигляд:

Pd(t) =
∞∑
e=0

m(d, e)te,

де t — змiнна, m(d, e) — розмiрнiсть простору SGe всiх однорiдних iнварiантних полi-
номiальних функцiй на Rd, якi мають степiнь e [7, 11, 12].

Визначимо повну систему iнварiантiв алгебри Kd. Нехай K+
d — iдеал алгебри Kd,

породжений всiма однорiдними елементами додатного степеня. Якщо A — множина
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однорiдних елементiв в K+
d , образи яких в K+

d /(K
+
d )2 складають базис цього вектор-

ного простору, то A є мiнiмальною множиною однорiдних твiрних Kd. Ця множина
називається повною системою iнварiантiв алгебри Kd (система твiрних A називає-
ться мiнiмальною, якщо нiяка її власна пiдсистема не є системою твiрних) [7, 11, 12].

Постає задача визначення повної системи iнварiантiв для алгебри Kd. Розв’яза-
ння цiєї задачi пов’язане iз знаходженням конкретного вигляду ряду Пуанкаре для
вiдповiдного зображення ρd.

Зазначимо також, що за законом взаємностi Шарля Ермiта, розмiрнiсть простору
всiх однорiдних полiномiальних функцiй на Rd, якi мають степiнь e, дорiвнює роз-
мiрностi простору однорiдних полiномiальних функцiй на Re, якi мають степiнь d
[7, 11, 12]:

m(d, e) = m(e, d).

Вiдмiтимо, що обчисленню полiномiв Пуанкаре однорiдних просторiв присвячений
ряд робiт, зокрема Т. Спрiнгера, О. В. Мантурова, А. Т. Фоменка, Доан Куiня.

Виберемо за G групу SL(2, C) — спецiальну лiнiйну групу матриць

(
α β

γ δ

)
,

αδ − βγ = 1. Група SL(2, C) дiє в просторi всiх однорiдних полiномiв степеня 2 вiд
двох змiнних x i y. А довiльне зображення φ групи SL(2, C) еквiвалентне деякому

зображенню
d

0
, тобто зображенню, що дiє в просторi полiномiв степеня d вiд двох

змiнних [11].
В ХIХ столiттi повнi системи iнварiантiв були знайденi для d ≤ 6 [9]. Першi

не розробленi класиками випадки — це d = 7, d = 8. Випадок d = 8 розглядався
Т. Шiодою [10]. Вiн повнiстю визначив систему твiрних, яка складається з дев’яти
однорiдних iнварiантiв f1, f2, . . . , f10 степенiв 2, 3, . . . , 10 вiдповiдно, i описав п’ять
базисних спiввiдношень мiж цими твiрними.

В роботах Т. Спрiнгера [7, 11, 12] наведено список рядiв Пуанкаре зображень
d

0
для повної системи iнварiантiв при d = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 :

P2(T ) =
1

1− t2
, P3(T ) =

1

1− t4
, P4(T ) =

1

(1− t2)(1− t3)
,

P5(T ) =
1 + t18

(1− t4)(1− t8)(1− t12)
, P6(T ) =

1 + t15

(1− t2)(1− t4)(1− t6)(1− t10)
,

P7(T ) =
Q7(t)

(1− t4)(1− t8)(1− t12)(1− t20)
, де

Q7(t) =1 + 2t8 + 4t12 + 4t14 + 5t16 + 9t18 + 6t20 + 9t22+

+ 8t24 + 9t26 + 6t28 + 9t30 + 5t32 + 4t34 + 4t36 + 2t40 + t48.
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P8(T ) =
1 + t8 + t10 + t18

(1− t2)(1− t3)(1− t4)(1− t5)(1− t6)(1− t7)
.

При d > 8 питання залишалося вiдкритим до роботи Т. Спрiнгера [7, 11, 12].
В роботах [7, 11, 12] Т. Спрiнгером були знайденi загальнi формули обчислення

рядiв Пуанкаре Pd(t) для повної системи iнварiантiв. Вони мають такий вигляд:

Pd(t) =
∑

0≤j< d
2

φd−2j((1− µ2)γdj(t)),

γdj(t) = (−1)jtj(j+1)((j, t2)!(d− j, t2)!)−1.

Вiдображення φn дiє на функцiю f(t) таким чином:

(φn(f))(tn) = n−1

n∑
j=1

f(ξjnt), де ξn позначає комплексне число e
2πi
n ;

(d, t)! = (1− t)(1− t2) . . . (1− td),

µl(t) = tl.

Але на практицi користуватись цими формулами важко. Обчислення виходять
дуже громiздкими вже при d = 5. Далi ми розглянемо спрощений варiант цiєї фор-
мули.

В наступних твердженнях розглянемо бiльш докладно, як дiє вiдображення φn :

C(z)→ C(z) на функцiю f(t).

Покладемо f(t) = tm. Тодi справедливе таке твердження.

Твердження 2. Нехай функцiя f(t) має вигляд f(t) = tm,m ∈ Z. Тодi вiдобра-
ження φn на функцiю f(t) дiє таким чином:

φn(tm) =

{
t
m
n , якщо m дiлиться на n,

0, якщо m не дiлиться на n.

Твердження 3. Нехай функцiя f(t) має вигляд f(t) = (1 − tm)−1,m ∈ Z. Тодi,
якщо m

n
= r

k
, де r, k ∈ N, то вiдображення φn на функцiю f(t) дiє таким чином:

φn((1− tm)−1) = (1− tr)−1φn

(
k−1∑
i=0

tim

)
.

Твердження 4. Нехай f(t)
Q(t)

— дробово-рацiональна функцiя i нехай iснує рацiо-
нальна функцiя P (t), така, що Q(t)P (t) = R(tnk) — полiном вiд 2nk, k ∈ Z. Тодi

φn

(
f(t)

Q(t)

)
=
φn(f(t)P (t))

R(tk)
.
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Враховуючи розглянутi твердження, запишемо формули для обчислення ряду
Пуанкаре.

Pd(t) =
∑

0≤< d
2

φd−2j((1− t2)γdj(t)),

γdj(t) = (−1)jtj(j+1)((j, t2)!(d− j, t2)!)−1,

(d, t)! = (1− t)(1− t2) · . . . · (1− td),

(d, t2)! = (1− t2)(1− t4) · . . . · (1− t2d),

(0, t2)! = 1,

φn(tm) =

{
t
m
n , якщо m дiлиться на n,

0, якщо m не дiлиться на n.

φ1(tm) = tm, φn(1) = 1,

φn((1− tm)−1) = (1− tm)−1φn

(
k−1∑
i=0

tim

)
.

Якщо m
n

= r
k
, де r, k ∈ N, то φn((1− tm)−1 = (1− tr)−1φn

(
k−1∑
i=0

tim
)
.

Якщо m
n

= r, де r ∈ N, то φn((1− tm)−1) = (1− tr)−1.

φn((1− tm)−1) = (1− tm)−1.

Використовуючи цi формули, можна обчислити ряд Пуанкаре практично для
будь-якого d. Але через їх громiздкiсть для обчислення ми зробимо їх спрощення
i знайдемо залежностi мiж базовими многочленами, за допомогою яких ми шукаємо
ряд Пуанкаре.

Теорема 2. Якщо j = 0, то справедлива формула

φd((1− t2)γd0(t)) =

φd

(
d−1∏
m=2

d−1∑
i=0

t2im
)

d−1∏
m=1

(1− t2m)

.

Доведення.

φd((1− t2)γd0(t)) = φd
(1− t2)

(d, t2)!
= φd

(1− t2)
d∏

m=1

(1− t2m)

= φd
1

d∏
m=1

(1− t2m)

=

=
1

1− t2
φd

1− t2
d−1∏
m=1

(1− t2m)

=

φd

(
d−1∏
m=2

d−1∑
i=0

t2im
)

(1− t2)
d−1∏
m=2

(1− t2m)

=

φd

(
d−1∏
m=2

d−1∑
i=0

t2im
)

d−1∏
m=1

(1− t2m)

.

�
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Теорема 3. Якщо 1 ≤ j ≤ d
2
− 1, а d — непарне, то справедлива формула

φd−2j((1− t2)γdj(t)) =

(−1)jφd−2j

tj(j+1)

(
j∏

m=1

d−2j−1∑
i=0

t2im
) d−j∏

m=2
m6=d−2j

d−2j−1∑
i=0

t2im


j∏

m=1

(1− tm)
d−j∏
m=2

m 6=d−2j

(1− t2m)

.

Доведення.

φd−2j
(1− t2)(−1)jtj(j+1)

(j, t2)!(d− j, t2)!
=

= φd−2j
(−1)jtj(j+1)(1− t2)

j∏
m=1

(1− t2m)
d−j∏
m=2

(1− t2m)

= φd−2j
(−1)jtj(j+1)

j∏
m=1

(1− t2m)
d−j∏
m=2

(1− t2m)

=

=

(−1)jφd−2j

tj(j+1)

(
j∏

m=1

d−2j−1∑
i=0

t2im
) d−j∏

m=2
m 6=d−2j

d−2j−1∑
i=0

t2im


j∏

m=1

(1− t2m)
d−j∏
m=2

m6=d−2j

(1− t2m)

.

�

Теорема 4. Якщо d− 2j = 1, то справедлива формула

φ1((1− t2)γdj(t)) =
(−1)

d−1
2 t

(d2−1)
4

d−1
2∏

m=1

(1− t2m)

d+1
2∏

m=2

(1− t2m)

.

Доведення. При обчисленнi φ1, тобто, коли d− 2j = 1,

j =
d− 1

2
, j + 1 =

d+ 1

2
, d− j =

2d− d+ 1

2
=
d+ 1

2
.

φ1((1− t2)γdj(t)) = φ1
(1− t2)(−1)

d−1
2 t

d−1
2
· d+1

2(
d−1

2
, t2
)
!
(
d+1

2
, t2
)
!

= φ1
(−1)

d−1
2 t

d2−1
4 (1− t2)

d−1
2∏

m=1

(1− t2m)

d+1
2∏

m=1

(1− t2m)

=

=
(−1)

d−1
2 t

d2−1
4

d−1
2∏

m=1

(1− t2m)

d+1
2∏

m=1

(1− t2m)

.

�
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Запишемо доведенi формули разом в загальному виглядi.

φd((1− t2)γd0(t)) =

φd

(
d−1∏
m=2

d−1∑
i=0

t2im
)

(1− t2)
d−1∏
m=2

(1− t2m)

. (1)

φd−2j((1− t2)γdj(t)) =

(−1)jφd−2j

(
tj(j+1)

(
j∏

m=1

d−2j−1∑
i=0

t2im
))

j∏
m=1

(1− t2m)
∏
m=2

m6=d−2j

(1− t2m)

, (2)

коли 1 ≤ j ≤ d
2
− 1 при непарному d.

φ1((1− t2)γdj(t)) =
(−1)

d−1
2 t

d2−1
4

d−1
2∏

m=1

(1− t2m)

d+1
2∏

m=1

(1− t2m)

. (3)

У формулi (1), тобто у виразi для φd, будемо використовувати позначення

T d0 =
d−1∏
m=2

d−1∑
i=0

t2im, φd(T
d
0 ) = Qd

0. (4)

Позначимо через D значення d при j = 0, тобто dj = d0 = D.

У формулi (2), тобто у виразi для φd−2j при 1 ≤ j ≤ d
2
− 1, позначимо

Tj = tj(j+1)

(
j∏

m=1

d−2j−1∑
i=0

t2im

) d−j∏
m=2

m6=d−2j

d−2j−1∑
i=0

t2im

 , φd−2j(Ti) = Qi. (5)

Теорема 5. У позначеннях (4), (5) справедливi такi формули

T1 = T0 ·M1, T2 = T1 ·M2, . . . , Tj = Tj−1 ·Mj, (6)

Mj =

(
d−2j−1∑
i=0

t2ji

)(
d−2j−1∑
i=0

t2(d−j)i

)
t2j, (7)

де j = d−D
2
.

Зауважимо, що j = d−D
2
, оскiльки d − 2j = D, тобто d = D + 2j, точнiше,

dj = D + 2j, i dj − 2j = D.

Доведення. 1) Доведемо, що T1 = T0 ·M1.

Нехай d0 = K, тодi за формулою (4)

T d0 = TK0 =
K−1∏
m=2

K−1∑
i=0

t2im.
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Тодi при j = 1, d1 = K + 2 за формулою (5)

T1 = t2

(
1∏

m=1

K−1∑
i=0

t2im

)K+1∏
m=2
m6=K

K−1∑
i=0

t2im

 = t2

(
K−1∑
i=0

t2i

)K+1∏
m=2
m 6=K

K−1∑
i=0

t2im

 . (8)

M1 =

(
K−1∑
i=0

t2i

)(
K−1∑
i=0

t2i(K+1)

)
t2.

T0 ·M1 = t2

(
K−1∑
i=0

t2i

)(
K−1∏
m=2

K−1∑
i=0

t2im

)(
K−1∑
i=0

t2i(K+1)

)
. (9)

В отриманих рiвностях (8) i (9) першi спiвмножники рiвнi, таким чином, залишається
довести, що

K+1∏
m=2
m 6=K

K−1∑
i=0

t2im =

(
K−1∏
m=2

K−1∑
i=0

t2im

)(
K−1∑
i=0

t2i(K+1)

)
.

K+1∏
m=2
m6=K

K−1∑
i=0

t2im =

(
K−1∏
m=2

K−1∑
i=0

t2im

)(
K+1∏

m=K+1

K−1∑
i=0

t2im

)
=

(
K−1∏
m=2

K−1∑
i=0

t2im

)(
K−1∑
i=0

t2i(K+1)

)
.

Таким чином, ми можемо зробити висновок, що T1 = T0 ·M1.

2)Доведемо, що Tj = Tj−1 ·Mj.

Нехай dj = D = 2j, отже, dj − 2j = D.

dj−1 = D + 2(j − 1), отже, Dj−1 − 2(j − 1) = D.

Тодi dj−1 − j + 1 = D = 2(j − 1)− j + 1 = D+ j − 1; dj − j = D+ 2j − j = D+ j.

Запишемо вирази для знаходження Tj i Tj−1 використовуючи формулу (5); вираз
для Mj, використовуючи формулу (7).

Tj = tj(j+1)

(
j∏

m=1

D−1∑
i=0

t2im

)D+j∏
m=2
m6=D

D−1∑
i=0

t2im

 .

Tj−1 = tj(j−1)

(
j−1∏
m=1

D−1∑
i=0

t2im

)D−j+1∏
m=2
m 6=D

D−1∑
i=0

t2im

 .

Mj =

(
d−2j−1∑
i=0

t2ij

)(
d−2j−1∑
i=0

t2i(d−j)

)
t2j.
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Знайдемо добуток

Tj−1 ·Mj = tj(j−1)

(
j−1∏
m=1

D−1∑
i=0

t2im

)D−j+1∏
m=2
m 6=D

D−1∑
i=0

t2ij

(d−2j−1∑
i=0

t2ij

)(
d−2j−1∑
i=0

t2i(d−j)

)
t2j =

= tj(j+1)

(
j∏

m=1

D−1∑
i=0

t2im

)D−j+1∏
m=2
m 6=D

D−1∑
i=0

t2im

(D−1∑
i=0

t2(D+j)i

)
=

= tj(j+1)

(
j∏

m=1

D−1∑
i=0

t2im

)D+j∏
m=2
m6=D

D−1∑
i=0

t2im

 = Tj.

Таким чином, Tj = Tj−1 ·Mj. �

Розглянемо застосування доведених формул бiльш конкретно.
Нехай d = K, тобто d дорiвнює конкретному числовому значенню i ми за форму-

лою (1) обчислили φd = φK . Тобто ми знаємо

T d0 =
d−1∏
m=2

d−1∑
i=0

t2im, а саме TK0 =
K−1∏
m=2

K−1∑
i=0

t2im.

Тодi при обчисленнi φd−2j при d = K + 2, j = 1 одержуємо: φd−2j = φK ,

T1 = T0 ·

(
d−2j−1∑
i=0

t2ij

)(
d−2j−1∑
i=0

t2(d−j)i

)
t2j, φd−2jT1 = φKT1 = Q1.

Далi при обчисленнi φd−2j при d = K + 4, j = 2 одержуємо: φd−2j = φK ,

T2 = T1 ·

(
d−2j−1∑
i=0

t2ij

)(
d−2j−1∑
i=0

t2(d−j)i

)
t2j, φd−2jT2 = φKT2 = Q2.

Знайшовши полiном Пуанкаре, ми таким чином, знайдемо систему твiрних в ал-
гебрi iнварiантiв для певного конкретного значення d, яку описує знаменник ряду
Пуанкаре. Наприклад,

P7(t) =
Q7(t)

(1− t4)(1− t8)(1− t12)(1− t20)
,

де

Q7(t) =1 + 2t8 + 4t12 + 4t14 + 5t16 + 9t18 + 6t20 + 9t22+

+ 8t24 + 9t26 + 6t28 + 9t30 + 5t32 + 4t34 + 4t36 + 2t40 + t48.

Отже, функцiонально незалежними є iнварiанти f4, f8, f12, f20 степенiв 4, 8, 12, 20
вiдповiдно.

Використовуючи формули (1)–(7) ми можемо обчислити ряд Пуанкаре практично
для будь-якого d.
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Зображення груп i алгебр являють собою математичний апарат теорiї симетрiй,
яка як метод дослiдження все ширше застосовується в рiзних галузях знань. Тео-
рiя зображень груп i алгебр вiдiграє велику роль в розвитку фiзики елементарних
частин, ядернiй спектроскопiї, квантовiй теорiї поля, атомнiй фiзицi, а також в те-
орiї спецiальних функцiй. Вона знаходить все бiльше застосування в квантовiй хi-
мiї, фiзицi твердого тiла, квантовiй оптицi i електронiцi. Теоретичнi дослiдження iз
застосуванням зображень унiтарних груп Лi призвели до вiдкриття нових елемен-
тарних частинок, якi з часом були вiдкритi експериментально, i до введення кваркiв
— частинок з дробовим зарядом, з яких складаються елементарнi частинки. Успiх
теоретико-групових методiв сприяє не тiльки подальшому розвитку самої теорiї, але
i широкому застосуванню зображень груп в iнших науках. У зв’язку з цим виникає
необхiднiсть розробки вiдповiдних питань i напрямкiв прикладної теорiї зображень.

До прикладних питань теорiї зображень груп вiдносяться, по-перше, її обчислю-
вальнi методи, якi включають наступнi роздiли теорiї зображень: 1) формули i ме-
тоди обчислень крайностей вагiв скiнченновимiрних зображень напiвпростих груп
Лi; 2) формули i методи обчислень кратностей незвiдних зображень в тензорному
добутку зображень груп i в звуженнях зображень групи на пiдгрупу; 3) формули i
методи обчислень коефiцiєнтiв Клебша–Гордана для тензорних добуткiв зображень
груп в рiзних базисах; складання таблиць коефiцiєнтiв Клебша–Гордана; 4) побудова
базисiв просторiв зображень; 5) обчислення матричних елементiв просторiв зобра-
жень груп i зображень алгебр Лi (iнфiнiтезимальних операторiв) в рiзних базисах;
6) побудова власних функцiй повних наборiв комутуючих операторiв, пов’язаних з
зображенням груп; 7) побудова розкладiв функцiй на конкретних однорiдних про-
сторах, пов’язаних з групою; 8) обчислення коефiцiєнтiв переходу вiд одного базису
простору зображення до другого. Перерахованi задачi найбiльш тiсно пов’язанi з
прикладними аспектами теорiї зображень груп i алгебр Лi.
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