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Крайовi задачi для лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними гi-
перболiчного типу дослiджувалися в працях I.Г. Петровського, О.О. Ладиженської,
М.I. Вишика, О.А. Олейник, Ю.О. Митропольського, Б.I. Мосеєнкова, Г.П. Хоми,
С.Ф. Фещенка тощо. Так, О.О. Ладиженська навела достатнi умови iснування та
єдиностi як класичного, так i узагальненого розв’язку основних крайових задач у
лiнiйному випадку. При цьому обґрунтовано застосування методу Фур’є для розв’я-
зання крайових задач для систем рiвнянь гiперболiчного типу зi змiнними коефiцi-
єнтами [1, с. 70 – 190].

Перша крайова задача для диференцiального рiвняння з частинними похiдними
з повiльно змiнними коефiцiєнтами

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
+ εa(τ, x, ε)u+ p(τ, x, ε)eiθ(t,ε), (1)

0 ≤ τ = εt ≤ L, 0 ≤ x ≤ l, дослiджувалася С.Ф. Фещенком, М.I. Шкiлем та I.I. Мар-
кушем [2 – 5]. Як i в методi Фур’є, її розв’язок вони шукали у виглядi

u(t, x, ε) =

√
2

l

∞∑
k=1

zk(t, ε) sin
kπ

l
x, (2)
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де функцiї zk(t, ε) визначались iз деякої системи алгебраїчних рiвнянь. При цьому
залишалось нез’ясованим питання про збiжнiсть ряду (2) та про можливiсть його
почленного диференцiювання.

У данiй роботi розглядається перша крайова задача для лiнiйного сингулярно
збуреного диференцiального рiвняння гiперболiчного типу

ε2∂
2u

∂t2
= a(t, ε)

∂2u

∂x2
+ εc(t, x, ε)u+ f(t, x, ε), t > 0, 0 < x < L, (3)

u(0, x, ε) = ϕ(x),
∂u(0, x, ε)

∂t
= ψ(x), 0 ≤ x ≤ L, (4)

u(t, 0, ε) = u(t, L, ε) = 0, t ≥ 0, (5)

де u = u(t, x, ε) — шукана функцiя, a(t, ε), c(t, x, ε), f(t, x, ε), ϕ(x), ψ(x) — заданi
дiйснi функцiї, ε ∈ (0; ε0], ε0 � 1, — малий параметр.

Зазначимо, що за постановкою дана задача близька до дослiджень Ю.О. Митро-
польского i Г.П. Хоми регулярно збурених квазiлiнiйних i нелiнiйних рiвнянь гiпер-
болiчного типу [6].

Надалi припускаємо виконання таких умов.
1. Функцiї a(t, ε) ∈ C2([0;∞)× [0; ε0]), c(t, x, ε) ∈ C4([0;∞)× [0;L]× [0; ε0]), f(t, x, ε) ∈
C3([0;∞) × [0;L] × [0; ε0]) мають рiвномiрнi асимптотичнi розвинення за степенями
параметра ε, тобто

a(t, ε) =
∑
i≥0

εiai(t), t ≥ 0,

c(t, x, ε) =
∑
i≥0

εici(t, x), f(t, x, ε) =
∑
i≥0

εifi(t, x), t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ L.

2. ai(t) ∈ C∞[0;∞), ci(t, x), fi(t, x) ∈ C∞([0;∞)× [0;L]), i ≥ 0.
3. a0(t) > 0, t ∈ [0;T ].
4. ϕ(x) ∈ C5[0;L], ψ(x) ∈ C5[0;L].
5. ϕ(2k)(0) = ϕ(2k)(L) = 0, ψ(2k)(0) = ψ(2k)(L) = 0, k = 0, 1.

Нехай T > 0 — довiльна фiксована стала. Вважаємо, що

DT = {(t, x) : 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ x ≤ L}.

Розв’язок задачi (3) – (5) шукаємо у виглядi

u(t, x, ε) =
∞∑
s=1

zs(t, ε)vs(x), (6)

де zs(t, ε) — шукана функцiя, а vs(x) — розв’язок крайової задачi

v′′s (x) + ω2
svs(x) = 0, (7)
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vs(0) = vs(L) = 0,

ωs =
sπ

L
, s ∈ N .

Тобто

vs(x) =

√
2

L
sinωsx, s ∈ N.

При цьому
L∫

0

vs(x)vk(x)dx = δsk, s, k ∈ N,

де δsk — символ Кронекера.
Пiдставляючи формально (6) у (3) з урахуванням (7), домножуючи отриману

рiвнiсть на vs(x) та iнтегруючи її обидвi частини за змiнною x в межах вiд 0 до L,
дiстаємо

ε2z′′s + ω2
sa(t, ε)zs = ε

∞∑
k=1

csk(t, ε)zk + fs(t, ε), s ∈ N, (8)

де

csk(t, ε) =

L∫
0

c(t, x, ε)vk(x)vs(x)dx, fs(t, ε) =

L∫
0

f(t, x, ε)vs(x)dx.

Нехай мають мiсце такi умови.

6.
∂c(t, 0, ε)

∂x
=
∂c(t, L, ε)

∂x
= 0, t ∈ [0;T ].

7. f(t, 0, ε) = f(t, L, ε) = 0, t ∈ [0;T ].
Тодi

csk(t, ε) =

L∫
0

c(t, x, ε)vk(x)vs(x)dx =
1

L

 L∫
0

c(t, x, ε) cos(ωk − ωs)xdx−

−
L∫

0

c(t, x, ε) cos(ωk + ωs)xdx

 .

Зафiксуємо t, t ∈ [0;T ]. Iнтегруючи частинами, з останньої рiвностi дiстаємо

|csk(t, ε)| ≤
M

(ωk − ωs)4
, k 6= s, k, s ∈ N,

де стала M не залежить вiд k, s.
Надалi, у випадках, коли важливий лише факт обмеженостi, а не величина вiд-

повiдної сталої, писатимемо одну й ту саму сталу M .
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Аналогiчно дiстаємо оцiнку для fs(t, ε)

|fs(t, ε)| ≤
M

ω3
s

, s ∈ N.

Запишемо систему (8) у виглядi

ε2z′′ + a(t, ε)Ωz = εC(t, ε)z + f(t, ε), (9)

де z(t, ε) та f(t, ε) — нескiнченновимiрнi вектори з компонентами zs(t, ε) та fs(t, ε)
вiдповiдно,

Ω = diag{ω2
1, ω

2
2, ...},

C(t, ε) — нескiнченна матриця, що складається з елементiв csk(t, ε), k, s ∈ N .
Нехай

C(t, ε) =
∑
i≥0

εiC(i)(t), f(t, ε) =
∑
i≥0

εif (i)(t).

Розв’язок системи (9) шукаємо у виглядi

z(t, ε) = Π+(t, ε)ξ+(t, ε) + g(t, ε), (10)

де ξ+(t, ε) — нескiнченновимiрна вектор-функцiя, що є розв’язком задачi

ε
dξ+

dt
= Λ+(t, ε)ξ+, ξ+(0, ε) = a, (11)

a — нескiнченновимiрний вектор, всi компоненти якого дорiвнюють 1; Π+(t, ε) —
нескiнченна матриця, Λ+(t, ε) — нескiнченна дiагональна матриця та g(t, ε) — не-
скiнченновимiрна вектор-функцiя вигляду

Π+(t, ε) =
m∑
i=0

εiΠ
(i)
+ (t), Λ+(t, ε) =

m∑
i=0

εiΛ
(i)
+ (t), g(t, ε) =

m∑
i=0

εig(i)(t), m ≥ 1. (12)

Для визначення Π
(i)
+ (t), Λ

(i)
+ (t), g(i)(t), i = 0,m, пiдставимо (10), враховуючи (11),

до системи (9). Тодi, зрiвнюючи коефiцiєнти при ξ+(t, ε) i вiльнi члени, дiстаємо

Π+(t, ε)Λ2
+(t, ε) + a(t, ε)ΩΠ+(t, ε) = εC(t, ε)Π+(t, ε)− ε2Π′′+(t, ε)−

−2εΠ′+(t, ε)Λ+(t, ε)− εΠ+(t, ε)Λ′+(t, ε), (13)

a(t, ε)Ωg(t, ε) = εC(t, ε)g(t, ε) + f(t, ε)− ε2g′′(t, ε). (14)

Розглянемо спочатку тотожнiсть (13). Зрiвнюючи в нiй коефiцiєнти при однако-
вих степенях εi, i = 0,m, отримаємо

Π
(0)
+ (t)(Λ

(0)
+ (t))2 + a0(t)ΩΠ

(0)
+ (t) = 0, (15)
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Π
(i)
+ (t)(Λ

(0)
+ (t))2 + a0(t)ΩΠ

(i)
+ (t) =

i−1∑
j=0

C(j)(t)Π
(i−j−1)
+ (t)− (Π

(i−2)
+ (t))′′−

−
i−1∑
j=0

(
2(Π

(j)
+ (t))′Λ

(i−j−1)
+ (t) + Π

(j)
+ (t)(Λ

(i−j−1)
+ (t))′

)
−

−Π
(0)
+ (t)

(
2Λ

(0)
+ (t)Λ

(i)
+ (t) +

i−1∑
j=1

Λ
(j)
+ (t)Λ

(i−j)
+ (t)

)
−

i−1∑
j=1

i−j∑
k=0

Π
(j)
+ (t)Λ

(k)
+ (t)Λ

(i−k−j)
+ (t)−

−
i∑

j=1

aj(t)ΩΠ
(i−j)
+ (t), (16)

i = 1,m, Π
(k)
+ (t) ≡ 0, Λ

(k)
+ (t) ≡ 0, t ∈ [0;T ], k < 0.

Доведемо розв’язнiсть матричних рiвнянь (15), (16). Нехай p(0)
s+(t), s ∈ N , — стов-

пцi матрицi Π
(0)
+ (t), Λ

(0)
+ (t) = diag{λ(0)

1+(t), λ
(0)
2+(t), ...}.

Тодi система (15) набуде вигляду

((λ
(0)
s+(t))2 + a0(t)Ω)p

(0)
s+(t) = 0, s ∈ N.

Покладемо

λ
(0)
s+(t) = iωs

√
a0(t), s ∈ N, i2 = −1,

{p(0)
s+(t)}k ≡ 0, t ∈ [0;T ], k 6= s, k, s ∈ N,

{p(0)
s+(t)}s, s ∈ N , визначимо далi.
За побудовою матрицi Π

(0)
+ (t) i Λ

(0)
+ (t) дiагональнi. А тому вiдповiднi добутки не-

скiнченних матриць у (15) iснують i є дiагональними матрицями.
Iз системи (16) дiстаємо

((λ
(0)
s+(t))2 + a0(t)Ω)p

(i)
s+(t) = b

(i)
s+(t), s ∈ N,

де

b
(i)
s+(t) =

i−1∑
j=0

C(j)(t)p
(i−j−1)
s+ (t)−

i−1∑
j=0

(
2λ

(i−j−1)
s+ (t)(p

(j)
s+(t))′ + (λ

(i−j−1)
s+ (t))′p

(j)
s+(t)

)
−

−(p
(i−2)
s+ (t))′′ − p(0)

s+(t)
(

2λ
(0)
s+(t)λ

(i)
s+(t) +

i−1∑
j=1

λ
(j)
s+(t)λ

(i−j)
s+ (t)

)
−

−
i−1∑
j=1

i−j∑
k=0

λ
(k)
s+(t)λ

(i−k−j)
s+ (t)p

(j)
s+(t)−

i∑
j=1

aj(t)Ωp
(i−j)
s+ (t),

p
(i)
s+(t), s ∈ N , i = 1,m, — стовпцi матрицi Π

(i)
+ (t), Λ

(i)
+ (t) = diag{λ(i)

1+(t), λ
(i)
2+(t), ...}.
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Тодi

{p(i)
s+(t)}k =

{b(i)
s+(t)}k

a0(t)(ω2
k − ω2

s)
, i = 1,m, k 6= s, k, s ∈ N,

{p(i)
s+(t)}s ≡ 0, t ∈ [0;T ], i = 1,m, s ∈ N,

λ
(i)
s+(t) =

1

2λ
(0)
s+(t){p(0)

s+(t)}s

(
i−1∑
j=0

∞∑
h=1

{C(j)(t)}sh{p(i−j−1)
s+ (t)}h − {p(i−2)

s+ (t)}′′s−

−
i−1∑
j=0

(
2λ

(i−j−1)
s+ (t){p(j)

s+(t)}′s + (λ
(i−j−1)
s+ (t))′{p(k)

s+(t)}s
)
− {p(0)

s+(t)}s
i−1∑
j=1

λ
(j)
s+(t)λ

(i−j)
s+ (t)−

−
i−1∑
j=1

i−j∑
k=0

λ
(k)
s+(t)λ

(i−k−j)
s+ (t){p(j)

s+(t)}s −
i∑

j=1

aj(t)ω
2
s{p

(i−j)
s+ (t)}s

)
, i = 1,m, s ∈ N.

Розглянемо тепер тотожнiсть (14). Зрiвнюючи в нiй коефiцiєнти при однакових
степенях εi, i = 0,m, дiстаємо

a0(t)Ωg(0)(t) = f (0)(t),

a0(t)Ωg(i)(t) =
i−1∑
j=0

C(j)(t)g(i−j−1)(t)− (g(i−2)(t))′′ −
i∑

j=1

aj(t)Ωg
(i−j)(t) + f (i)(t),

i = 1,m, g(k)(t) ≡ 0, t ∈ [0;T ], k < 0.
Таким чином,

g(0)(t) =
1

a0(t)
Ω−1f (0)(t), (17)

g(i)(t) =
1

a0(t)
Ω−1

(
i−1∑
j=0

C(j)(t)g(i−j−1)(t)− (g(i−2)(t))′′ −
i∑

j=1

aj(t)Ωg
(i−j)(t) + f (i)(t)

)
,

(18)

i = 1,m.
Формули для визначення p(i)

s+(t), λ(i)
s+(t), s ∈ N , i = 1,m, отриманi за умови iснува-

ння вiдповiдних нескiнченних матриць у системi (16). Зупинимося на цьому питаннi
докладнiше.
8. Нехай m = 1.

Покладемо {p(0)
s+(t)}s ≡ {p(0)

s+}s = const, t ∈ [0;T ], s ∈ N . Тодi за побудовою

|{C(0)(t)p
(0)
s+}k| ≤


M |{p(0)

s+}s|
(ωk − ωs)4

, k 6= s,

M |{p(0)
s+}s|, k = s, k, s ∈ N,
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де стала M не залежить вiд k, s.
Отже, p(1)

s+(t), λ(1)
s+(t), s ∈ N , для всiх t ∈ [0;T ] iснують i

|{p(1)
s+(t)}k| ≤

M |{p(0)
s+}s|

|ω2
k − ω2

s |(ωk − ωs)4
, k 6= s, k, s ∈ N, (19)

|λ(1)
s+(t)| ≤Mωs, s ∈ N, (20)

де стала M не залежить вiд k, s.
Оскiльки Ω — дiагональна матриця, то

|{g(i)(t)}s| ≤
M

ω5
s

, i = 0, 1; s ∈ N,

зi сталою M , що не залежить вiд s.
Нехай w+(t, ε) = Π+(t, ε)ξ+(t, ε) + g(t, ε). Покладаючи

λ
(0)
s−(t) = −iωs

√
a0(t), s ∈ N, i2 = −1,

аналогiчно визначаємо Π−(t, ε), Λ−(t, ε), ξ−(t, ε) та w−(t, ε) = Π−(t, ε)ξ−(t, ε).
Побудуємо функцiю

u1(t, x, ε) =
∞∑
s=1

(ws+(t, ε) + ws−(t, ε))vs(x), (21)

де

ws+(t, ε) =
∞∑
j=1

{Π+(t, ε)}sj{ξ+(t, ε)}j + {g(t, ε)}s, s ∈ N.

Аналогiчну структуру має ws−(t, ε).
Для визначення {p(0)

s+}s i {p
(0)
s−}s, s ∈ N , розглянемо систему

ws+(0, ε) + ws−(0, ε) = as,

(ws+(t, ε) + ws−(t, ε))′|t=0
= bs,

(22)

де as =

L∫
0

ϕ(x)vs(x)dx i bs =

L∫
0

ψ(x)vs(x)dx, s ∈ N .

Використовуючи формули Крамера, подамо систему (22) наступним чином

{p(0)
s+}s = f1

(
{p(0)

s+}s, {p
(0)
s−}s

)
,

{p(0)
s−}s = f2

(
{p(0)

s+}s, {p
(0)
s−}s

)
,

(23)

s ∈ N .
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За побудовою∣∣∣fi ({p(0)
s+}s, {p

(0)
s−}s

)∣∣∣ ≤ M1

ω5
s

+ εM2

(
|{p(0)

s+}s|+ |{p
(0)
s−}s|+

1

ω5
s

+

+
∞∑
h=1
h6=s

( |{p(0)
h+}h|+ |{p

(0)
h−}h|

|ω2
s − ω2

h|(ωs − ωh)4
+
ωh
ωs

|{p(0)
h+}h|+ |{p

(0)
h−}h|

|ω2
s − ω2

h|(ωs − ωh)4

))
, i = 1, 2,

де сталi M1, M2 не залежать вiд s.
А тому на множинах

S5 =

{
({p(0)

s+}s, {p
(0)
s−}s) ∈ R2 : max{|{p(0)

s+}s|, |{p
(0)
s−}s|} ≤

M0

ω5
s

}
,

M0 < M1, s ∈ N , функцiї f1({p(0)
s+}s, {p

(0)
s−}s), f2({p(0)

s+}s, {p
(0)
s−}s) задовольняють умови

теореми про iснування та єдинiсть нерухомої точки [7, с. 609], тобто система (23) на
множинi S5 має єдиний розв’язок.
9. Припустимо, що компоненти {p(0)

s+}s, {p
(0)
s−}s, s ∈ N , розв’язку системи (23) вiдмiннi

вiд нуля.
Для знайдених {p(0)

s+}s та {p(0)
s−}s ряд (21) збiгається абсолютно i рiвномiрно у

прямокутнику DT . При цьому можливе почленне диференцiювання ряду (21) до двох
разiв включно; побудованi таким чином ряди збiгаються абсолютно i рiвномiрно для
всiх (t, x) ∈ DT .

Зазначимо, що

u1(0, x, ε) = ϕ(x),
∂u1(0, x, ε)

∂t
= ψ(x).

Функцiя ws+(t, ε) + ws−(t, ε) задовольняє систему (8) з точнiстю O

(
ε2

ω3
s

)
, s ∈

N , тобто |cs(t, ε)| ≤
k0ε

2

ω3
s

, t ∈ [0;T ], де cs(t, ε) — вiдповiдний залишок, стала k0 не

залежить вiд ε, s.
Нехай

zs(t, ε) = ws+(t, ε) + ws−(t, ε) + ys(t, ε). (24)

Тодi

ε2y′′s + ω2
sa(t, ε)ys = ε

∞∑
k=1

csk(t, ε)yk +O

(
ε2

ω3
s

)
, s ∈ N. (25)

Покладемо

ys(0, ε) = 0, y′s(0, ε) = 0, s ∈ N. (26)
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Позначимо через η(t, ε) диференцiальний iнварiант рiвняння (25), тобто

η(t, ε) =
a′′(t, ε)

4a(t, ε)
− 5

16

(
a′(t, ε)

a(t, ε)

)2

[8, с. 25].
Враховуючи (26), дiстаємо

ys(t, ε) =
ε

ωs

t∫
0

Ys(t, τ, ε)

(
η(τ, ε)ys +

1

ε

∞∑
k=1

csk(τ, ε)yk +O

(
1

ω3
s

))
dτ, s ∈ N, (27)

де

Ys(t, τ, ε) =
1

4
√
a(t, ε)a(τ, ε)

sin
ωsψ(t, τ, ε)

ε
, ψ(t, τ, ε) =

t∫
τ

√
a(τ, ε)dτ.

Для доведення iснування розв’язку рiвняння (27) скористаємося методом послi-
довних наближень. Визначаємо останнi за формулами

y(0)
s (t, ε) ≡ 0, t ∈ [0;T ],

y(q)
s (t, ε) =

ε

ωs

t∫
0

Ys(t, τ, ε)

(
η(τ, ε)y(q−1)

s (t, ε) +
1

ε

∞∑
k=1

csk(τ, ε)y
(q−1)
k +O

(
1

ω3
s

))
dτ,

де q ∈ N.
За побудовою

|y(1)
s (t, ε)| ≤ εk0t

ω4
s

, t ∈ [0;T ].

Оскiльки

∞∑
k=1

|csk(τ, ε)|
ω4
k

≤M

 1

ω4
s

+
∞∑
k=1
k 6=s

1

(ωs − ωk)4ω4
k

 ≤

≤M

 1

ω4
s

+

(
L

π

)8 ∞∑
k=1
k 6=s

1

(s− k)4k4

 ≤ M

ω3
s

 1

ωs
+ 8

(
L

π

)5 ∞∑
k=1
k 6=s

1

|s− k|k

 ≤
≤ ML

πω3
s

(
1 + 16

(
L

π

)4
)
≤ K

ω3
s

,

[9, с. 263, 264], де

|css(t, ε)| ≤M, |csk(t, ε)| ≤
M

(ωs − ωk)4
, t ∈ [0;T ], s 6= k, s, k ∈ N,
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то

|y(q)
s (t, ε)− y(q−1)

s (t, ε)| ≤ εk0K
q−1tq

ω4
sq!

, q ∈ N.

А тому ряд
∞∑
q=1

(y(q)
s (t, ε) − y(q−1)

s (t, ε)) на вiдрiзку [0;T ] збiгається абсолютно та

рiвномiрно. Позначимо його суму через ys(t, ε). Оскiльки

y(q)
s (t, ε) =

q∑
i=1

(y(i)
s (t, ε)− y(i−1)

s (t, ε)),

то y(q)
s (t, ε)→ ys(t, ε), t ∈ [0;T ], q →∞.
Враховуючи неперервнiсть наближень y(q)

s (t, ε), q ∈ N , приходимо до висновку,
що функцiя ys(t, ε) є розв’язком рiвняння (27).

За побудовою

|y(q)
s (t, ε)| ≤

q∑
i=1

|y(i)
s (t, ε)− y(i−1)

s (t, ε)| ≤ εk0(exp(KT )− 1)

Kω4
s

, q ∈ N.

Отже,

|ys(t, ε)| ≤
εk0(exp(KT )− 1)

Kω4
s

.

Покажемо, що рiвняння (27) на вiдрiзку [0;T ] має єдиний розв’язок. Для цього
скористаємося методом доведення вiд супротивного.

Нехай ys = ys(t, ε) та ys = ys(t, ε) — розв’язки рiвняння (27). Припустимо, що
ys(t, ε) 6≡ ys(t, ε), t ∈ [0;T ]. Тодi, не обмежуючи загальностi, вважаємо, що ys(t, ε) 6≡
ys(t, ε), t ∈ [0; δ], де δ — як завгодно мале число.

Нехай

θ(t) =
∞∑
s=1

(
ys(t, ε)− ys(t, ε)

)2
, t ∈ [0;T ]. (28)

Оскiльки ряд у правiй частинi (28) збiгається рiвномiрно i його члени є неперервними
функцiями на вiдрiзку [0;T ], то й функцiя θ(t) буде неперервною на цьому вiдрiзку
[9, с. 430].

Нехай θ1 = max
t∈[0;δ]

θ(t). Тодi для деякого t∗ ∈ [0; δ] θ(t∗) = θ1. Використовуючи

нерiвнiсть Кошi–Буняковського, з (27) дiстаємо

(
ys(t, ε)− ys(t, ε)

)2 ≤ c

(
1

ω2
s

t∫
0

θ(τ)dτ +

t∫
0

(
yk(τ, ε)− yk(τ, ε)

)2
dτ

)
зi сталою c, що не залежить вiд t та ε [9, с. 152; 4, с. 244].
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Тодi iснує стала c0, для якої

θ1 ≤ c0

t∗∫
0

θ(τ)dτ ≤ c0

δ∫
0

θ(τ)dτ ≤ c0δθ1.

Отже, δ ≥ 1

c0

, що суперечить вибору δ. Таким чином, рiвняння (27) має єдиний

розв’язок.
Iз наведених оцiнок для функцiй ys(t, ε) випливає абсолютна i рiвномiрна збi-

жнiсть ряду
∞∑
s=1

ys(t, ε)vs(x) (29)

у прямокутнику DT . При цьому можливе почленне диференцiювання ряду (29) за
змiнними t та x до двох разiв включно; знайденi таким чином ряди збiгаються абсо-
лютно i рiвномiрно в DT .

За побудовою

ε2

∞∑
k=1

z′′k(t, ε)

L∫
0

vk(x)vs(x)dx+ a(t, ε)
∞∑
k=1

ω2
kzk(t, ε)

L∫
0

vk(x)vs(x)dx ≡

≡ ε
∞∑
k=1

 L∫
0

c(t, x, ε)vk(x)vs(x)dx

 zk(t, ε) +

L∫
0

f(t, x, ε)vs(x)dx, s ∈ N,

або
L∫

0

(
ε2∂

2u(t, x, ε)

∂t2
− a(t, ε)

∂2u(t, x, ε)

∂x2
− εc(t, x, ε)u(t, x, ε)− f(t, x, ε)

)
vs(x)dx ≡ 0,

де s ∈ N i функцiя u(t, x, ε) визначена за формулою (6).
Покладемо

q(t, x, ε) = ε2∂
2u(t, x, ε)

∂t2
− a(t, ε)

∂2u(t, x, ε)

∂x2
− εc(t, x, ε)u(t, x, ε)− f(t, x, ε).

Розглянемо ряд
∞∑
s=1

qs(t, ε)vs(x),

де

qs(t, ε) =

L∫
0

q(t, x, ε)vs(x)dx, s ∈ N.

За побудовою qs(t, ε) ≡ 0, t ∈ [0;T ], s ∈ N .
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Оскiльки функцiя q(t, x, ε) неперервна за змiнною x, x ∈ [0;L], (t, ε вважаємо
параметрами) i

q(t, 0, ε) = q(t, L, ε) = 0, t ∈ [0;T ],

то, продовжуючи непарним способом q(t, x, ε) на вiдрiзок [−L; 0], приходимо до ви-
сновку, що q(t, x, ε) ≡ 0, (t, x) ∈ DT [10, с. 578].

Таким чином, функцiя (6) у прямокутнику DT є розв’язком крайової задачi (3) –
(5), причому

|u(t, x, ε)− u1(t, x, ε)| = O(ε). (30)

В силу довiльностi T розв’язок задачi (3) – (5) визначаємо на множинi D∞ =

{(t, x) : t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ L}.

Теорема 1. Нехай ai(t) ∈ C4[0;∞), ci(t, x), fi(t, x) ∈ C4([0;∞) × [0;L]), i ≥ 0, i
виконуються умови 1, 3 – 9. Тодi iснує таке ε1, ε1 ≤ ε0, що перша крайова задача
(3) – (5) на множинi D∞ для всiх 0 < ε ≤ ε1 має єдиний розв’язок (6), для якого в
DT ⊂ D∞ справджується оцiнка (30).

Зауваження 1. Побудуємо функцiю

u1(t, x, ε) =
∞∑
s=1

(w
(s)
+ (t, ε) + w

(s)
− (t, ε))vs(x),

де, наприклад,

w
(s)
− (t, ε) =

∞∑
j=1

{Π−(t, 0)}sj{ξ−(t, ε)}j = {p(0)
s−}s{ξ−(t, ε)}s, s ∈ N.

При цьому
{p(0)

s−}s =
as
2

+O(ε), s ∈ N.

Таким чином, має мiсце оцiнка

|u(t, x, ε)− u1(t, x, ε)| = O(ε).

Теорема 1 мiстить достатнi умови iснування та єдиностi розв’язку задачi (3) – (5).
При цьому умови 4 – 7 давали змогу почленно диференцiювати вiдповiднi ряди.

Нехай тепер мають мiсце такi умови.
10. ϕ(x) ∈ C3[0;L], ψ(x) ∈ C3[0;L].
11. ϕ(0) = ϕ(L) = 0, ψ(0) = ψ(L) = 0.

Тодi для всiх t ∈ [0;T ]

|{p(1)
s+(t)}k| ≤

M |{p(0)
s+}s|

|ω2
k − ω2

s |(ωk − ωs)2
, k 6= s, k, s ∈ N,
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та

|{g(i)(t)}s| ≤
M

ω4
s

, i = 0, 1; s ∈ N,

зi сталою M , що не залежить вiд k, s.
Аналогiчно доводимо, що на множинах

S3 =

{
({p(0)

s+}s, {p
(0)
s−}s) ∈ R2 : max{|{p(0)

s+}s|, |{p
(0)
s−}s|} ≤

M0

ω3
s

}
, s ∈ N,

система (23) має єдиний розв’язок.
У даному випадку функцiя ws+(t, ε) + ws−(t, ε) задовольняє систему (8) з точнi-

стю O

(
ε2

ωs

)
, s ∈ N . Тодi для розв’язку ys = ys(t, ε) рiвняння, що аналогiчне (27),

справджується оцiнка ys(t, ε) = O

(
ε

ω2
s

)
, s ∈ N . А тому ряд (29) у прямокутнику DT

збiгається абсолютно i рiвномiрно.
За побудовою

ε2

m∑
k=1

z′′k(t, ε)

L∫
0

vk(x)vs(x)dx+ a(t, ε)
m∑
k=1

ω2
kzk(t, ε)

L∫
0

vk(x)vs(x)dx ≡

≡ ε
∞∑
k=1

 L∫
0

c(t, x, ε)vk(x)vs(x)dx

 zk(t, ε) +

L∫
0

f(t, x, ε)vs(x)dx, s = 1,m,

тобто
L∫

0

(
ε2∂

2um(t, x, ε)

∂t2
− a(t, ε)

∂2um(t, x, ε)

∂x2
− εc(t, x, ε)u(t, x, ε)− f(t, x, ε)

)
vs(x)dx ≡ 0,

s = 1,m, де

um(t, x, ε) =
m∑
k=1

zk(t, ε)vk(x).

Покладемо

qm(t, x, ε) = ε2∂
2um(t, x, ε)

∂t2
− a(t, ε)

∂2um(t, x, ε)

∂x2
− εc(t, x, ε)u(t, x, ε)− f(t, x, ε).

Розглянемо ряд
∞∑
s=1

qms(t, ε)vs(x), (31)

де

qms(t, ε) =

L∫
0

qm(t, x, ε)vs(x)dx, s ∈ N.
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За побудовою qms(t, ε) ≡ 0, t ∈ [0;T ], s = 1,m. Оцiнимо решту коефiцiєнтiв
qms(t, ε), s ≥ m+ 1. Для цього зазначимо, що

qm+1(t, x, ε) = qm(t, x, ε) + ε2z′′m+1(t, ε)vm+1(x)− a(t, ε)zm+1(t, ε)v′′m+1(x).

Оскiльки qm+1,s(t, ε) ≡ 0, t ∈ [0;T ], s = 1,m+ 1, то

qm,m+1(t, ε) = −(ε2z′′m+1(t, ε) + ω2
m+1a(t, ε)zm+1(t, ε)).

А тому

|qm,m+1(t, ε)| ≤ M

ω2
m+1

зi сталою M , що не залежить вiд m. I взагалi, враховуючи, що

qm+i(t, x, ε) = qm(t, x, ε) +
i∑

j=1

(ε2z′′m+j(t, ε)vm+j(x)− a(t, ε)zm+j(t, ε)v
′′
m+j(x)),

звiдки

qm,m+i(t, x, ε) = −(ε2z′′m+i(t, ε) + ω2
m+ia(t, ε)zm+i(t, ε)), i ∈ N,

дiстаємо

|qms(t, ε)| ≤
M

ω2
s

, s ≥ m+ 1,

де стала M не залежить вiд m, s. Таким чином, ряд (31) у прямокутнику DT збiгає-
ться абсолютно i рiвномiрно.

Оскiльки функцiя qm(t, x, ε) неперервна за змiнною x, x ∈ [0;L] (t, ε вважаємо
параметрами) i

qm(t, 0, ε) = qm(t, L, ε) = 0,

то, продовжуючи непарним способом qm(t, x, ε) на вiдрiзок [−L; 0], приходимо до
висновку, що qm(t, x, ε) є сумою ряду (31) [11, с. 68].

За побудовою um(t, x, ε) є розв’язком задачi

ε2∂
2um(t, x, ε)

∂t2
= a(t, ε)

∂2um(t, x, ε)

∂x2
+

+εc(t, x, ε)u(t, x, ε) + f(t, x, ε) +
∞∑

s=m+1

qms(t, ε)vs(x),

um(0, x, ε) = ϕm(x),
∂um(0, x, ε)

∂t
= ψm(x),

um(t, 0, ε) = um(t, L, ε) = 0,
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де

ϕm(x) =
m∑
s=1

asvs(x), ψm(x) =
m∑
s=1

bsvs(x).

Оскiльки
∞∑

s=m+1

qms(t, ε)vs(x)→ 0, m→∞,

i

um(t, x, ε)→ u(t, x, ε), m→∞,

рiвномiрно для всiх (t, x) ∈ DT , то функцiя (6) у прямокутнику DT є узагальненим
розв’язком крайової задачi (3) – (5) [12, с. 324].

Отже, має мiсце така теорема.

Теорема 2. Нехай ai(t) ∈ C3[0;∞), ci(t, x), fi(t, x) ∈ C3([0;∞) × [0;L]), i ≥ 0, i
виконуються умови 1, 3, 7 – 11. Тодi iснує таке ε1, ε1 ≤ ε0, що перша крайова задача
(3) – (5) на множинi D∞ для всiх 0 < ε ≤ ε1 має єдиний узагальнений розв’язок
(6), для якого в DT ⊂ D∞ справджується оцiнка (30).

Нехай тепер рiвняння (3) має вигляд

ε2∂
2u

∂t2
= a0(t)

∂2u

∂x2
+ εc(t, x, ε)u+ f(t, x, ε). (32)

Як i ранiше, розв’язок задачi (32), (4), (5) шукаємо у виглядi (6). При цьому
Π

(i)
+ (t), Λ

(i)
+ (t), g(i)(t), i = 0,m, визначаємо iз тотожностей (13), (14).

Зрiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях εi, i = 0,m, у тотожностi (13),
дiстаємо

Π
(0)
+ (t)(Λ

(0)
+ (t))2 + a0(t)ΩΠ

(0)
+ (t) = 0,

Π
(i)
+ (t)(Λ

(0)
+ (t))2 + a0(t)ΩΠ

(i)
+ (t) =

i−1∑
j=0

C(j)(t)Π
(i−j−1)
+ (t)− (Π

(i−2)
+ (t))′′−

−
i−1∑
j=0

(
2(Π

(j)
+ (t))′Λ

(i−j−1)
+ (t) + Π

(j)
+ (t)(Λ

(i−j−1)
+ (t))′

)
−

−Π
(0)
+ (t)

(
2Λ

(0)
+ (t)Λ

(i)
+ (t) +

i−1∑
j=1

Λ
(j)
+ (t)Λ

(i−j)
+ (t)

)
−

i−1∑
j=1

i−j∑
k=0

Π
(j)
+ (t)Λ

(k)
+ (t)Λ

(i−k−j)
+ (t),

i = 1,m, Π
(k)
+ (t) ≡ 0, Λ

(k)
+ (t) ≡ 0, t ∈ [0;T ], k < 0.

Нехай p(i)
s+(t), s ∈ N , i = 0,m — стовпцi матрицi Π

(i)
+ (t),

Λ
(i)
+ (t) = diag{λ(i)

1+(t), λ
(i)
2+(t), ...}, i = 0,m.
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Тодi за умови 6 маємо

|{p(1)
s+(t)}k| ≤

M |{p(0)
s+}s|

|ω2
k − ω2

s |(ωk − ωs)4
, k 6= s, k, s ∈ N,

|λ(1)
s+(t)| ≤M, s ∈ N,

де стала M не залежить вiд k, s.
Використовуючи метод математичної iндукцiї, покажемо, що мають мiсце такi

оцiнки:

|{p(i)
s+(t)}k| ≤

M |{p(0)
s+}s|

|ω2
k − ω2

s |(ωk − ωs)4
, k 6= s, k, s ∈ N, (33)

|λ(i)
s+(t)| ≤M, s ∈ N, (34)

i = 2,m; стала M не залежить вiд k, s.
Справдi, припускаючи справедливiсть оцiнок (33), (34) для i = 2, l, l ≥ 2, дiстаємо

{C(j)(t)p
(l−j)
s+ (t)}k =

∞∑
h=1

{C(j)(t)}kh{p(l−j)
s+ (t)}h = {C(j)(t)}kk{p(l−j)

s+ (t)}k+

+
∞∑
h=1
h6=k

{C(j)(t)}kh{p(l−j)
s+ (t)}h, 0 ≤ j ≤ l, k 6= s.

Тодi

|{C(j)(t)p
(l−j)
s+ (t)}k| ≤

≤ K1|{p(0)
s+}s|

 1

(ωk − ωs)4
+

∞∑
h=1

h6=k,h6=s

1

(ωk − ωh)4|ω2
h − ω2

s |(ωh − ωs)4

 ≤ K2|{p(0)
s+}s|

(ωk − ωs)4

для всiх 0 ≤ j ≤ l, k 6= s, k, s ∈ N (сталi K1, K2 не залежать вiд k, s ∈ N). А тому
для i = l + 1 має мiсце оцiнка (33). Таким чином, згiдно з принципом математичної
iндукцiї для всiх i = 2,m, k, s ∈ N , справджується оцiнка (33). Аналогiчно показуємо
правильнiсть оцiнки (34).
12. Нехай ϕ(x) ∈ C4[0;L], ψ(x) ∈ C4[0;L].

Тодi з умов 5, 7 випливає, що система (23) на множинi

S4 =

{
({p(0)

s+}s, {p
(0)
s−}s) ∈ R2 : max{|{p(0)

s+}s|, |{p
(0)
s−}s|} ≤

M0

ω4
s

}
, s ∈ N,

має єдиний розв’язок.
Для знайдених {p(0)

s+}s та {p(0)
s−}s ряд (21) збiгається абсолютно i рiвномiрно у

прямокутнику DT . При цьому можливе почленне диференцiювання ряду (21) до двох
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разiв включно; побудованi таким чином ряди збiгаються абсолютно i рiвномiрно для
всiх (t, x) ∈ DT .

Зазначимо, що функцiя ws+(t, ε) + ws−(t, ε) задовольняє систему (8) з точнiстю

O

(
εm+1

ω3
s

)
, s ∈ N .

Тодi, як i ранiше, доводимо iснування та єдинiсть розв’язку рiвняння (27).

Теорема 3. Нехай a0(t) ∈ Cm+3[0;∞), ci(t, x), fi(t, x) ∈ ∈ Cm+3([0;∞) × [0;L]),
i ≥ 0, i виконуються умови 1, 3, 5 – 7, 9, 12. Тодi iснує таке ε1, ε1 ≤ ε0, що
перша крайова задача (32), (4), (5) на множинi D∞ для всiх 0 < ε ≤ ε1 має єдиний
розв’язок (6), для якого в DT ⊂ D∞ справджується оцiнка

|u(t, x, ε)− um(t, x, ε)| = O(εm), (35)

де um(t, x, ε) — функцiя вигляду (21), в якiй Π+(t, ε), Π−(t, ε), Λ+(t, ε), Λ−(t, ε) та
g(t, ε) визначаються за формулами (12).

13. Нехай ϕ(x) ∈ C2[0;L], ψ(x) ∈ C2[0;L]. Тодi аналогiчно показуємо, що на множинах

S2 =

{
({p(0)

s+}s, {p
(0)
s−}s) ∈ R2 : max{|{p(0)

s+}s|, |{p
(0)
s−}s|} ≤

M0

ω2
s

}
, s ∈ N,

система (23) має єдиний розв’язок {p(0)
s+}s, {p

(0)
s−}s. При цьому для розв’язку ys =

ys(t, ε) рiвняння (27) справджується оцiнка ys(t, ε) = O

(
εm

ω2
s

)
, s ∈ N .

Теорема 4. Нехай a0(t) ∈ Cm+2[0;∞), ci(t, x), fi(t, x) ∈ Cm+2([0;∞)×[0;L]), i ≥ 0,
i виконуються умови 1, 3, 7, 9, 11, 13. Тодi iснує таке ε1, ε1 ≤ ε0, що перша крайова
задача (32), (4), (5) на множинi D∞ для всiх 0 < ε ≤ ε1 має єдиний узагальнений
розв’язок (6), для якого в DT ⊂ D∞ справджується оцiнка (35).
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