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Iнтегральнi зображення розв’язкiв сингулярної

крайової задачi на пiвосi для лiнiйної системи
другого порядку з регулярною особливою точкою
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Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова

Анотацiя. Для лiнiйної неоднорiдної системи другого порядку, визначеної на
[0,∞), для якої x = 0 є регулярною особливою точкою, дослiджено задачу вiд-
шукання неперервно диференцiйовного на [0,∞) розв’язку, який прямує до нуля,
коли x→∞. Iнтегральнi зображення розв’язкiв такого типу побудованi у випадку,
коли вiдповiдна однорiдна система є експоненцiально дихотомiчною на пiвосi (0,∞).
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Вступ

Для системи диференцiальних рiвнянь вигляду

x2u′′ + xP (x)u′ +Q(x)u = F(x), (1)
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де P (x) ∈ C1 (R+ 7→M(n;R)), Q(x) ∈ C2 (R+ 7→M(n;R)) (M(n;R) — множина (n×n)-
матриць з дiйсними елементами), F(x) ∈ C2 (R+ 7→Rn), поставимо сингулярну крайо-
ву задачу: знайти розв’язок u(·) ∈ C2 ((0,∞) 7→Rn), який задовольняє крайовi умови

u(+0) = λ, u(+∞) = 0. (2)

Тут λ ∈ Rn або наперед заданий вектор, або векторний параметр, який також пiд-
лягає визначенню.

Задачi такого типу природно виникають при розв’язаннi низки питань математи-
чної фiзики (детальнiший огляд робiт в цьому напрямку див. у [1]). У скалярному
випадку n = 1 задачу (1)–(2) було дослiджено в [2]. В [1] знайдено iнтегральнi пред-
ставлення розв’язкiв аналогiчної задачi для системи першого порядку з особливою
точкою x = 0 першого роду. При стандартному зведеннi системи (1) до системи 2n

рiвнянь першого порядку шляхом уведення векторної змiнної y = colon(u,u′), ви-
никає система з особливою точкою другого роду, що унеможливлює безпосереднє
застосування результатiв роботи [1].

В данiй роботi розглянемо випадок n ≥ 2 i з метою подолання зазначених тру-
днощiв запровадимо нову векторну змiнну

y =

(
u

v

)
:=

(
u

2x(x+ 1)−1u′

)
. (3)

Покладемо En := diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

), 0n := diag(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

), i подамо вiльний член та коефi-

цiєнти системи (1) у виглядi

F(x) = F0 + xF1(x), P (x) = P0 + xP1(x),

Q(x) = Q0 + xQ1 + x2Q2(x).

Вiдтак дослiджуватимемо сингулярну крайову задачу вигляду

xy′ = (A+ xB(x)) y + a + xf(x), (4)

y(+0) = µ, y(+∞) = 0, (5)

де µ = colon(λ, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

) ∈ R2n — або наперед заданий вектор, або векторний пара-

метр, який також пiдлягає визначенню,

A :=

(
0n

1
2
En

−2Q0 En − P0

)
, a :=

(
0

2F0

)
, f(x) :=

(
0

2
x+1

[F1(x)− F0]

)
, (6)

B(x) :=

(
0n

1
2
En

2
x+1

[Q0 −Q1 − xQ2(x)] −
[

1
x+1

En + P1(x)
] ) .
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1. Основнi припущення та допомiжнi леми

Окрiм перелiчених вище загальних припущень щодо системи (1), будемо в подаль-
шому вимагати виконання таких основних умов:

a): вiдображення P1(·), Q2(·) : [0,∞) 7→ M(n;R) обмеженi i F1(x) = o(x), x →
∞.

б): характеристичний полiном χ(λ) := det [λ(λ− 1)En + λP0 +Q0] лiнiйної
однорiдної системи Ейлера

x2u′′ + xP0u
′ +Q0u = 0 (7)

не має коренiв з дiйсною частиною, рiвною −1;
в): система

u′′ + P1(x)u′ +Q2(x)u = 0 (8)

експоненцiально дихотомiчна на пiвосi [1,∞);
г): лiнiйна алгебрична система Q0u = F0 сумiсна.

Варто вiдзначити, що цi умови не виключають вироджений випадок крайової задачi,
коли вiдповiдна однорiдна задача має нетривiальний розв’язок. Уточнимо також, що
умову в) слiд трактувати як експоненцiальну дихотомiчнiсть вiдповiдної еквiвален-
тної системи першого порядку, де

y′ = B̃(x)y, B̃(x) :=

(
0n En

−Q2(x) −P1(x)

)
. (9)

З усiх умов це єдина неефективна, тобто некоефiцiєнтна, умова. Вкажемо частинний
випадок системи (8), яка задовольняє умову в).

Лема 1. Якщо iснує стала симетрична матриця P∗ така, що

lim sup
x→∞

[
max
‖u‖=1

〈Q2(x)u,u〉+ ‖SP1(x)− P∗‖2 /4

]
< 0,

де SP1(x) := 1
2

[P1(x) + P ∗1 (x)] — симетрична складова матрицi P1(x) (∗ — операцiя
транспонування), то система (8) експоненцiально дихотомiчна на пiвосi [1,∞).

Доведення. Обчисливши похiдну невиродженої iндефiнiтної квадратичної фор-
ми

V (y) = −1

2
〈P∗u,u〉 − 〈v,v〉

у наслiдок системи (9), еквiвалентної системi (8), дiстанемо

V ′(y) = −〈P∗v,u〉 − ‖v‖2 + 〈u, Q2(x)u〉+ 〈u, P1(x)v〉 ≤

≤ max
‖u‖=1

〈Q2(x)u,u〉 ‖u‖2 − ‖v‖2 + ‖P1(x)− P∗‖ ‖u‖ ‖v‖ .
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Якщо виконана умова леми, то знайдуться додатнi числа x0 i γ такi, що

V ′(y) ≤ −γ ‖y‖2 ∀x ≥ x0.

Тепер на пiдставi результатiв робiт [3, 4] робимо висновок, що система (8) експонен-
цiально дихотомiчна на пiвосi [x0,∞). Неважко показати, що тодi ця система буде
експоненцiально дихотомiчною i на пiвосi [1,∞) (див. зауваження 3.1 [5, с. 234]). �

Наслiдок 1. Якщо вiдображення P1(·) та Q2(·) мають властивiсть

lim sup
x→∞

[
max
‖u‖=1

〈Q2(x)u,u〉+ ‖SP1(x)‖2 /4

]
< 0,

то система (8) експоненцiально дихотомiчна на пiвосi [1,∞).

Справдi, достатньо в лемi 1 покласти P∗ = 0n.

Наслiдок 2. Якщо

lim sup
x→∞

[
max
‖u‖=1

〈Q2(x)u,u〉
]

=: −q < 0,

iснує середнє

SP̄1 := lim
x→∞

1

x

x∫
0

SP1(s)ds

i
lim sup
x→∞

∥∥SP1(x)−SP̄1

∥∥ < 2
√
q,

то система (8) експоненцiально дихотомiчна на пiвосi [1,∞).

Справдi, достатньо в лемi 1 покласти P∗ = SP̄1.

Лема 2. Якщо система 8 експоненцiально дихотомiчна на пiвосi [1,∞), то екс-
поненцiально дихотомiчною на цiй пiвосi (а отже, й на пiвосi [x0,∞) при довiль-
ному x0 > 0) буде й система

xy′ = (A+ xB(x)) y. (10)

Доведення. Оскiльки система (9) буде експоненцiально дихотомiчною тодi й
лише тодi, коли таку саму властивiсть матиме i система

y′ = B̂(x)y, B̂(x) :=

(
0n

1
2
En

−2Q2(x) −P1(x)

)
,

i ∥∥∥∥1

x
A+B(x)− B̂(x)

∥∥∥∥→ 0, x→∞,

то твердження леми випливає з теореми 5.1 на с. 260, зауваження 5.2 на с. 261 та
зауваження 3.1 на с. 234 в [5]. �
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Лема 3. Характеристичним полiномом матрицi A в (6) є характеристичний
полiном χ(λ) системи (7).

Доведення. Справдi,

|λE2n − A| =

∣∣∣∣∣ λEn −1
2
En

2Q0 λEn + P0 − En

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣ λEn 0n

Q0 λEn + P0 − En + λ−1Q0

∣∣∣∣∣ = λn
∣∣λEn + P0 − En + λ−1Q0

∣∣ =

=
∣∣λ2En + λ (P0 − En) +Q0

∣∣ = χ(λ).

�

Лема 4. Система
Ay + a = 0 (11)

вiдносно y сумiсна тодi й лише тодi, коли виконана умова г), причому iснує єдиний
вектор ξ ∈ imQ∗0 такий, що Q0ξ = F0. Вектор η := colon(ξ,0) є єдиним розв’язком
системи (11), який належить пiдпростору imA∗.

Доведення. З вигляду матрицi A випливає, що всякий розв’язок системи (11)
має вигляд colon(u,0), де u задовольняє систему Q0u = F0. Добре вiдомо, що оста-
ння система у випадку сумiсностi має єдиний розв’язок u = ξ, який належить imQ∗0.
Отже, вектор η, визначений у формулюваннi леми, задовольняє систему (11).

Далi, оскiльки пiдпростiр imA∗ утворюють вектори вигляду

y = colon

(
Q∗0z,w −

1

2
(En − P ∗0 )z

)
, ∀u, z ∈ Rn,

то на цьому пiдпросторi система (11) еквiвалентна такiй:

w − 1

2
(En − P ∗0 )z = 0, 2Q0Q

∗
0z = F0.

Вектор η належить imA∗, оскiльки за означенням imQ∗0 знайдеться хоча б один
вектор z такий, що 2Q∗0z = ξ, i цей вектор однозначно визначає вектор w = 1

2
(En −

P ∗0 )z. Залишилося зауважити, що система (11) має не бiльше одного розв’язку з
пiдпростору imA∗. �

Леми 1, 3, 4 разом з умовами а)–г) дають пiдстави стверджувати, що до крайової
задачi (4) можна застосувати результати [1]. Перш нiж це зробити, розкласифiкуємо
розв’язки лiнiйної однорiдної системи (10) за можливими типами вiдповiдно до того,
як це було запропоновано в [1].
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2. Класифiкацiя розв’язкiв системи (10)

Вiдповiдно до [1] апрiорi для розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи (10) можна
видiлити шiсть лiнiйних пiдпросторiв Li ∈ R2n (i = 1, . . . , 6), якi характеризуються
такими властивостями:

1) y(1) ∈ L1 тодi i лише тодi, коли

‖y(x)‖ ≤ c0

(x
s

)1+α

‖y(s)‖, 0 < x ≤ s ≤ 1, (12)

i
‖y(x)‖ ≤ c∗e

−γ(x−s)‖y(s)‖, 1 ≤ s ≤ x, (13)

де c0, c∗, α, γ — деякi додатнi сталi;
2) y(1) ∈ L2 тодi i лише тодi, коли знайдеться вектор ζ ∈ kerA \ {0} такий, що

y(x) =
(
E + x(E − A)−1B(0)

)
ζ + o(x), x→ +0, (14)

i справджується нерiвнiсть (13);
3) y(1) ∈ L3 тодi i лише тодi, коли не iснує правої похiдної y′(+0) i справджуються

нерiвностi

‖y(x)‖ ≤ c0

(x
s

)1−α
‖y(s)‖, 0 < s ≤ x ≤ 1, (15)

та (13);
4) y(1) ∈ L4 тодi i лише тодi, коли справджуються нерiвностi (12) та

‖y(x)‖ ≤ c∗e
γ(x−s)‖y(s)‖, 1 ≤ x ≤ s; (16)

5) y(1) ∈ L5 тодi i лише тодi, коли розв’язок допускає представлення (14) i задо-
вольняє нерiвнiсть (16);

6) y(1) ∈ L6 тодi i лише тодi, коли коли не iснує правої похiдної y′(+0) i справ-
джуються нерiвностi (15) та (16).

Очевидно, що у випадку n = 2 одночасно нетривiальними можуть бути не бiльше
чотирьох з шести пiдпросторiв Li, i = 1, . . . , 6 . Як що ж n ≥ 3, то реалiзуватися
можуть усi шiсть пiдпросторiв. Простори L2 та L5 можуть бути нетривiальними лише
за умови, що

dim kerQ0 > 0.

3. Основна теорема

Нехай u1(x), . . . ,u2n(x) — фундаментальна система розв’язкiв (ФСР) однорiдної
системи

x2u′′ + xP (x)u′ +Q(x)u = 0, (17)
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нормована в точцi x = 1 у такий спосiб, щоб матрицi

U1(x) := [u1(x), . . . ,un(x)] , U2(x) := [un+1(x), . . . ,u2n(x)] ,

утворенi стовпцями зазначеної ФСР, задовольняли умови

U1(1) = En, U2(1) = 0n, U ′1(1) = 0n, U ′2(1) = En.

Уведемо також фундаментальну (n× 2n) матрицю

U(x) := [u1(x), . . . ,u2n(x)].

Поряд з (17) розглянемо спряжену систему

x2w′′ − xP ∗(x)w′ +
(
Q∗(x) + P ∗(x)− x [P ′(x)]

∗)
w = 0, (18)

i нормуємо її ФСР w1(x), . . . ,w2n(x) так, щоб матрицi

W1(x) := [w1(x), . . . ,wn(x)], W2(x) := [wn+1(x), . . . ,w2n(x)],

утворенi стовпцями цiєї ФСР, задовольняли умови

W1(1) = 0n, W2(1) = En, W ′
1(1) = −En, W ′

2(1) = P ∗(1).

Тепер уведемо (n× 2n)-фундаментальну матрицю

W (x) := [w1(x), . . . ,w2n(x)].

Позначимо через P1, . . . , P6 набiр взаємно диз’юнктивних проекцiйних матриць,
природно породжених розкладом

R2n =
6⊕
i=1

Li,

i увiвши множини

D := {(x, s) : 0 < x < s < 1} ∪ {(x, s) : 1 ≤ s ≤ x},

D+ := {(x, s) : 0 < s ≤ x}, D− := {(x, s) : 0 < x < s},

визначимо матричнозначнi функцiї

G1(x, s) :=


U(x)P1W

∗(s), (x, s) ∈ D ∩D+,

−U(x)P1W
∗(s), (x, s) ∈ D ∩D−,

0, (x, s) ∈ (D+ ∪D−) \D,

G2(x, s) :=

 U(x)(P2 + P3)W ∗(s), (x, s) ∈ D+,

−U(x)(P4 + P5 + P6)W ∗(s), (x, s) ∈ D−,
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G(x, s) := G1(x, s) + G2(x, s),

та вектор-функцiю

g(x) :=
1

x
[F1(x)− F0 + (Q0 −Q1 − xQ2(x)) ξ] .

Теорема 1. Крайова задача (1)–(2) має розв’язок тодi й лише тодi, коли
∞∫

0

P6W
∗(s)g(s)ds = 0. (19)

Якщо ця умова виконана, то всi розв’язки крайової задачi описує формула

u = U(x)(c1 + c2) + ξ +

∞∫
0

G(x, s)g(s)ds, (20)

де c1 ∈ L1 та c2 ∈ L2 — довiльнi вектори, а ξ ∈ imQ∗0 — такий єдиний вектор, що
Q0ξ = F0. При цьому λ = ξ + κ(c2), де

κ(c2) = U(+0)

c2 −
∞∫

0

P5W
∗(s)g(s)ds

 ∈ kerQ0.

Доведення. Нехай Y (x) — нормована в точцi x = 1 фундаментальна матриця
системи (10). Визначимо матричнозначнi функцiї

G1(x, s) :=


Y (x)P1Y

−1(s), (x, s) ∈ D ∩D+,

−Y (x)P1Y
−1(s), (x, s) ∈ D ∩D−,

0, (x, s) ∈ (D+ ∪D−) \D,

G2(x, s) :=

 Y (x)(P2 + P3)Y −1(s), (x, s) ∈ D+,

−Y (x)(P4 + P5 + P6)Y −1(s), (x, s) ∈ D−,

G(x, s) := G1(x, s) +G2(x, s).

Якщо виконуються умови а)–г), то за теоремою 5.1 [1] та з урахуванням лем 1, 3, 4
задача (4)–(5) має розв’язок тодi i лише тодi, коли

∞∫
0

P6Y
−1(s) [f(s) +B(x)η] ds = 0. (21)



176 Л. В. Процак

За умови, що ця рiвнiсть виконується, множину всiх розв’язкiв задачi (4)–(5) охоплює
формула

y = Y (x)c + η +

∞∫
0

G(x, s) [f(s) +B(x)η] ds, (22)

де c ∈ L1 ⊕ L2 — довiльний вектор, η — вектор, визначений у лемi 4. Зрозумiло, що
вектор-функцiя, утворена першими n компонентами лiвої частини формули (22), ви-
значатиме множину розв’язкiв основної крайової задачi (1)–(2). З’ясуємо структуру
цiєї вектор-функцiї.

З формули (3) випливає, що матрицю Y (x) можна подати у виглядi

Y (x) =

(
U1(x) U2(x)

V1(x) V2(x)

)
:=

(
En 0n

0n
2x
x+1

En

)(
U1(x) U2(x)

U ′1(x) U ′2(x)

)
.

Покажемо, що справджується рiвнiсть

Y −1(x) =

(
x−1W ∗

1 (x)P (x)− [W ′
1(x)]∗ W ∗

1 (x)

x−1W ∗
2 (x)P (x)− [W ′

2(x)]∗ W ∗
2 (x)

)(
En 0n

0n
x+1
2x
En

)
. (23)

Для цього зауважимо, що матриця

Ỹ (x) :=

(
U1(x) U2(x)

U ′1(x) U ′2(x)

)
є нормованою в точцi x = 1 фундаментальною матрицею системи першого порядку

y′ =

(
0n En

−x−2Q(x) −x−1P (x)

)
y,

еквiвалентної системi другого порядку (17). Якщо обернену до зазначеної матрицi
транспонувати, то дiстанемо матрицю

[
Ỹ −1(x)

]∗
, яка, як добре вiдомо, буде нормо-

ваною фундаментальною матрицею спряженої системи

y′ =

(
0n x−2Q∗(x)

−En x−1P ∗(x)

)
y ⇔

z′ = x−2Q∗(x)w,

w′ = −z + x−1P ∗(x)w,
(24)

де y = colon(z,w). Здиференцiювавши тут пiдсистему для змiнної w, дiстанемо для
цiєї змiнної систему другого порядку (18), спряжену вiдносно вихiдної системи (17).
З урахуванням означення матриць W1(x), W2(x) нормована в точцi x = 1 фундамен-
тальна матриця системи (24) має вигляд[

Ỹ −1(x)
]∗

=

(
x−1P ∗(x)W1(x)−W ′

1(x) x−1P ∗(x)W2(x)−W ′
2(x)

W1(x) W2(x)

)
.

Звiдси й випливає формула (23).
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Зауваживши, що

f(x) +B(x)η = colon

(
0,

2x

x+ 1
g(x)

)
,

з урахуванням (23) легко переконатися в тому, що вектор-функцiя, утворена перши-
ми n компонентами вектор-функцiї Y (x)PjY

−1(s) [f(s) +B(s)η] має вигляд
U(x)PjW

∗(s)g(s). Тепер уже зрозумiло, що умова (21) iснування розв’язку крайо-
вої задачi (1)–(2) набирає вигляду (19), а формула сiм’ї розв’язкiв цiєї задачi (20)
безпосередньо випливає з (22). Структура вектора κ(c2) пояснюється властивостями
розв’язкiв, асоцiйованими з пiдпросторами Li, i = 1, . . . , 6, якщо при цьому взяти до
уваги формули (19) та (20). �

Зауваження 1. В роботi [2] потребує уточнення формула для вронскiана
W (x), який фiгурує у формулах для розв’язкiв теореми 1. Його слiд визначити як

W (x) =
2x

x+ 1
e−

∫ x
1 b1(s)ds.

Водночас другий рядок матрицi Y (x; i, j) має бути домножений на x/(x+ 1).

4. Висновки

З’ясовано, що iснування розв’язку сингулярної крайової задачi (4)–(5) обумовле-
не виконанням умови ортогональностi вигляду (19). Ця задача є виродженою, якщо
хоча б один з пiдпросторiв L1 або L2 нетривiальний; в цьому випадку розв’язки
утворюють k-параметричну сiм’ю, де k = dimL1 ⊕ L2. За допомогою певним чи-
ном нормованих фундаментальних систем розв’язкiв вiдповiдної однорiдної системи
та спряженої iз нею системи побудовано ядро iнтегрального зображення розв’язкiв
дослiджуваної неоднорiдної крайової задачi.

Значно складнiшим для аналiзу є випадок, коли x = 0 є iррегулярною особливою
точкою. Цьому випадку буде присвячено окреме дослiдження, яке спиратиметься на
результати М.I. Шкiля та В.К. Григоренка [6].
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