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Розв’яжемо рiвняння

x′′(t)− tx(t) = 0, (1)

де x(t) — невiдома функцiя вiд t, визначена на деякому промiжку, скiнченному чи
нескiнченному ([a; b] ⊂ (0; +∞)).

Для даного рiвняння вiдомо два лiнiйно незалежних розв’язки у виглядi спецi-
альних функцiй Ai(x) i Bi(x), якi називають спецiальними функцiями Ейрi, на честь
британського математика i астронома Джорджа Бiдделя Ейрi (1801 – 1892 рр.).

Дане рiвняння розглядаємо як важливий приклад застосування розробленого на-
ми методу розв’язання системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь iз змiнною матри-
цею другого порядку [1].

Замiною {
x = y1,

x′ = y2

(2)

це рiвняння зводиться до системи

y′ = A(t)y, (3)

де

y =

(
y1

y2

)
, A(t) =

(
0 1

t 0

)
. (4)

Вважатимемо, що t > 0. Тодi пiдстановкою [2]
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y = V (t)z, (5)

де

V (t) =

(
1 0

0
√
t

)
, (6)

система (3) зведеться до вигляду

z′(t) =

(
0
√
t

√
t − 1

2t

)
z(t), (7)

матриця якої є симетричною. Тому до системи (7) можна застосувати метод, запро-
понований в [1]. Для цього спочатку знайдемо власнi значення матрицi

A1(t) =

(
0
√
t

√
t − 1

2t

)
.

det(A1(t)− λE) = 0 =⇒ λ2 +
1

2t
λ− t = 0 =⇒

λ1 =
−1−

√
16t3 + 1

4t
, λ2 =

−1 +
√

16t3 + 1

4t
. (8)

Для матрицi A1(t) побудуємо перетворювальну матрицю T (t) у виглядi

T (t) =

(
c1(t)f1(t) c2(t)

c1(t) c2(t)f2(t)

)
, (9)

де

f1(t) =
a12(t)

λ1(t)− a11(t)
, f2(t) =

λ2(t)− a11(t)

a12(t)
,

c1(t), c2(t) — довiльнi диференцiйовнi функцiї.
Для нашого випадку маємо:

f1(t) = −4
t
3
2

√
16t3 + 1 + 1

, f2(t) =
1

4

√
16t3 + 1− 1

t
3
2

. (10)

Легко переконатися, що

f1(t) + f2(t) = 0, (11)

а, отже,

4 = detT = c1(t)c2(t)(f1(t)f2(t)− 1) = −c1(t)c2(t)(f 2
1 (t) + 1) 6= 0. (12)

Виконавши в системi (7) пiдстановку
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x(t) = T (t)z(t), (13)

приходимо до системи

z′(t) = T−1(t)A1(t)T (t)z(t) + T−1(t)T ′(t)z(t), (14)

або

z′(t) = Λ(t)z(t)− 1

4
B(t)z(t), (15)

де Λ(t) = diag{λ1(t), λ2(t)} — дiагональна матриця,

B(t) =

(
c′1(t)

c1(t)
+ q(t) −u(t)ρ(t)
ρ(t)
u(t)

c′2(t)

c2(t)
+ q(t)

)
, (16)

q(t) =
f1(t)f ′1(t)

f 2
1 (t) + 1

, ρ(t) =
f ′1(t)

f 2
1 (t) + 1

, u(t) =
c2(t)

c1(t)
. (17)

Тодi рiвняння (15) набуває вигляду

z′(t) = B̃(t)z(t), (18)

причому

b̃11(t) = λ1(t)− c′1(t)

c1(t)
− q(t), b̃12(t) = u(t)ρ(t),

b̃21(t) = −ρ(t)

u(t)
, b̃22(t) = λ2(t)− c′2(t)

c2(t)
− q(t). (19)

Далi виконаємо в системi (18) замiну

z(t) = Q(t)v(t), (20)

де

Q(t) = diag{1, δ(t)}, (21)

v(t) — новий невiдомий двовимiрний вектор, а функцiя δ(t) буде визначена пiзнiше.
Приходимо до системи

v′(t) =
˜̃
B(t)v(t), (22)

де

˜̃
b11(t) = b̃11(t),

˜̃
b12(t) = δ(t)̃b12(t),



РIВНЯННЯ ЕЙРI 163

˜̃
b21(t) =

1

δ(t)
b̃21(t),

˜̃
b22(t) = b̃22(t)− δ′(t)

δ(t)
. (23)

Матриця ˜̃B(t) неособлива (це буде видно з подальших мiркувань). Тому систему
(22) запишемо у виглядi:

v(t) =
˜̃
B
−1

(t)v′(t). (24)

Виконавши в системi (24) замiну

v(t) = Q1(t)w(t), (25)

де

Q1(t) =

(
1 c(t)

0 1

)
, (26)

зведемо її до системи

w(t) = Q−1
1 (t)

˜̃
B
−1

(t)Q′1(t)w(t) +Q−1
1 (t)

˜̃
B
−1

(t)Q1(t)w′(t). (27)

Визначимо матрицi коефiцiєнти правої частини рiвностi (27):

Q−1
1 (t)

˜̃
B
−1

(t)Q′1(t) =

=
1

41(t)

(
1 −c(t)
0 t

) ˜̃
b22(t) −˜̃b12(t)

−˜̃b21(t)
˜̃
b11(t)

(0 c′(t)

0 0

)
=

=
1

41(t)

0 c′(t)̃̃b22(t) + c′(t)c(t)̃̃b12(t)

0 −c′(t)̃̃b21(t)

 ; (28)

Q−1
1 (t)

˜̃
B
−1

(t)Q1(t) =
1

41(t)
×

×

˜̃b22(t) + c(t)̃̃b21(t) c(t)̃̃b22(t) + c2(t)̃̃b12(t)− ˜̃b12(t)− c(t)̃̃b11(t)

−˜̃b21(t) −c(t)̃̃b21(t) +
˜̃
b11(t)

 ; (29)

де

41(t) = det
˜̃
B(t). (30)

Далi виберемо функцiї c(t), u(t) i δ(t) так, щоб виконувались рiвностi:

c′(t)̃̃b12(t) + c′(t)c(t)̃̃b21(t) = 0,

c(t)̃̃b22(t) + c2(t)̃̃b21(t)− ˜̃b12(t)− c(t)̃̃b11(t) = 0. (31)
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Iз першої з цих рiвностей маємо:

˜̃
b22(t) + c(t)̃̃b21(t) = 0. (32)

Звiдси, враховуючи (23), одержуємо:

b̃22(t)− δ′(t)

δ(t)
+ c(t)

1

δ(t)
b̃21(t) = 0. (33)

Врахувавши (19), приходимо до рiвностi

b̃22(t)− δ′(t)

δ(t)
− c(t) 1

δ(t)

ρ(t)

u(t)
= 0. (34)

Покладемо

b̃22(t) = 0, (35)

тодi

δ′(t)

δ(t)
+ c(t)

1

δ(t)

ρ(t)

u(t)
= 0. (36)

Взявши

c(t) = u(t), (37)

δ′(t) = −ρ(t), знаходимо

δ(t) = −
∫
ρ(t)dt. (38)

Тодi

4(t) = ρ2(t) 6= 0. (39)

Оскiльки det
˜̃
B(t) = det B̃(t) detQ(t) = ρ2(t)δ(t) 6= 0 , то матриця ˜̃B(t) неособлива.

Iз другої рiвностi (31) знайдемо u(t) . Дiйсно, згiдно з (29) запишемо її у виглядi

b̃22(t)− δ′(t)

δ(t)
+ c(t)

1

δ(t)
− 1

c(t)
δ(t)̃b12(t)− b̃21(t) = 0, (40)

звiдки

−(̃b11(t)− b̃22(t))− 1

δ(t)
c(t)

ρ(t)

u(t)
− δ(t) 1

c(t)
u(t)ρ(t)− δ′(t)

δ(t)
= 0. (41)

Враховуючи (15), (18) i (37), дiстанемо

−u
′(t)

u(t)
+ λ1(t)− λ2(t)− 1

δ(t)
ρ(t)− δ(t)ρ(t)− δ′(t)

δ(t)
= 0.
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Звiдси

u′(t)

u(t)
= Ψ(t), (42)

де

Ψ(t) = λ1(t)− λ2(t)− 1

δ(t)
ρ(t)− δ(t)ρ(t)− δ′(t)

δ(t)
, (43)

i

u(t) = e
∫

Ψ(t)dt. (44)

Зауважимо, що iз рiвностей (35) i (18) визначається функцiя c2(t) :

b̃22(t) = 0 =⇒ λ2(t)− c′2(t)

c2(t)
− q(t) = 0;

c′2(t)

c2(t)
= λ2(t)− q(t) =⇒ c2(t) = e

∫
(λ2(t)−q(t))dt. (45)

Знаючи u(t) i c2(t) , на пiдставi (15) можна визначити i функцiю c1(t):

c1(t) =
c2(t)

u(t)
.

Отже, у матрицi B̃(t) всi елементи визначенi. Повернемось тепер до системи (27).
Iз (18), (23), (31) i (39) дiстанемо

w(t) =
1

41(t)

(
0 0

0 c′(t)ρ(t)
δ(t)u(t)

)
w(t)+

+
1

41(t)

(
0 0
ρ(t)

δ(t)u(t)
b̃11(t) + ρ(t)

δ(t)

)
w′(t), (46)

звiдки

w1(t) = 0,(
1− c′(t)ρ(t)

41(t)δ(t)u(t)

)
w2(t) =

1

41(t)

(
b̃11(t) +

ρ(t)

δ(t)

)
w′2(t). (47)

Iз другого рiвняння маємо

w′2(t)

w2(t)
=

1− c′(t)ρ(t)
41(t)δ(t)u(t)

1
41(t)

(
b̃11(t) + ρ(t)

δ(t)

) =⇒ w′2(t)

w2(t)
=
41(t)− c′(t)ρ(t)

δ(t)u(t)

b̃11(t) + ρ(t)
δ(t)

.
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Враховуючи, що 41(t) = ρ2(t)δ(t), c(t) = u(t), δ(t) = −
∫
ρ(t)dt i u′(t)

u(t)
= Ψ(t),

одержимо

w′2(t)

w2(t)
=

Ψ(t)ρ(t)− ρ2(t)
(∫

ρ(t)dt
)2(

λ1(t)− c′(t)
c(t)
− q(t)

) ∫
ρ(t)dt− ρ(t)

, (48)

w2(t) = e
∫
ϕ(t)dt, (49)

де

ϕ(t) =
Ψ(t)ρ(t)− ρ2(t)

(∫
ρ(t)dt

)2(
λ1(t)− c′(t)

c(t)
− q(t)

) ∫
ρ(t)dt− ρ(t)

. (50)

Отже, вектор w(t) визначений повнiстю. Тепер за формулами (25), (26), i (37)
знайдемо вектор v(t):

v(t) =

(
1 u(t)

0 1

)(
0

w2(t)

)(
u(t)w2(t)

w2(t)

)
. (51)

Згiдно з (5), (13) i (20)

y(t) = V (t)T (t)Q(t)v(t). (52)

Отже, вектор y(t) визначений повнiстю. Згiдно з (2), знаходимо один розв’язок
рiвняння (1): x = y1.

Аналогiчно можна знайти й iнший розв’язок рiвняння (1), взявши, наприклад,
при знаходженнi δ(t) сталу iнтегрування вiдмiнну вiд нуля. Одержаний розв’язок
(1), як це легко бачити, буде лiнiйно незалежним з першим. Тому лiнiйна комбiнацiя
цих розв’язкiв дасть загальний розв’язок рiвняння Ейрi.

Зазначимо, що другий розв’язок, лiнiйно незалежний з першим, можна побуду-
вати й не змiнюючи δ(t) , по-iншому вибравши функцiю u(t).
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