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Тополого-метричнi властивостi однiєї множини

дiйсних чисел визначеної в термiнах частоти
двiйкової цифри

О. П. Макарчук,
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Анотацiя. В роботi дослiджуються властивостi множини розв’язкiв рiвняння
νi(x) = f(x) (i ∈ 0, 1) в двiйковiй системi числення, де νi(x) частота цифри i в двiй-
ковому записi числа x. Вказано алгоритм побудови коренiв рiвняння νi(x) = f(x).
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Abstract. In this paper we study the properties of the set of solutions of equation

νi(x) = f(x) (i ∈ 0, 1) in binary notation, where νi(x) is a frequency of digit i in binary

representation of number x. We specified algorithm of roots constructing for the equation

νi(x) = f(x).
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Вступ

Вiдомо, що для довiльного числа x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть αn, αn ∈ {0, 1},
∀n ∈ N така, що

x =
∞∑
j=1

αj
2j

= ∆2
α1α2...αn...

.

Останнiй запис називається двiйковим зображенням числа. Злiченна множина
точок має рiвно два зображення

∆2
α1α2...αn1(0)... = ∆2

α1α2...αn0(1)....
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Їх називають двiйково-рацiональними i вони, очевидно, подаються у виглядi
r

2s
, r, s ∈

Z+, r ≤ 2s. Для таких чисел прийнято використовувати перше двiйкове зображення.
Решта чисел називається двiйково-iррацiональними. Вони мають єдине зображення.

Нехай Ni(x, n) кiлькiсть цифр i ∈ {0, 1} у двiйковому зображеннi числа x до n-го
мiсця включно, тобто

Ni(x, n) = #{k : αk(x) = i, k ≤ n}.

Якщо iснує границя

lim
n→∞

Ni(x, n)

n
= νi(x),

то вона називається частотою цифри i у двiйковому зображеннi числа x.
Число називається нормальним за основою 2, якщо для кожного i ∈ {0, 1} частота

цифри i iснує i дорiвнює 1
2
.

За теоремою Бореля, майже всi в смислi мiри Лебега числа з вiдрiзку [0; 1] є
нормальними за основою 2, тобто мiра Лебега множини нормальних за основою 2
чисел з вiдрiзку [0; 1] дорiвнює 1.

Множина розв’язкiв рiвняння νi(x) = kx в трiйковiй системi числення розгляда-
лася в роботах [1], [2]. Множина розв’язкiв рiвняння νi(x) = x в двiйковiй системi
числення розглядалася в роботi [3].

1. Процедура CTF та властивостi множини розв’язкiв рiвняння
ν0(x) = f(x) в двiйковiй системi числення

Нехай неперервна строго зростаюча функцiя f(x) визначена на промiжку [u; v] ⊂
[0; 1] причому 0 ≤ f(u) < f(v) ≤ 1, тодi будемо казати, що функцiя f(x) задовольняє
властивiсть 1.

Нехай неперервна строго спадаюча функцiя f(x) визначена на промiжку [u; v] ⊂
[0; 1] причому 0 ≤ f(v) < f(u) ≤ 1, тодi будемо казати, що функцiя f(x) задовольняє
властивiсть 2.

Нехай Xi(f) множина чисел x, якi задовольняють рiвнiсть νi(x) = f(x).
Розглянемо процедуру CTF(i) (closer to the frequency — наближуючий до частоти)

для функцiї f(x), яка задовольняє властивiсть 1.
Нехай заданий набiр u чисел α1, α1, ..., αm кожне з яких набуває значення 0 або

1, причому серед них p цифр i. На набiр u накладемо обмеження :

∆0,α1α2...αm(0) > u, (1)

∆0,α1α2...αm(1) < v . (2)

Нехай i′ = 1− i. Побудуємо число
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x
ctf(i)
(f ;u) = ∆2

0,α1α2...αm ii...i︸︷︷︸
a1

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
b1

ii...i︸︷︷︸
a2

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
b2

... ii...i︸︷︷︸
an

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
bn

...

за наступним правилом: пiсля цифри αm будемо дописувати цифру i до того першого
моменту коли
p+ a1

m+ a1

> f
(
∆2
α1α2...αm(0)

)
(тобто a1−1+p

m+a1−1
≤ f(∆2

0,α1α2...αm(0))),

потiм будемо дописувати цифру i′ до першого моменту коли

a1 + p

m+ a1 + b1

< f

∆2
α1α2...αm ii...i︸︷︷︸

a1

(0)

( тобто a1+p
m+a1+b1−1

≥ f(∆2
0,α1α2...αm ii...i︸︷︷︸

a1

(0)
)), . . . ,

пiсля серiї з bn−1 цифр i′ дописуємо цифру i до першого моменту коли

p+ a1 + ...+ an
m+ a1 + b1 + ...+ an−1 + bn−1 + an

> f

∆2

α1...αm i...i︸︷︷︸
a1

i′...i′︸︷︷︸
b1

i...i︸︷︷︸
a2

i′...i′︸︷︷︸
b2

... i...i︸︷︷︸
an−1

i′...i′︸︷︷︸
bn−1

(0)


(тобто дописування an − 1 цифр i ще не достатньо для виконання останньої нерiв-
ностi), далi пiсля вище вказаної серiї з an цифр i дописуємо цифри i′ до першого
моменту коли

p+ a1 + ...+ an
m+ a1 + b1 + ...+ an−1 + bn−1 + an + bn

< f

∆2

α1...αm i...i︸︷︷︸
a1

i′...i′︸︷︷︸
b1

... i...i︸︷︷︸
an−1

i′...i′︸︷︷︸
bn−1

(0)

 i т. д..

Словесно дану побудову можна описати наступним чином, пiсля серiї цифр i′ ми
дописуємо цифри i до першого моменту поки весь запис (мається на увазi всi цифри
записанi пiсля коми) не буде мiстити l знакiв, причому вiдношення кiлькостi цифр i
(включаючи записанi) серед цих l знакiв до l буде строго бiльше нiж значення фун-
кцiї f вiд числа, що має двiйковий запис представлений всiма l знаками записаними
до цього (мається на увазi, що пiсля l знакiв стоїть перiод (0)), далi ми дописуємо
цифри i′ до першого моменту поки весь запис (мається на увазi всi цифри записанi
пiсля коми) не буде мiстити w знакiв, причому вiдношення кiлькостi цифр i серед цих
w знакiв до w буде строго менше нiж значення функцiї f вiд числа, що має двiйко-
вий запис представлений всiма l знаками записаними до цього (тобто всiма знаками
записаними до серiї цифр i′, якi ми почали дописувати). Даний процес можливий,
адже дописування великої кiлькостi цифр i пiсля деякого мiсця наближає частоту
цифри i цього числа до 1, а дописування великої кiлькостi цифр i′ пiсля деякого мi-
сця наближає частоту цифри i цього числа до 0, також важливо те, що функцiя f(x)

зростаюча. Зрозумiло, що даний процес послiдовного дописування нулiв та одиничок
нескiнчений.
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Лема 1. [3] Нехай

j0j0...j0︸ ︷︷ ︸
a1

j1j1...j1︸ ︷︷ ︸
b1

j0j0...j0︸ ︷︷ ︸
a2

j1j1...j1︸ ︷︷ ︸
b2

... j0j0...j0︸ ︷︷ ︸
an

j1j1...j1︸ ︷︷ ︸
bn

...

послiдовнiсть складена з символiв j0 та j1.
Якщо виконуються умови

lim
n→∞

a1 + a2 + ...+ an
a1 + b1 + a2 + b2 + ...+ an−1 + bn−1 + an

= λ,

lim
n→∞

a1 + a2 + ...+ an
a1 + b1 + a2 + b2 + ...+ an−1 + bn−1 + an + bn

= λ,

то
lim
n→∞

Nj0(x, n)

n
= λ, lim

n→∞

Nj1(x, n)

n
= 1− λ,

де Nji(x, n), (i ∈ 0; 1) — кiлькiсть символiв ji серед перших n символiв послiдовностi.

Теорема 1. Для функцiї f , яка задовольняє властивiсть 1 виконується умова:
x

ctf(i)
(f ;u) ∈ Xi(f) для довiльного набору u, який задовольняє нерiвностi (1),(2) .

Доведення. .

Лема 2. Нехай α, β, γ додатнi числа, причому
α

β
≤ γ, а x — найменше нату-

ральне число, що задовольняє нерiвнiсть
x+ α

x+ β
> γ, тодi x =

[
γβ − α
1− γ

]
+ 1.

Доведення.
x+ α

x+ β
> γ ⇒ x + α > γ(x + β)⇒ x >

γβ − α
1− γ

⇒ x =

[
γβ − α
1− γ

]
+ 1.

Лему доведено. �

Лема 3. Нехай ψ, λ, µ додатнi числа, причому
ψ

λ
≥ µ, а x — найменше нату-

ральне число, що задовольняє нерiвнiсть
ψ

x+ λ
< µ, тодi x =

[
ψ

µ
− λ
]

+ 1.

Доведення.
ψ

x+ λ
< µ ⇒ ψ < µ(x + λ) ⇒ x >

ψ

µ
− λ ⇒ x =

[
ψ

µ
− λ
]

+ 1. Лему

доведено. �

Для спрощення записiв вважатимемо

S(bn−1) = ∆2

0,α1α2...αm ii...i︸︷︷︸
a1

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
b1

ii...i︸︷︷︸
a2

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
b2

... ii...i︸︷︷︸
an−1

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
bn−1

(0)
.
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Лема 4. Для кожного натурального n ≥ 2,виконуються рiвностi

an =

[
(m+ a1 + b1 + ...+ an−1 + bn−1)f(S(bn−1)) − (p+ a1 + ...+ an−1)

1− f(S(bn−1))

]
+ 1,

bn =

[
p+ a1 + a2 + ...+ an

f(S(bn−1))
− (m+ a1 + b1 + a2 + b2 + ...+ an−1 + bn−1 + an)

]
+ 1.

Доведення. Зрозумiло, що an найменше натуральне число, що задовольняє не-
рiвнiсть

p+ a1 + ...+ an
m+ a1 + b1 + ...+ an−1 + bn−1 + an

> f

∆2

α1...αm i...i︸︷︷︸
a1

i′...i′︸︷︷︸
b1

i...i︸︷︷︸
a2

i′...i′︸︷︷︸
b2

... i...i︸︷︷︸
an−1

i′...i′︸︷︷︸
bn−1

(0)

 ,

тобто нерiвнiсть x+α
x+β

> γ, де

α = p+ a1 + a2 + ...+ an−1, β = m+ a1 + b1 + a2 + b2 + ...+ an−1 + bn−1,

γ = f

∆2

α1α2...αm ii...i︸︷︷︸
a1

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
b1

ii...i︸︷︷︸
a2

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
b2

... ii...i︸︷︷︸
an−1

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
bn−1

(0)

, причому

α
β
≤ γ за умовою побудови, тому за лемою 2

an =

[
γβ − α
1− γ

]
+ 1 =

=

[
(m+ a1 + b1 + ...+ an−1 + bn−1)f(S(bn−1))− (p+ a1 + ...+ an−1)

1− f(S(bn−1))

]
+ 1.

Зрозумiло, що bn найменше натуральне число, що задовольняє нерiвнiсть

p+ a1 + ...+ an
m+ a1 + b1 + ...+ an−1 + bn−1 + an + bn

< f

∆2
α1...αm i...i︸︷︷︸

a1

1...1︸︷︷︸
b1

... i...i︸︷︷︸
an−1

1...1︸︷︷︸
bn−1

(0)

 ,

тобто нерiвнiсть ψ
x+λ

< µ, де

ψ = p+ a1 + a2 + ...+ an, λ = m+ a1 + b1 + a2 + b2 + ...+ an−1 + bn−1 + an,

µ = f

∆2

0,α1α2...αm ii...i︸︷︷︸
a1

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
b1

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
a2

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
b2

... ii...i︸︷︷︸
an−1

11...1︸ ︷︷ ︸
bn−1

(0)

, причому

ψ
λ
≥ µ за умовою побудови, тому за лемою 4

bn =

[
ψ

µ
− λ
]

+ 1 =

[
p+ a1 + ...+ an

f(S(bn−1))
− (m+ a1 + b1 + ...+ an−1 + bn−1)

]
+ 1.
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Лему доведено. �

Враховуючи лему 4 , маємо:

an =

[
(m+ a1 + b1 + ...+ an−1 + bn−1)f(S(bn−1))− (p+ a1 + ...+ an−1)

1− f(S(bn−1)

)

]
+ 1,

bn =

[
p+ a1 + ...+ an

f(S(bn−1)
− (m+ a1 + b1 + ...+ an−1 + bn−1 + an)

]
+ 1.

Позначимо

gn =
(m+ a1 + b1 + a2 + b2 + ...+ an−1 + bn−1)f(S(bn−1))− (p+ a1 + a2 + ...+ an−1)

1− f(S(bn−1))
,

hn =
p+ a1 + a2 + ...+ an

f(S(bn−1))
− (m+ a1 + b1 + a2 + b2 + ...+ an−1 + bn−1 + an).

Тодi

bn
a1 + a2 + ...+ an

=
hn

a1 + a2 + ...+ an
+

−{hn}+ 1

a1 + a2 + ...+ an
=

=

p
a1+a2+...+an

+ 1

f(S(bn−1))
−
(

m

a1 + a2 + ...+ an
+
b1 + b2 + ...+ bn−1

a1 + a2 + ...+ an
+ 1

)
+

−{hn}+ 1

a1 + a2 + ...+ an
.

Звiдки

b1 + b2 + ...+ bn−1 + bn
a1 + a2 + ...+ an

=

p
a1+a2+...+an

+ 1

f(S(bn−1))
−
(

m

a1 + a2 + ...+ an
+ 1

)
+

−{hn}+ 1

a1 + a2 + ...+ an

Оскiльки an ≥ 1,∀n ≥ 2, lim
n→∞

S(bn−1) = x
ctf(i)
(f ;u), та {hn} ∈ [0; 1), то з останньої

рiвностi, отримаємо

lim
n→∞

b1 + b2 + ...+ bn
a1 + a2 + ...+ an

=
1

f(x
ctf(i)
(f ;u))

− 1. (3)

Отже,

lim
n→∞

p+ a1 + a2 + ...+ an
m+ a1 + b1 + a2 + b2 + ...+ an−1 + bn−1 + an + bn

=

lim
n→∞

p
a1+a2+...+an

+ 1
m

a1+a2+...+an
+ 1 + b1+b2+...+bn

a1+a2+...+an

=
1

1 + 1

f(x
ctf(i)
(f ;u)

)
− 1

= f(x
ctf(i)
(f ;u)).

З рiвностi (3) випливає

lim
n→∞

a1 + a2 + ...+ an
b1 + b2 + ...+ bn

=
f(x

ctf(i)
(f ;u))

1− f(x
ctf(i)
(f ;u))

. (4)

Оскiльки за лемою 4



ТОПОЛОГО-МЕТРИЧНI ВЛАСТИВОСТI ОДНIЄЇ МНОЖИНИ 145

an =

[
(m+ a1 + b1 + ...+ an−1 + bn−1)f(S(bn−1))− (p+ a1 + ...+ an−1)

1− f(S(bn−1))

]
+ 1

то,
an

b1 + b2 + ...+ bn−1

=
gn

b1 + b2 + ...+ bn−1

+
−{gn}+ 1

b1 + b2 + ...+ bn−1

=
f(S(bn−1))

1− f(S(bn−1))

(
m

b1 + b2 + ...+ bn−1

+
a1 + a2 + ...+ an−1

b1 + b2 + ...+ bn−1

+ 1

)
−

− 1

1− f(S(bn−1))

(
p

b1 + b2 + ...+ bn−1

+
a1 + a2 + ...+ an−1

b1 + b2 + ...+ bn−1

)
+

−{gn}+ 1

b1 + b2 + ...+ bn−1

.

Оскiльки bn ≥ 1, ∀n ≥ 2, lim
n→∞

S(bn−1) = x
ctf(i)
(f ;u), {gn} ∈ [0; 1), то враховуючи рiвнiсть

(4), отримаємо :

lim
n→∞

an
b1 + ...+ bn−1

=
f(x

ctf(i)
(f ;u))

1− f(x
ctf(i)
(k;u))

(
f(x

ctf(i)
(f ;u))

1− f(x
ctf(i)
(f ;u))

+ 1

)
− 1

1− f(x
ctf(i)
(f ;u))

f(x
ctf(i)
(f ;u))

1− f(x
ctf(i)
(f ;u))

= 0.

Звiдки враховуючи рiвнiсть (4), маємо

lim
n→∞

a1 + ...+ an
b1 + ...+ bn−1

= lim
n→∞

(
a1 + ...+ an−1

b1 + ...+ bn−1

+
an

b1 + ...+ bn−1

)
=

f(x
ctf(i)
(k;u))

1− f(x
ctf(i)
(k;u))

.

Тому
lim
n→∞

p+ a1 + a2 + ...+ an
m+ a1 + b1 + a2 + b2 + ...+ an−1 + bn−1 + an

=

lim
n→∞

p
b1+b2+...+bn−1

+ a1+a2+...+an
b1+b2+...+bn−1

m
b1+b2+...+bn−1

+ 1 + a1+a2+...+an
b1+b2+...+bn−1

=

f(x
ctf(i)
(f ;u)

)

1−f(x
ctf(i)
(f ;u)

)

1 +
f(x

ctf(i)
(f ;u)

)

1−f(x
ctf(i)
(f ;u)

)

= f(x
ctf(i)
(f ;u)).

Враховуючи лему 1 отримаємо νi(x
ctf(i)
(f ;u)) = f(x

ctf(i)
(f ;u)). Теорему доведено. �

Теорема 2. Для функцiї f(x), яка задовольняє властивiсть 1 множина Xi(f) є
всюди щiльною на вiдрiзку [u; v].

Доведення. Для довiльного вiдрiзка [a; b] ⊂ [u; v], де (0 ≤ a < b ≤ 1) знайдеться
двiйковий цилiндр [∆2

α1α2...αm(0); ∆2
α1α2...αm(0) + 1

2m
], який є пiдмножиною [a; b], але

x
ctf(i)
(f ;u) ∈ [∆2

α1α2...αm(0); ∆2
α1α2...αm(0) + 1

2m
], де u = (α1, α1, ..., αm), причому за теоремою

1 число xctf(i)
(f ;u) ∈ Xi(f), що i доводить потрiбне твердження. �

Теорема 3. Для функцiї f(x), яка задовольняє властивiсть 1 множина Xi(f)

континуальна.
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Доведення. Розглянемо наступний корекцiйний варiант процедури CTF. Нехай
заданий набiр u чисел α1, α1, ..., αm кожне з яких набуває значення 0 або 1, причому
серед них p цифр i та виконуються нерiвностi (1) та (2).

Нехай cn послiдовнiсть, для якої cn = 0∨ 1,∀n ∈ N . Побудуємо число xctf(i)
(k;u;{cn}) за

наступним правилом: пiсля запису серiї з an цифр i по процедурi CTF ми дописуємо
ще cn цифр i i далi продовжується процедура CTF, тобто якщо cn = 1, то пiсля серiї
з an цифр i по процедурi CTF дописується ще одна цифра i, якщо ж cn = 0 то пiсля
серiї з an цифр i нiчого не дописується i просто продовжується процедура CTF. Пе-
реконаємося в коректностi вище вказаної процедури. Нехай на певному кроцi, пiсля
того як було дописано цифри i по процедурi CTF отримали число t в якого r знакiв
пiсля коми, а далi йде перiод (0), причому серед r знакiв знаходиться s цифр i, тодi

t <
s

r
< 1, тому

s+ 1

r + 1
− s

r
=
r(s+ 1)− s(r + 1)

r(r + 1)
=

r − s
r(r + 1)

> 0, адже r > s, звiдки

s+ 1

r + 1
> t тобто пiсля того як була дописана зайва цифра i частка цифр i вже серед

r+1 знакiв пiсля коми все рiвно бiльша нiж t, тому далi можливе дописування цифр
i′ по процедурi CTF. Отже, коректнiсть побудови числа зрозумiла.

Лема 5. Якщо, xctf(i)
(f ;u;{cn}) = x

ctf(i)
(f ;u;{c′n})

, то cn ≡ c′n .

Доведення. Враховуючи лему 4, легко бачити, що

x
ctf(i)
(f ;u;{cn}) = ∆2

α1α2...αm ii...i︸︷︷︸
a′1

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
b′1

ii...i︸︷︷︸
a′2

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
b′2

... ii...i︸︷︷︸
a′n

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
b′n

...
,

x
ctf(i)
(f ;u;{c′n})

= ∆2

α1α2...αm ii...i︸︷︷︸
a′′1

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
b′′1

ii...i︸︷︷︸
a′′2

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
b′′2

... ii...i︸︷︷︸
a′′n

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
b′′n

...
,

де

a′n =

[
(m+ a′1 + b′1 + ...+ a′n−1 + b′n−1)f(S(b′n−1))− (p+ a′1 + a′2 + ...+ a′n−1)

1− f(S(b′n−1))

]
+ 1 + cn,

b′n =

[
p+ a′1 + a′2 + ...+ a′n

f(S(b′n−1))
− (m+ a′1 + b′1 + ...+ a′n−1 + b′n−1 + a′n)

]
+ 1,

a′′n =

[
(m+ a′′1 + b′′1 + ...+ a′′n−1 + b′′n−1)f(S(b′′n−1))− (p+ a′′1 + a′′2 + ...+ a′′n−1)

1− f(S(b′′n−1))

]
+ 1 + c′n,

b′′n =

[
p+ a′′1 + a′′2 + ...+ a′′n

f(S(b′′n−1))
− (m+ a′′1 + b′′1 + ...+ a′′n−1 + b′′n−1 + a′′n)

]
+ 1.
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Якщо послiдовностi cn та c′n не тотожнi, то iснує номер j ∈ N : cn = c′n,∀n ∈
{1, 2, ..., j − 1}, cj 6= c′j. Враховуючи вище вказанi формули, легко бачити, що a′n =

a′′n, b
′
n = b′′n,∀n ∈ {1, 2, ..., j − 1}, a′j 6= a′′j , звiдки x

ctf(i)
(f ;u;{cn}) 6= x

ctf(i)
(f ;u;{c′n})

. �

Лема 6. Якщо функцiя f(x) задовольняє властивiсть 1, то xctf(i)
(f ;u;{cn}) ∈ Xi(f)

для довiльної послiдовностi cn.

Доведення. Нехай xctf(i)
(f ;u;{cn}) = ∆2

α1α2...αm ii...i︸︷︷︸
a′1

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
b′1

ii...i︸︷︷︸
a′2

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
b′2

... ii...i︸︷︷︸
a′n

i′i′...i′︸ ︷︷ ︸
b′n

...
.

Оскiльки для кожного натурального n ≥ 2, виконуються рiвностi

a′n =

[
(m+ a′1 + b′1 + ...+ a′n−1 + b′n−1)f(S(b′n−1))− (p+ a′1 + a′2 + ...+ a′n−1)

1− f(S(b′n−1))

]
+ 1 + cn,

b′n =

[
p+ a′1 + a′2 + ...+ a′n

f(S(b′n−1))
− (m+ a′1 + b′1 + ...+ a′n−1 + b′n−1 + a′n)

]
+ 1,

то позначивши

g′n =
(m+ a′1 + b′1 + ...+ a′n−1 + b′n−1)f(S(b′n−1))− (p+ a′1 + a′2 + ...+ a′n−1)

1− f(S(b′n−1))
,

h′n =
p+ a′1 + a′2 + ...+ a′n

f(S(b′n−1))
− (m+ a′1 + b′1 + ...+ a′n−1 + b′n−1 + a′n),

отримаємо
b′n

a′1 + a′2 + ...+ a′n
=

h′n
a′1 + a′2 + ...+ a′n

+
−{h′n}+ 1

a′1 + a′2 + ...+ a′n
=

=

p
a′1+a′2+...+a′n

+ 1

f(S(b′n−1))
−
(

m

a′1 + a′2 + ...+ a′n
+
b′1 + b′2 + ...+ b′n−1

a′1 + a′2 + ...+ a′n
+ 1

)
+

−{h′n}+ 1

a′1 + a′2 + ...+ a′n
.

Звiдки

b′1 + b′2 + ...+ b′n−1 + b′n
a′1 + a′2 + ...+ a′n

=

p
a′1+a′2+...+a′n

+ 1

f(S(b′n−1))
−
(

m

a′1 + a′2 + ...+ a′n
+ 1

)
+

−{h′n}+ 1

a′1 + a′2 + ...+ a′n
.

Оскiльки a′n ≥ 1,∀n ≥ 2, lim
n→∞

S(b′n−1) = x
ctf(i)
(f ;u;{cn}), та {h

′
n} ∈ [0; 1), то з останньої

рiвностi, отримаємо

lim
n→∞

b′1 + b′2 + ...+ b′n
a′1 + a′2 + ...+ a′n

=
1

f(x
ctf(i)
(f ;u;{cn}))

− 1. (5)

Отже,

lim
n→∞

p+ a′1 + a′2 + ...+ a′n
m+ a′1 + b′1 + a′2 + b′2 + ...+ a′n−1 + b′n−1 + a′n + b′n

=
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lim
n→∞

p
a′1+a′2+...+a′n

+ 1

m
a′1+a′2+...+a′n

+ 1 +
b′1+b′2+...+b′n
a′1+a′2+...+a′n

=
1

1 + 1

f(x
ctf(i)
(f ;u;{cn})

)
− 1

= f(x
ctf(i)
(f ;u;{cn})).

З рiвностi (5) випливає

lim
n→∞

a′1 + a′2 + ...+ a′n
b′1 + b′2 + ...+ b′n

=
f(x

ctf(i)
(f ;u;{cn}))

1− f(x
ctf(i)
(f ;u;{cn})

. (6)

Оскiльки

a′n =

[
(m+ a′1 + b′1 + ...+ a′n−1 + b′n−1)f(S(b′n−1))− (p+ a′1 + a′2 + ...+ a′n−1)

1− f(S(b′n−1))

]
+ 1 + cn

то,
a′n

b′1 + b′2 + ...+ b′n−1

=
gn

b′1 + b′2 + ...+ b′n−1

+
−{gn}+ 1 + cn

b′1 + b′2 + ...+ b′n−1

=

=
f(S(b′n−1))

1− f(S(b′n−1))

(
m

b′1 + b′2 + ...+ b′n−1

+
a′1 + a′2 + ...+ a′n−1

b′1 + b′2 + ...+ b′n−1

+ 1

)
−

− p

1− f(S(b′n−1))

(
p

b′1 + b′2 + ...+ b′n−1

+
a′1 + a′2 + ...+ a′n−1

b′1 + b′2 + ...+ b′n−1

)
+
−{g′n}+ 1 + cn

b′1 + b′2 + ...+ b′n−1

.

Оскiльки b′n ≥ 1,∀n ≥ 2, lim
n→∞

S(b′n−1) = x
ctf(i)
(f ;u;{cn}), {g

′
n} ∈ [0; 1), то враховуючи

рiвнiсть (6), отримаємо

lim
n→∞

a′n
b′1 + b′2 + ...+ b′n−1

=

=
f(x

ctf(i)
(f ;u;{cn}))

1− f(x
ctf(i)
(f ;u;{cn})

(
f(x

ctf(i)
(f ;u;{cn}))

1− f(x
ctf(i)
(f ;u;{cn}))

+ 1

)
− 1

1− f(x
ctf(i)
(f ;u;{cn}))

f(x
ctf(0)
(f ;u;{cn})

1− fxctf(i)
(f ;u;{cn})

= 0.

Звiдки враховуючи рiвнiсть (6) , маємо

lim
n→∞

a′1 + ...+ a′n
b′1 + ...+ b′n−1

= lim
n→∞

(
a′1 + ...+ a′n−1

b′1 + ...+ b′n−1

+
a′n

b′1 + ...+ b′n−1

)
=

f(x
ctf(i)
(f ;u;{cn})

1− f(x
ctf(i)
(f ;u;{cn}))

,

тому

lim
n→∞

p+ a′1 + a′2 + ...+ a′n
m+ a′1 + b′1 + a′2 + b′2 + ...+ a′n−1 + b′n−1 + a′n

=

lim
n→∞

p
b′1+b′2+...+b′n−1

+
a′1+a′2+...+a′n
b′1+b′2+...+b′n−1

m
b′1+b′2+...+b′n−1

+ 1 +
a′1+a′2+...+a′n
b′1+b′2+...+b′n−1

=

f(x
ctf(i)
(f ;u;{cn})

)

1−f(x
ctf(i)
(f ;u;{cn})

)

1 +
f(x

ctf(i)
(f ;u;{cn})

)

1−f(x
ctf(i)
(f ;u;{cn})

)

= f(x
ctf(i)
(f ;u;{cn})).

Враховуючи лему 1 отримаємо, що xctf(i)
(f ;u;{cn}) ∈ Xi(f).

�
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Нехай X
ctf(i)
(f ;u;{cn}) — множина чисел x

ctf(i)
(k;u;{cn}) для всеможливих послiдовностей

cn, A — множина точок вiдрiзка [0; 1]. Враховуючи леми 5, 6 маємо: Xctf(i)
(f ;u;{cn}) ⊂

Xi(f) ⊂ A, де множини A таXctf(i)
(f ;u;{cn}) є континуальними, тому за теоремою Кантора–

Бернштейна Xi(f) — континуальна множина. �
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