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Вступ

Теорiя крайових задач для диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними –
важливий роздiл сучасної теорiї диференцiальних рiвнянь, який в теперiшнiй час iн-
тенсивно розвивається. Її актуальнiсть обумовлена як значимiстю її результатiв для
розвитку багатьох роздiлiв математики, так i численними застосуваннями її дося-
гнень при дослiдженнi рiзноманiтних математичних моделей рiзних процесiв i явищ
фiзики, механiки, бiологiї, медицини, економiки та технiки.

Добре вiдомо, що складнiсть дослiджуваних крайових задач суттєво залежить вiд
коефiцiєнтiв рiвнянь (рiзнi види виродженостей i особливостей) та геометрiї областi
(гладкiсть її межi, наявнiсть в неї кутових точок, тощо) в якiй розглядається зада-
ча. На цей час досить детально вивчено властивостi розв’язкiв крайових задач для
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лiнiйних, квазiлiнiйних та певних класiв нелiнiйних рiвнянь в однозв’язних областях
(однорiдних середовищах), якi обумовленi згаданими вище властивостями коефiцi-
єнтiв рiвнянь i геометрiї областi, та побудовано функцiональнi простори коректностi
задач для тих чи iнших областей [1-5].

Водночас багато важливих прикладних задач теплофiзики, термомеханiки, тео-
рiї пружностi, теорiї електричних кiл, теорiї коливань приводять до крайових задач
для диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними не тiльки в однорiдних сере-
довищах, коли коефiцiєнти рiвнянь є неперервними, але й в кусково-однорiдних та
неоднорiдних середовищах, коли коефiцiєнти рiвняння є кусково-неперервними чи,
зокрема, кусково-сталими [6-9].

Окрiм методу вiдокремлення змiнних [10] одним з важливих i ефективних ме-
тодiв вивчення лiнiйних крайових задач для диференцiальних рiвнянь з частинни-
ми похiдними є метод iнтегральних перетворень, який дає можливiсть будувати в
аналiтичному виглядi розв’язки тих чи iнших крайових задач через їх iнтеграль-
не зображення. Варто також зауважити, що для досить широкого класу задач (в
кусково-однорiдних середовищах) ефективним виявився метод гiбридних iнтеграль-
них перетворень, якi породженнi диференцiальними операторами, коли на кожнiй
компонентi зв’язностi кусково-однорiдного середовища розглядаються або ж рiзнi
диференцiальнi оператори, або ж диференцiальнi оператори того ж самого вигляду,
але з рiзними наборами коефiцiєнтiв [11-18].

Гiперболiчнi крайовi задачi в необмежених (двоскладових i тришарових) та напiв-
обмежених кусково-однорiдних цилiндричних областях розглянуто у працях автора
[19-21].

У цiй статтi ми пропонуємо точнi аналiтичнi розв’язки гiперболiчних крайових
задач 2-го порядку для обмежених за декартовою координатою кусково-однорiдних
областей, якi описуються цилiндричною системою координат.

1. Постановка задачi

Розглянемо задачу побудови обмеженого на множинi

D = {(t, r, ϕ, z); t > 0; (r, ϕ) ∈ Ω2 = 〈a; b〉 × [0; 2π); z ∈ K+
n =

n+1⋃
j=1

Ij ≡

≡
n+1⋃
j=1

(lj−1; lj), l0 ≥ 0; lk < lk+1; ln+1 ≡ l < +∞}
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2π-перiодичного щодо кутової змiнної ϕ розв’язку диференцiальних рiвнянь гi-
перболiчного типу 2-го порядку [10]

∂2uj
∂t2
−
[
a2
rj

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂ϕ2

)
+ a2

zj

∂2

∂z2

]
uj + χ2

juj = fj(t, r, ϕ, z), (1)

де z ∈ Ij; j = 1, n+ 1 з початковими умовами

uj
∣∣
t=0

= g1
j (r, ϕ, z);

∂uj
∂t

∣∣∣∣
t=0

= g2
j (r, ϕ, z); z ∈ I; j = 1,m+ 1, (2)

крайовими умовами(
α0

11

∂

∂z
+ β0

11

)
u1

∣∣∣∣
z=l0

= g0(t, r, ϕ);

(
αn+1

22

∂

∂z
+ βn+1

22

)
un+1

∣∣∣∣
z=l

= gl(t, r, ϕ), (3)

умовами спряження [11][(
αkj1

∂

∂z
+ βkj1

)
uk −

(
α2
j2

∂

∂z
+ βkj2

)
uk+1

]∣∣∣∣
z=lk

= 0; j = 1, 2; k = 1, n (4)

та вiдповiдними крайовими умовами на межi промiжку 〈a; b〉, де arj, azj, χj, αkjs, βkjs
— деякi невiд’ємнi сталi; cjk = αk2jβ

k
1j − αk1jβ

k
2j 6= 0; c1kc2k > 0; |α0

11| + |β0
11| 6= 0;

|αn+1
22 |+ |βn+1

22 | 6= 0; f(t, x, y, z) = {f1(t, r, ϕ, z), f2(t, r, ϕ, z), . . . , fn+1(t, r, ϕ, z)};
g1(r, ϕ, z) = {g1

1(r, ϕ, z), g1
2(r, ϕ, z), . . . , g1

n+1(r, ϕ, z)};
g2(r, ϕ, z) = {g2

1(r, ϕ, z), g2
2(r, ϕ, z) . . . , g2

n+1(r, ϕ, z)};
g0(t, r, ϕ), gl(t, r, ϕ) — заданi обмеженi неперервнi функцiї;
u(t, r, ϕ, z) = {u1(t, r, ϕ, z), u2(t, r, ϕ, z), . . . , un+1(t, r, ϕ, z)} — шукана функцiя.

2. Основна частина

Побудуємо розв’язок розглянутої задачi в залежностi вiд структури промiжку
〈a; b〉.

1. 〈a; b〉 = (0; +∞). У цьому випадку вважаємо, що виконуються крайовi умови

uj
∣∣
r=0

= 0;
∂uj
∂r

∣∣∣∣
r=+∞

= 0; z ∈ Ij; j = 1, n+ 1. (5)

Припустимо, що розв’язок задачi (1)-(5) iснує i заданi й шуканi функцiї задо-
вольняють умови застосовностi залучених нижче iнтегральних перетворень [22, 23,
11].

До задачi (1)-(5) застосуємо скiнченне iнтегральне перетворення Фур’є щодо ку-
тової змiнної ϕ [23]:

Fm[g(ϕ)] =

∫ 2π

0

g(ϕ)e−imϕdϕ ≡ gm, i =
√
−1, (6)

F−1
m [gm] =

1

2π
Re

(
∞∑
m=0

εmgme
imϕ

)
≡ g(ϕ), (7)
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Fm

[
d2g

dϕ2

]
= −m2Fm[g(ϕ)] ≡ −m2gm, (8)

де Re(·) — дiйсна частина виразу (·) щодо ϕ, ε0 = 1, εk = 2, k = 1, 2, 3, . . . .

Iнтегральний оператор Фур’є Fm за правилом (6) внаслiдок тотожностi (8)
початково-крайовiй задачi (1)-(5) ставить у вiдповiднiсть задачу побудови обмежено-
го на множинiD′ = {(t, r, z); t > 0; r ∈ (0; +∞); z ∈ K+

n } розв’язку диференцiальних
рiвнянь

∂2ujm
∂t2

−
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+

1

r

∂

∂r
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r2

)
+ a2

zj

∂2

∂z2

]
ujm + χ2

jujm = fjm(t, r, z), (9)

де z ∈ Ij, j ∈ 1, n+ 1 з початковими умовами

ujm
∣∣
t=0

= g1
jm(r, z);

∂ujm
∂t

∣∣∣∣
t=0

= g2
jm(r, z); z ∈ Ij; j = 1, n+ 1, (10)

крайовими умовами(
α0
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∂

∂z
+ β0

11

)
u1m

∣∣∣∣
z=l0

= g0m(t, r);
(
α2

22

∂

∂z
+ βn+1

22

)
un+1,m

∣∣∣∣
z=l

= glm(t, r), (11)

ujm
∣∣
r=0

= 0;
∂ujm
∂r

∣∣∣
r=+∞

= 0; z ∈ Ij; j = 1, n+ 1 (12)

та умовами спряження[(
αkj1

∂

∂z
+ βkj1

)
ukm −

(
αkj2

∂

∂z
+ βkj2

)
uk+1,m

]∣∣∣
z=l

= 0; j = 1, 2; k = 1, n. (13)

До задачi (9)-(13) застосуємо iнтегральне перетворення Фур’є-Бесселя щодо радiаль-
ної змiнної r [23]:

Hν [g(r)] =

+∞∫
0

g(r)Jν(λr)rdr ≡ g̃(λ), (14)

Hν [g̃(λ)] =

+∞∫
0

g̃(λ)Jν(λr)λdλ ≡ g(r), (15)

Hν

[
d2g

dr2
+

1

r

dg

dr
− ν2

r2
g

]
= −λ2Hν [g(r)] ≡ −λ2g̃(λ), (16)

де Jν(x) — цилiндрична функцiя дiйсного аргументу 1-го роду ν-го порядку.
Iнтегральний оператор Hm за правилом (14) внаслiдок тотожностi (16) крайовiй

задачi (9)-(13) ставить у вiдповiднiсть задачу побудови обмеженого на множинi

D
′′

= {(t, z) : t > 0, z ∈ K+
n }

розв’язку диференцiальних рiвнянь

∂2ũjm
∂t2

− a2
zj

∂2ũjm
∂z2

+ (a2
rjλ

2 + χ2
j)ũjm = f̃jm(t, λ, z); z ∈ Ij; j = 1, n+ 1 (17)
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з початковими умовами

ũjm
∣∣
t=0

= g̃1
jm(λ, z);

∂ũjm
∂t

∣∣∣∣
t=0

= g̃2
jm(λ, z); z ∈ Ij; j = 1, n+ 1, (18)

крайовими умовами(
α0

11

∂

∂z
+ β0

11

)
ũ1m

∣∣∣
z=l0

= g̃0k(t, λ);
(
αn+1

22

∂

∂z
+ βn+1

22

)
ũn+1,m

∣∣∣
z=l

= g̃lm(t, λ) (19)

та умовами спряження[(
αkj1

∂

∂z
+ βkj1

)
ũkm −

(
αkj2

∂

∂z
+ βkj2

)
ũk+1,m

]∣∣∣
z=lm

= 0; j = 1, 2; k = 1, n. (20)

До задачi (17)–(20) застосуємо скiнченне iнтегральне перетворення Фур’є на декар-
товому сегментi [l0; l] з n точками спряження щодо змiнної z [11]:

Fsn[g(z)] =

l∫
l0

g(z)V (z, λs)σ(z)dz ≡ gs, (21)

F−1
sn [gs] =

∞∑
s=1

gs
V (z, λs)

||V (z, λs)||2
≡ g(z), (22)

−
n+1∑
i=1

k2
i

lj∫
lj−1

g(z)Vi(z, λs)σidz − σ1a
2
z1(α0

11)−1V1(l0, λs)
(
α0

11

dg

dz
+ β0

11g
)∣∣∣

z=l0
+ (23)

+σn+1a
2
z,n+1(αn+1

22 )−1Vn+1(l, λs)
(
αn+1

22

dg

dz
+ βn+1

22 g
)∣∣∣

z=l
.

У формулах (21)-(23) беруть участь величини i функцiї:

V (z, λs) =
n+1∑
i=1

Vi(z, λs)θ(z − li−1)θ(li − z); σ(z) =
n+1∑
i=1

σiθ(z − li−1)θ(li − z);

σk =
az,k+1

a2
zk

n∏
m=k

c1mc2m; σn+1 =
1

az,n+1

; k = 1, n;

Vm(z, λs) =
n∏

i=m

c2iqi+1,sGm(z, λs); m = 1, n;

Vn+1(z, λs) = ωn2(λs) cos(qn+1,sz)− ωn1(λs) sin(qn+1,sz);

Gm(z, λs) = ωm−1,2(λs) cos(qmsz)− ωm−1,1(λs) sin(qmsz);

||V (z, λs)||2 =

l∫
l0

V 2(z, λs)σ(z)dz =
n+1∑
k=1

lk∫
lk−1

V 2
k (z, λs)σkdz;

qj ≡ qj(λ) = a−1
z,s(λ

2 + k2
s)

1
2 ; qjs = qj(λs);

νk1
ip (qjslm) = −αkipqsj sin(qjslm) + βkip cos(qjslm);
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ν2
ip(qjslm) = αkipqjs cos(qjslm) + βkip sin(qjslm);

ω01(λs) = ν01
11(q1sl0); ω02(λs) = ν02

11(q1sl0);

ψkpm(x, y) = νkp11 (x)νkm22 (y)− νkp21 (x)νkm12 (y);

ωpm(λs) = ωp−1,2(λs)ψ
p
1m(qpjlp, qp+1,slp)− ωp−1,1(λs)ψ

p
2m(qpslp, qp+1,jlp).

λs — коренi трансцендентного рiвняння

∆n(λ) ≡ νn+1,2
22 (qn+1l)ωn1(λ)− νn+1,1

22 (qn+1l)ωn2(λ) = 0,

якi утворюють дискретний спектр.
Запишемо систему диференцiальних рiвнянь (17) та початковi умови (18) у ма-

тричнiй формi
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)
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∂z2
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2

)
ũ2m
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 =
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. . . . . . . . . . . . .

f̃n+1,m(t, λ, z)

 , (24)
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. . . . . .
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. . . . . . . . . . .
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 , ∂
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ũ2m
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t=0

=


g̃2

1m(λ, z)

g̃2
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. . . . . . . . . . .

g̃2
n+1,m(λ, z)

 . (25)

Iнтегральний оператор Fsn, який дiє за правилом (21), зобразимо у виглядi опера-
торної матрицi-рядка

Fsn[·] =
[ ∫ l1

l0

(·)V1(z, λs)σ1dz

∫ l2

l1

(·)V2(z, λs)σ2dz . . .

∫ ln+1

ln

(·)Vn+1(z, λs)σn+1dz
]

(26)

i застосуємо за правилом множення матриць до задачi (24), (25). Внаслiдок тотожно-
стi (23) одержуємо задачу Кошi

n+1∑
j=1

( d2

dt2
+ λ2

s + a2
rjλ

2 + χ2
j = k2

j

)
ũjms =

n+1∑
j=1

f̃jms(t, λ)−

− σ1a
2
z1(α0

11)−1V1(l0, λs)g̃0m(t, λ) + σn+1a
2
z,n+1(αn+1

22 )−1Vn+1(l, λs)g̃lm(t, λ), (27)

n+1∑
j=1

ũjms

∣∣∣
t=0

=
n+1∑
j=1

g̃1
jms(λ),

d

dt

n+1∑
j=1

ũjms

∣∣∣
t=0

=
n+1∑
j=1

g̃2
jms(λ), (28)

де

ũjms(t, λ) =

∫ lj

lj−1

ũjm(t, λ, z)Vj(z, λs)σjdz; j = 1, n+ 1,

f̃jms(t, λ) =

∫ lj

lj−1

f̃jm(t, λ, z)Vj(z, λs)σjdz; j = 1, n+ 1
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i аналогiчно g̃1
jms(λ), g̃2

jms(λ); ln+! ≡ l.

Припустимо, не зменшуючи загальностi, що max
1≤j≤n+1

{a2
rj, λ

2 + χ2
j} = a2

r1λ
2 + χ2

1 i

покладемо всюди k2
j = (a2

r1λ
2 + χ2

1) − (a2
rjλ

2 + χ2
j). Задача Кошi (27), (28) набуває

вигляду

d2ũms
dt2

+ ∆2(λ, λs)ũms = f̃ms(t, λ)− σ1a
2
z1(α0

11)−1V1(l0, λs)g̃0m(t, λ)+

+ σn+1a
2
z,n+1(αn+1

22 )−1Vn+1(l, λs)g̃lm(t, λ), (29)

ũms(t, λ)
∣∣
t=0

= g̃1
ms(λ),

dũms
dt

∣∣∣
t=0

= g̃2
ms(λ), (30)

де ũms(t, λ) =
n+1∑
j=1

ũjms(t, λ), ∆2(λ, λj) = λ2
s + a2

r1λ
2 + χ2

1, f̃ms(t, λ) =
n+1∑
j=1

f̃jms(t, λ),

g̃1
ms(λ) =

n+1∑
j=1

g̃1
jms(λ), g̃2

ms(λ) =
n+1∑
j=1

g̃2
jms(λ). Безпосередньо перевiряється, що єдиним

розв’язком неоднорiдної задачi Кошi (29), (30) є функцiя

ũms(t, λ) =
sin(∆(λ, λj)t)

∆(λ, λs)
g̃2
ms(λ) +

d

dt

sin(∆(λ, λs)t)

∆(λ, λs)
g̃1
ms(λ)+

+

∫ t

0

sin(∆(λ, λs)(t− τ))

∆(λ, λs)

[
f̃ms(τ, λ)− σ1a

2
z1(α0

11)−1V1(l0, λs)g̃0m(τ, λ)+

+ σn+1a
2
z,n+1(αn+1

22 )−1Vn+1(l, λs)g̃lm(τ, λ)
]
dτ. (31)

Оскiльки суперпозицiя операторiв Fsn та F−1
sn є одиничним оператором, то оператор

F−1
sn зобразимо у виглядi операторної матрицi-стовпця

F−1
sn [·] =



∞∑
s=1

(·) V1(z,λs)
||V (z,λs)||2

∞∑
s=1

(·) V2(z,λs)
||V (z,λs)||2

. . . . . . . . . . . . . .
∞∑
s=1

(·) Vn+1(z,λs)
||V (z,λs)||2


. (32)
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Застосуємо за правилом множення матриць операторну матрицю-стовпець (32) до
матрицi-елемента [ũms(t, λ)], де функцiя ũms(t, λ) визначається формулою (31). Одер-
жуємо єдиний розв’язок задачi (17)-(20):

ũjm(t, λ, z) =
∞∑
s=1

{sin(∆(λ, λs)t)

∆(λ, λs)
g̃2
ms(λ) +

d

dt

sin(∆(λ, λs)t)

∆(λ, λs)
g̃1
ms(λ)

} Vj(z, λs)

||V (z, λs)||2
+

+
∞∑
s=1

{∫ t

0

sin(∆(λ, λs)(t− τ))

∆(λ, λs)

[
f̃ms(τ, λ)− σ1a

2
z1(α0

11)−1V1(l0, λs)g̃0m(τ, λ)+

+ σn+1a
2
z,n+1(αn+1

22 )−1Vn+1(l, λs)g̃lm(τ, λ)
]
dτ
} Vj(z, λs)

||V (z, λs)||2
; j = 1, n+ 1. (33)

До функцiй ũim(t, λ, z), визначених формулами (33), послiдовно застосуємо оберне-
нi оператори H−1

m за правилом (15) та F−1
m за правилом (7). Виконавши нескладнi

перетворення, одержуємо функцiї

uj(t, r, ϕ, z) =
n+1∑
k=1

t∫
0

+∞∫
0

2π∫
0

lk∫
lk−1

Ejk(t− τ, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)fk(τ, ρ, α, ξ)σkρ dξ dα dρ dτ+

+
∂

∂t

n+1∑
k=1

+∞∫
0

2π∫
0

lk∫
lk−1

Ejk(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)g1
k(ρ, α, ξ)σkρ dξ dα dρ+

+
n+1∑
k=1

+∞∫
0

2π∫
0

lk∫
lk−1

Ejk(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)g2
k(ρ, α, ξ)σkρ dξ dα dρ+

+

t∫
0

+∞∫
0

2π∫
0

[W 0
j (t− τ, r, ρ, ϕ− α, z)g0(τ, ρ, α)+

+W l
j(t− τ, r, ρ, ϕ− α, z)gl(τ, ρ, α)]ρ dα dρ dτ ; j = 1, n+ 1, (34)

якi визначають єдиний розв’язок гiперболiчної крайової задачi (1)-(5).
У формулах (34) застосовано компоненти

Ejk(t, r, ρ, ϕ, z, ξ) =
∞∑
m=0

εmEjk,m(t, r, ρ, ϕ, z, ξ) cos(mϕ)

матрицi впливу (функцiї впливу), компоненти

W 0
j (t, r, ρ, ϕ, z) = −σ1a

2
z1(α0

11)−1Ej1(t, r, ρ, ϕ, z, l0)

нижньої аплiкатної матрицi Грiна (функцiї Грiна) та компоненти

W l
j(t, r, ρ, ϕ, z) = σn+1a

2
z,n+1(αn+1

22 )−1Ej,n+1(t, r, ρ, ϕ, z, l)
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верхньої аплiкатної матрицi Грiна розглянутої задачi, де

Ejk,m(t, r, ρ, z, ξ) =
1

2π

∞∑
s=1

+∞∫
0

sin(∆(λ, λs)t)

∆(λ, λs)
Jm(λr)Jm(λρ)λ dλ

Vj(z, λs)Vk(ξ, λs)

||V (z, λs)||2
.

З використанням властивостей функцiй впливу Ejk(t, r, ρ, ϕ, z, ξ) i функцiй Грiна
W 0
j (t, r, ρ, ϕ, z), W l

j(t, r, ρ, ϕ, z) безпосередньо перевiряється, що функцiї uj(t, r, ϕ, z),
визначенi формулами (34), задовольняють рiвняння (1), початковi умови (2), крайовi
умови (3), (5) та умови спряження (4) в сенсi теорiї узагальнених функцiй [24].

Єдинiсть розв’язку (34) випливає iз його структури та єдиностi головних розв’яз-
кiв задачi (функцiй впливу i функцiй Грiна).

Можна довести [25], що при певних обмеженнях на вихiднi данi задачi (1)-(5),
узагальнений розв’язок (34) буде також її класичним розв’язком.

Зауваження 1. У випадку arj = azj ≡ aj > 0 формули (34) визначають
структуру розв’язку гiперболiчної крайової задачi (1)-(5) в iзотропному кусково-
однорiдному цилiндричному шарi.

Зауваження 2. Параметри α0
11, β

0
11, α

n+1
22 , βn+1

22 дозволяють видiляти iз формул
(34) розв’язки крайових задач у випадках задання на поверхнях z = l0, z = l крайових
умов 1-го, 2-го й 3-го роду та їх можливих комбiнацiй.

Зауваження 3. Аналiз розв’язку (34) в залежностi вiд аналiтичного виразу
функцiй fj(t, r, ϕ, z), g1

j (r, ϕ, z), g2
j (r, ϕ, z), g0(t, r, ϕ), gl(t, r, ϕ) проводиться безпосере-

дньо.

2. 〈a; b〉 ≡ (R0; +∞), R0 > 0. У цьому випадку вважаємо, що виконуються крайовi
умови (

− ∂

∂r
+ h
)
uj

∣∣∣
r=R0

= θj(t, ϕ, z);
∂uj
∂z

∣∣∣
r=+∞

= 0; z ∈ Ij; j = 1, n+ 1, (35)

де h — деяка невiд’ємна стала; θ(t, ϕ, z) = {θ1(t, ϕ, z), θ2(t, ϕ, z), . . . , θn+1(t, ϕ, z)} —
задана обмежена неперервна функцiя.

Припустимо, що розв’язок задачi (1)-(4), (35) iснує i заданi й шуканi функцiї
задовольняють умови застосовностi залучених нижче iнтегральних перетворень [22,
23, 11].

До задачi (1)-(4), (35) застосуємо скiнченне iнтегральне перетворення Фур’є щодо
кутової змiнної ϕ. Iнтегральний оператор Fm за правилом (6) внаслiдок тотожностi
(8) початково-крайовiй задачi (1)-(4), (35) ставить у вiдповiднiсть задачу побудови
обмеженого на множинi D′ = {(t, r, z) : t > 0, r ∈ (R0; +∞), z ∈ K+

n } розв’язку
диференцiальних рiвнянь (9) з початковими умовами (10), крайовими умовами (11),



ГIПЕРБОЛIЧНI КРАЙОВI ЗАДАЧI 93

крайовими умовами(
− ∂

∂r
+ h
)
ujm

∣∣∣
r=R0

= θjm(t, z);
∂ujm
∂r

∣∣∣
r=+∞

= 0; z ∈ Ij; j = 1, n+ 1 (36)

та умовами спряження (13).
До задачi (9)-(11), (36), (13) застосуємо iнтегральне перетворення Вебера щодо

радiальної змiнної r [23]:

Hν,0[g(r)] =

∫ +∞

0

g(r)fν,0(r, λ)r dr ≡ g̃(λ), (37)

H−1
ν,0 [g̃(λ)] =

∫ +∞

0

g̃(λ)
fν,0(r, λ)λ dλ

A2
ν,0(λ) +B2

ν,0(λ)
≡ g(r), (38)

Hν,0

[d2g

dr2
+

1

r

dg

dr
− ν2

r2
g
]

= −λ2g̃(λ) +R0fν,0(R0, λ)
(
− dg

dr
+ hg

)∣∣∣
r=R0

, (39)

де
fν,0(r, λ) = Bν,0(λ)Nν(λr)− Aν,0(λ)Jν(λR),

Bν,0(λ) =
( ν

R0

+ h
)
Jν(λR0)− λJν−1(λR0),

Aν,0(λ) =
( ν

R0

+ h
)
Nν(λR0)− λNν−1(λR0),

Nν(x) — цилiндрична функцiя дiйсного аргументу 2-го роду ν-го порядку.
Iнтегральний оператор Hm,0 за правилом (37) внаслiдок тотожностi (39) крайовiй

задачi (9)-(11), (36), (13) ставить у вiдповiднiсть задачу побудови обмеженого на
множинi D′′ = {(t, z) : t > 0; z ∈ K+

n } розв’язку диференцiальних рiвнянь

∂2ũjm
∂t2

− a2
zj

∂2ũjm
∂z2

+ (a2
rjλ

2 + χ2
j)ũjm = F̃jm(t, λ, z); z ∈ Ij; j = 1, n+ 1 (40)

з початковими умовами (18), крайовими умовами (19) та умовами спряження (20),
де

F̃jm(t, λ, z) = f̃jm(t, λ, z) + a2
rjR0fm,0(R0, λ)θjm(t, z); j = 1, n+ 1.

З точнiстю до позначень початково-крайова задача на спряження (40), (18)-(20)
збiгається iз задачею (17)-(20). Отже, вiдповiдно до формул (33), єдиний розв’язок
задачi (40), (18)-(20) визначають функцiї

ũjm(t, λ, z) =
∞∑
s=1

[sin(∆(λ, λs)t)

∆(λ, λs)
g̃2
ms(λ) +

d

dt

sin(∆(λ, λs)t)

∆(λ, λs)
g̃1
ms(λ)

] Vj(z, λs)

||V (z, λs)||2
+

+
∞∑
s=1

[ ∫ t

0

sin(∆(λ, λs)(t− τ))

∆(λ, λs)

[
F̃ms(τ, λ)− σ1a

2
z1(α0

11)−1V1(l0, λs)g̃0m(τ, λ)+

+ σn+1a
2
z,n+1(αn+1

22 )−1Vn+1(l, λs)g̃lm(τ, λ)
]
dτ
] Vj(z, λs)

||V (z, λs)||2
; j = 1, n+ 1. (41)
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Застосувавши послiдовно до функцiй ũjm(t, λ, z), визначених формулами (41), обер-
ненi оператори H−1

m,0 та F−1
m , одержуємо функцiї

uj(t, r, ϕ, z) =
n+1∑
k=1

t∫
0

+∞∫
R0

2π∫
0

lk∫
lk−1

Ejk(t− τ, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)fk(τ, ρ, α, ξ)σkρ dξ dα dρ dτ+

+
∂

∂t

n+1∑
k=1

+∞∫
R0

2π∫
0

lk∫
lk−1

Ejk(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)g1
k(ρ, α, ξ)σkρ dξ dα dρ+

+
n+1∑
k=1

+∞∫
R0

2π∫
0

lk∫
lk−1

Ejk(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)g2
k(ρ, α, ξ)σkρ dξ dα dρ+

+

t∫
0

+∞∫
R0

2π∫
0

[W 0
j (t− τ, r, ρ, ϕ− α, z)g0(τ, ρ, α)+

+W l
j(t− τ, r, ρ, ϕ− α, z)gl(τ, ρ, α)]ρ dα dρ dτ+

+ a2
rj

n+1∑
k=1

t∫
0

2π∫
0

lk∫
lk−1

Wjk(t− τ, r, ϕ− α, z, ξ)θk(τ, α, ξ)σk dξ dα dτ ; j = 1, n+ 1, (42)

якi визначають єдиний розв’язок гiперболiчної крайової задачi (1)-(4), (35).
У формулах (42) застосовано компоненти Ejk(t, r, ρ, ϕ, z, ξ) матрицi впливу, ком-

понентиW 0
j (t, r, ρ, ϕ, z) нижньої аплiкатної матрицi Грiна, компонентиW l

j(t, r, ρ, ϕ, z)

верхньої аплiкатної матрицi Грiна та компоненти

Wjk(t, r, ρ, ϕ, z, ξ) = R0Ejk(t, r, R0, ϕ, z, ξ)

радiальної матрицi Грiна розглянутої задачi, де

Ejk,m(t, r, ρ, z, ξ) =
1

2π

∞∑
s=1

+∞∫
0

sin(∆(λ, λs)t)

∆(λ, λs)
×

× fm,0(r, λ)fm,0(ρ, λ)λ dλ

A2
m,0(λ) +B2

m,0(λ)
× Vj(z, λs)Vk(ξ, λs)

||V (z, λs)||2
; j, k = 1, n+ 1.

З використанням властивостей функцiй впливу Ejk(t, r, ρ, ϕ, z, ξ) i функцiй Грiна
W 0
j (t, r, ρ, ϕ, z), W l

j(t, r, ρ, ϕ, z), Wjk(t, r, ϕ, z, ξ) безпосередньо перевiряється, що фун-
кцiї uj(t, r, ϕ, z), визначенi формулами (42), задовольняють рiвняння (1), початковi
умови (2), крайовi умови (3), (35) та умови спряження (4) в сенсi теорiї узагальнених
функцiй [24].

Єдинiсть розв’язку (42) випливає iз його структури та єдиностi головних розв’яз-
кiв задачi (функцiй впливу та функцiй Грiна).
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Можна довести [25], що при певних обмеженнях на вихiднi данi задачi (1)-(4),
(35), узагальнений розв’язок (42) буде також її класичним розв’язком.

Зазначимо, що: 1) зауваження 1-2 поширюються на випадок розглянутої крайової
задачi; 2) параметр h дозволяє видiляти iз формул (42) розв’язки крайових задач у
випадках задання на радiальнiй поверхнi r = R0 крайової умови 1-го роду (h → ∞)
та 2-го роду (h → 0); 3) аналiз розв’язку (42) в залежностi вiд аналiтичного виразу
функцiй fj(t, r, ϕ, z), g1

j (r, ϕ, z), g2
j (r, ϕ, z), g0(t, r, ϕ), gl(t, r, ϕ), θj(t, ϕ, z) проводиться

безпосередньо.

3. Висновки

Методом iнтегральних та гiбридних iнтегральних перетворень у поєднаннi з ме-
тодом головних розв’язкiв (функцiй впливу та функцiй Грiна) вперше побудовано
точнi аналiтичнi розв’язки гiперболiчних крайових задач в кусково-однорiдних ци-
лiндричних шарах. Одержанi розв’язки носять алгоритмiчний характер, неперервно
залежать вiд параметрiв i даних задачi й можуть бути використанi як в подальших
теоретичних дослiдженнях, так i в практицi iнженерних розрахункiв реальних про-
цесiв, якi моделюються гiперболiчними крайовими задачами математичної фiзики
неоднорiдних середовищ (задачi акустики, гiдродинамiки, теорiї коливань механi-
чних систем).
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