
Науковий часопис НПУ iменi М. П. Драгоманова. Cерiя 1. Фiзико-математичнi науки
Київ: НПУ iменi М. П. Драгоманова. — 2012, № 13 (2).— С. 261–270.

Лiнiйнi системи диференцiальних рiвнянь
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Анотацiя. Побудовано асимптотичнi розв’язки лiнiйної системи диференцiальних
рiвнянь з параметром та iррегулярною особливою точкою. Розглянуто випадок, ко-
ли головна матриця має кратне власне значення, якому вiдповiдає елементарний
дiльник такої самої кратностi. Запропоновано алгоритм дослiдження при n = 2.
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Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

εh
dz

dx
= xgA(x, ε)z (1)

з iррегулярною особливою точкою x = ∞, де z(x, ε) — шуканий n-вимiрний вектор,
ε — малий комплексний параметр: ε ∈ πε = {0 < |ε| < ε0, γ ≤ arg ε ≤ δ}, x — ком-
плексна змiнна: x ∈ S = {|x| ≥ a, α ≤ arg x ≤ β}, h i g — натуральнi числа; A(x, ε)

— квадратна матриця n-го порядку, яка в областях S та πε допускає асимптотичне
розвинення
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A(x, ε) ∼
∞∑
s=0

∞∑
k=0

εkx−sAsk. (2)

Вперше системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь з повiльно змiнними коефi-
цiєнтами у випадку iррегулярної особливої точки вивчались М. А. Сотнiченком та
С. Ф. Фещенком [1]. Зокрема, їм вдалося розв’язати задачу про асимптотичне розще-
плення (1) на пiдсистеми меншої розмiрностi. Цi результати не дозволяли отримати
вигляд їх розв’язкiв, але стимулювали проведення подальших дослiджень сингуляр-
но збурених систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь з iррегулярною особливою
точкою.

В роботi [2] дослiджено питання побудови асимптотики загального розв’язку си-
стеми (1) у випадку простого спектра граничної матрицi. Було встановлено, що
розв’язки таких систем можна побудувати у виглядi, знайденому Бiркгофом, але
вiдповiднi розвинення необхiдно вести у виглядi подвiйних розвинень за цiлими сте-
пенями незалежної змiнної та параметра.

Бiльш складним виявився випадок кратного спектра граничного оператора. В ро-
ботах [3–7] встановлено, що при наявностi кратних коренiв у вiдповiдного характе-
ристичного рiвняння розв’язки системи (1) можна побудувати у виглядi подвiйних
розвинень за дробовими степенями параметра та вiдношення незалежної змiнної та
параметра. Для цих розв’язкiв виведено рiвняння розгалуження, до дослiдження
якого застосовано просторовий аналог дiаграм Ньютона [8, 9]. Це дало можливiсть
встановити залежнiсть структури вiдповiдних формальних розвинень вiд поведiнки
збурювальних матриць.

В данiй статтi вивчається питання про побудову асимптотичних розв’язкiв систе-
ми (1) у випадку, коли матриця A(x, ε) має вигляд

A(x, ε) = A00 + εx−1A11, (3)

а гранична матриця A00 має n-кратне власне значення λ0, якому вiдповiдає один
елементарний дiльник такої самої кратностi.

Слiд вiдмiтити, що такий випадок кратного спектра за умови, коли матриця
A(x, ε) задається розвиненням (2), досить детально дослiджено в роботах [3–5].
Основнi результати цих дослiджень застосуємо до розв’язання поставленої задачi.

Розв’язок системи (1), (3) будемо шукати у виглядi вектора

z(x, ε) = v(x, ε)exp

(
ε−h

∫ x

x0

xg (λ0 + λ(x, ε)) dx

)
, (4)

де v(x, ε) — n-вимiрний вектор,λ(x, ε) — скалярна функцiя, якi необхiдно визначити.
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Для знаходження функцiї λ(x, ε) використаємо виведене в [3] рiвняння розгалу-
ження. Враховуючи, що ненульовими є лише матрицi A00 та A11, то рiвняння розга-
луження ((16), [3], с. 73) має вигляд

λn +
∞∑
j=2

j−1∑
k=1

λkεj−kx−(j−k)Lk,j−k,j−k +
∞∑
k=1

∞∑
s=h+1

∞∑
r=g+2

λkεsx−rLkrs+

+
∞∑
k=1

εkx−kL0kk +
∞∑
k=1

∞∑
r=g+k+1

∞∑
s=h+k

εsx−rL0rs +
n−1∑
k=1

Dn−k [λk] ε(n−k)hx−(n−k)g+

+
∞∑
k=1

∞∑
s=h

∞∑
r=g

εsx−rLkrs
[
λk
]

= 0, (5)

коефiцiєнти якого визначаються наступним чином

Lk,j−k,j−k = (−1)k+j
(
P̃k,j−k (H,HA11)ϕ, ψ

)
, (6)

Lkrs =
k+2∑
j=3

(−1)k+j
(
R̃s−ph
p+k,r−p(g+1) (H,HA11)ϕ, ψ

)
, p =

{s− j + k + 1

h
=
r − j + k

g
∈ N

}
,

(7)

L0rs = (−1)k
(
R̃s−ph
p,r−p(g+1) (H,HA11)ϕ, ψ

)
, p =

{
s− k + 1

h
=
r − k
g
∈ N

}
, (8)

L0kk = (−1)k
(
P̃0k (H,HA11)ϕ, ψ

)
, (9)

Lkrs
[
λk
]

=

{[ sh ]=[ rg ]}∑
i=1

(−1)k+i+jDi
[
λk
] ((

δi,{[ sh ]=[ rg ]}P̃k+i,k−i−j (H,HA11) +

+ R̃
s−(p+i)h
p+k+i,r−(p+i)(g+1) (H,HA11)

)
ϕ, ψ

)
, (10)

p =

{
s− j + k + i+ 1− ih

h
=
r − j + k + i− ig

g
∈ N

}
.

У наведених вище формулах символом ( , ) позначено скалярний добуток у n-
вимiрному унiтарному просторi,

[
r
g

]
— цiла частина вiдношення r

g
.

ϕ — фiксований власний вектор матрицi A00, що вiдповiдає її n-кратному власно-
му значенню λ0.

Вектор ψ — елемент нуль-простору матрицi (A00 − λ0E)∗, спряженої з A00− λ0E,
для визначення якого має виконуватись рiвнiсть(

H i−1ϕ, ψ
)

= δi,n, (11)



264 О. В. Чорненька

де H — напiвобернена матриця до матрицi A00 − λ0E,

δi,j =

{
1, якщо i = j,

0, якщо i 6= j.

Використовуючи символiку [10], виразом Pi,j (H,HA11) позначено суми всiх мо-
жливих добуткiв i множникiв H та j множникiв HA11, що задовольняють спiввiдно-
шення

Pi,j (H,HA11) = H · Pi−1,j (H,HA11) +HA11 · Pi,j−1 (H,HA11) ,

Pi,j (H,HA11) = HP̃i,j (H,HA11) .

Крiм того, якщо i або j – вiд’ємнi числа, або j = 0, то Pi,j (H,HA11) = 0.
Вираз Rs−ph

p+k,r−p(g+1) (H,HA11) — це сума добуткiв p+k множникiв H та r−p(g+1)

множникiв HA11, що визначаються за рекурентними формулами
p = 1

Rs−h
k+1,r−(g+1) (H,HA11) = (1− δk,0)H ·Rs−h

k,r−(g+1) (H,HA11) +

HA11 ·Rs−h−1
k+1,r−(g+1)−1 (H,HA11) + (r − g − 1)H · Pk,r−(g+1) (H,HA11) ,

p ≥ 2

Rs−ph
k+p,r−p(g+1) (H,HA11) = (1− δk,0)H ·Rs−ph

k+p−1,r−p(g+1) (H,HA11) +

HA11 ·Rs−ph−1
k+p,r−p(g+1)−1 (H,HA11) + (r − g − 1)H ·Rs−ph

k+p,r−p(g+1) (H,HA11) .

Крiм того має мiсце рiвнiсть

Rs−ph
p+k,r−p(g+1) (H,HA11) = H · R̃s−ph

p+k,r−p(g+1) (H,HA11) .

Символом Di
[
λk
]
позначено суму всiх можливих добуткiв i операторiв Ds =

(D − sgx−1) та k множникiв λ, останнiм множником у всiх доданках має бути λ [11],
наприклад

D1 [λ] = Dλ = Dλ0,

D2 [λ] =
(
D − gx−1

)
Dλ = D1D

1 [λ] ,

D
[
λ2
]

= Dλ2 + λDλ = D0λ
2 + λD1 [λ] ,

D2
[
λ2
]

= D1D
1λ2 + λD2 [λ] ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Di
[
λk
]

= Di−1D
i−1λk + λDi

[
λk−1

]
.
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Щоб знайти вигляд розвинення функцiї λ(x, ε) необхiдно проаналiзувати коефi-
цiєнти Lkrs

[
λk
]
рiвняння (5) та застосувати просторовий аналог дiаграм Ньютона [8,

9].
Проведемо детальне дослiдження на прикладi системи другого порядку, при n =

2.
Припустимо, що головна матриця системи (1) має канонiчну форму A00 =(
λ0 1

0 λ0

)
, власному значенню λ0 вiдповiдає власний вектор ϕ =

(
1

0

)
, а матриця

A11 =

(
a c

b d

)
, a2 + b2 + c2 + d2 6= 0.

Знайдемо напiвобернену матрицю H до матрицi (A00 − λ0E) =

(
0 1

0 0

)
, ранг

якої дорiвнює 1. Вiдповiдно до теорiї [10, с. 18-21], матрицями перестановок будуть

матрицi P =

(
1 0

0 1

)
та Q =

(
0 1

1 0

)
. Тодi X = P (A00 − λ0E)Q =

(
1 0

0 0

)
,

H = QXP =

(
0 0

1 0

)
.

Враховуючи умову (11), приєднаний вектор ψ =

(
0

1

)
.

Аналiз коефiцiєнтiв розпочнемо з виразiв (9), а саме

L011 = (−A11ϕ, ψ) = −

((
a c

b d

)(
1

0

)
,

(
0

1

))
= −b.

1. Якщо b 6= 0, то згiдно теорiї [8] просторовi дiаграми Ньютона будуються насту-
пним чином: у просторi Okrs позначаємо точку з координатами (0, 1, 1) та знаходимо
її проекцiї в площинах Okr та Oks вiдповiдно. Кожну з одержаних точок (0, 1, 0),
(0, 0, 1) з’єднуємо з (2, 0, 0). Отриманi вiдрiзки є дiаграмами D1 та D2 (рис. 1). У да-
ному випадку кожна з дiаграм має стандартний вигляд i складається з однiєї ланки,
кутовий коефiцiєнт якої з вiд’ємним напрямом осi Ok дорiвнює 1

2
.

Отже, для скалярних функцiй λ1,2(x, ε) та векторiв v1,2(x, ε) мають мiсце розви-
нення

λ1,2(x, ε) = λ
(1,2)
00 +

∑
r+s≥1

ε
s
2x
−r
2 λ(1,2)

rs ,

v1,2(x, ε) = ϕ+
∑
r+s≥1

ε
s
2x
−r
2 v(1,2)

rs ,
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визначальне рiвняння запишеться у виглядi

λ2
00 + L011 = 0, λ2

00 = b.

2. Якщо b = 0, то A11 =

(
a c

0 d

)
i вiдповiдно L011 = 0. Використовуючи формули

(6), (9), знайдемо коефiцiєнти L022 та L111

L022 = (A11HA11ϕ, ψ) = ad 6= 0,

L111 = − (HA11ϕ, ψ) = −(a+ d) 6= 0.

Просторовi дiаграми в цьому випадку мають вигляд, поданий на рис. 2.
Дiаграма D2 має стандартний вигляд i складається з двох ланок, якi утворюють

з вiд’ємним напрямом осi 0k кут 45◦. Дiаграма D1 складається з двох ланок, кутовий
коефiцiєнт кожної з яких дорiвнює 1.

Отже, скалярну функцiю λ(x, ε) та вектор v(x, ε) слiд шукати у виглядi подвiйних
розвинень за цiлими степенями i параметра, i незалежної змiнної

λ1,2(x, ε) = λ
(1,2)
00 +

∑
r+s≥1

εsx−rλ(1,2)
rs , (12)

v1,2(x, ε) = ϕ+
∑
r+s≥1

εsx−rv(1,2)
rs . (13)

Визначальне рiвняння має вигляд

λ2
00 + L111λ00 + L022 = 0,

λ2
00 − (a+ d)λ00 + ad = 0. (14)
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Тодi за теоремою Вiєта маємо

λ
(1)
00 = a, λ

(2)
00 = d.

Якщо a = d 6= 0, то рiвняння (14) матиме кратний корiнь

λ2
00 − 2aλ00 + a2 = 0, λ

(1)
00 = λ

(2)
00 = a.

У цьому випадку щоб встановити вигляд функцiї λ(x, ε), потрiбно в рiвняннi (5)
зробити замiну

λ(x, ε) = λ00εx
−1 + η(x, ε),

де η(x, ε) — шукана функцiя. В результатi матимемо нове рiвняння розгалуження
вiдносно функцiї η(x, ε), дослiдження якого проводиться за наведеним алгоритмом.

3. Якщо b = 0, L111 = 0, d = −a 6= 0 i L022 = −a2, то A11 =

(
a c

0 −a

)
. Вiдповiднi

просторовi дiаграми матимуть вигляд, поданий на рис. 2. У цьому випадку i D1, i D2

мають стандартний вигляд i складаються з двох вузлiв (точок на координатних осях)
та однiєї ланки (кутовий коефiцiєнт кожної дорiвнює 1). Для визначення функцiй
λ(x, ε) та вектора v(x, ε) мають мiсце формули (12), (13). Проте визначальне рiвняння
запишеться у виглядi

λ2
00 + L022 = 0, λ2

00 − a2 = 0.

4. Якщо b = 0, d = 0, а a 6= 0, то A11 =

(
a c

0 0

)
. У цьому випадку L0kk = 0, k ≥ 1,

L111 = −a. Застосовуючи формули (8), знайдемо коефiцiєнти L0rs при r = g + 2,
s = h+ 1

L0,g+2,h+1 = − (HA11ϕ, ψ) = −a.
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Проаналiзуємо вiдповiднi дiаграми, поданi на рис. 3.
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У цьому випадку i D1, i D2 мають стандартний вигляд i складаються з двох ланок
та трьох вузлiв. Для кожного з вiдрiзкiв d11, d12, d21, d22 знайдемо k11, k12, k21, k22 —
кутовi коефiцiєнти нахилу вiдповiдних ланок з вiд’ємним напрямом осi Ok. Отже,
k11 = 1, k12 = g + 1, k21 = 1, k11 = h.

Функцiї λ(x, ε) та вектори v(x, ε) мають розвинення

λ1(x, ε) = λ
(1)
00 +

∑
r+s≥1

εsx−rλ(1)
rs , v1(x, ε) = ϕ+

∑
r+s≥1

εsx−rv(1)
rs ,

λ2(x, ε) = λ
(2)
00 +

∑
r+s≥1

εshx−r(g+1)λ(2)
rs , v2(x, ε) = ϕ+

∑
r+s≥1

εshx−r(g+1)v(2)
rs .

Числа λ(1)
00 , λ

(2)
00 можна знайти з вiдповiдних визначальних рiвнянь

λ2
00 + L111λ00 = 0, L111λ00 + L0,g+2,h+1 = 0.

5. Якщо b = 0, a = 0, а d 6= 0, то A11 =

(
0 c

0 d

)
. У цьому випадку коефiцiєнти

L0kk = 0, k ≥ 1, L0rs = 0 при r ≥ g + 2, s ≥ h+ 1, L111 = −d.
Просторовi дiаграми подано на рис. 4. D1, i D2 мають стандартний вигляд i скла-

даються з двох вузлiв та однiєї ланки, кутовий коефiцiєнт кожної дорiвнює 1. У цьо-
му випадку система (1), (3) має лише один ненульовий розв’язок, i λ(x, ε) та v(x, ε)

визначаються наступним чином

λ(x, ε) = λ00 +
∑
r+s≥1

εsx−rλrs, v(x, ε) = ϕ+
∑
r+s≥1

εsx−rvrs,
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Рис. 4

визначальне рiвняння має запис

λ2
00 + L111λ00 = 0.

Щоб обчислити iншi коефiцiєнти λrs, vrs знайдених розвинень, необхiдно пiдста-
вити вектор (4) в систему (1), враховуючи структуру подвiйних рядiв для функцiї
λ(x, ε) i вектора v(x, ε), та прирiвняти коефiцiєнти при однакових степенях параметра
i незалежної змiнної.
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