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Анотацiя. Робота присвячена дослiдженню асимптотики характеристичних фун-
кцiй нескiнченних згорток Бернуллi, тобто розподiлiв в.в. виду ξ =

∑∞
k=1 ξkak, де

{ξk} — послiдовнiсть незалежних в.в., якi набувають значень −1 та 1, ряд
∑∞
k=1 ak

абсолютно збiгається. Особлива увага придiлена дослiдженню двох класiв таких роз-
подiлiв. Перше сiмейство породжується рядами, що |ak| = 1

c1c2...ck
. Друге сiмейство

є однопараметричним континуальним сiмейством.
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Вступ

Нехай ξ — випадкова величина, µξ — вiдповiдна їй ймовiрнiсна мiра, Fξ(x) —
вiдповiдна функцiя розподiлу. Нагадаємо, що перетворенням Фур’є–Стiлт’єса мiри
µξ (характеристичною функцiєю випадкової величини ξ) називається функцiя

fξ(t) =

∞∫
−∞

eitξ (Fξ(x)) = M
(
eitξ
)
.

Якщо µξ — абсолютно неперервна ймовiрнiсна мiра, то

fξ(t) =

∞∫
−∞

eitξF ′ξ(x)dx

є класичним перетворенням Фур’є мiри µξ.
Характеристичнi функцiї є потужним iнструментом вивчення властивостей ймо-

вiрнiсних розподiлiв. Зокрема за асимптотичними властивостями модуля характери-
стичної функцiї можна судити про тип функцiї розподiлу.

Нагадаємо, що будь-яка функцiя розподiлу може бути єдиним чином представле-
на у видi:

Fξ(x) = α1Fd(x) + α2Fac(x) + α3Fs(x), (1)

де Fd(x) — дискретна, Fac(x) — абсолютно неперервна, Fs(x) — сингулярно неперерв-
на функцiї розподiлу, αi ≥ 0, α1 + α2 + α3 = 1.

Функцiя розподiлу називається чистою, якщо один iз коефiцiєнтiв в розкладi (1)
дорiвнює 1. Нехай Lξ := lim

|t|→∞
|fξ(t)|.

Вiдомо [8], що якщо α1 = 1, тобто fξ(t) є характеристичною функцiєю чисто
дискретного розподiлу, то Lξ = 1.

Якщо α2 = 1, то fξ(t) вiдповiдає деякому абсолютно неперервному розподiлу. З
леми Рiмана–Лебега слiдує, що lim

t→∞
fξ(t) = 0.

Якщо α3 = 1, то fξ(t) — характеристична функцiя сингулярного розподiлу. Тодi
fξ(t) не обов’язково прямує до нуля при |t| → ∞. I величина Lξ може бути будь-яким
числом з [0, 1].

Таким чином, поведiнка характеристичної функцiї на нескiнченностi дозволяє
говорити про структуру вiдповiдної функцiї розподiлу.

Розглянемо розподiл випадкової величини

ξ =
∞∑
k=1

ξkak, (2)

де {ξk} — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають значень −1

та 1 з ймовiрностями p0k та p1k вiдповiдно; {ak} — послiдовнiсть дiйсних чисел таких,
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що ряд
∞∑
k=1

|ak| абсолютно збiгається. Функцiя розподiлу такої випадкової величини

називається нескiнченною згорткою Бернуллi.
Цей об’єкт iнтенсивно дослiджується, починаючи з 30-х рр. ХХ столiття [9]. Його

вивчали, використовуючи рiзнi пiдходи, Джессен i Вiнтнер [6], Кершнер, Ердеш [3],
Кахане i Салем , Гарсiа [4], Перес i Солом’як [10, 11], Альбеверiо [1], Працьовитий
[2, 5], Торбiн [1, 2, 5], Гончаренко [5] та iн.

З теореми Джессена–Вiнтнера [6] випливає, що ξ має чистий розподiл (чисто дис-
кретний, чисто абсолютно неперервний (вiдносно мiри Лебега) або чисто сингулярно
неперервний). Теорема П. Левi [7] дає необхiднi i достатнi умови дискретностi: мiра

µξ дискретна тодi i тiльки тодi, коли
∞∏
k=1

max{p0k, p1k} > 0.

У симетричному випадку p0k = p1k = 1
2
, коли ak = λk, де λ ∈ (0, 1) тип розподiлу

випадкової величини в залежностi вiд λ дослiджувався в роботах [3, 4, 9, 10, 12].
При λ ∈ (0, 1

2
) спектр Sξ — нiде не щiльна множина нульової мiри Лебега, i тому

ймовiрнiсна мiра µξ має сингулярний розподiл канторiвського типу.
Якщо λ = 1

2
, то ймовiрнiсна мiра µξ має абсолютно неперервний розподiл.

Якщо λ ∈
(

1
2
, 1
)
, то структура розподiлу випадкової величини ξ дуже складна.

Спектром Sξ у цьому випадку буде вiдрiзок
[ −λ

1−λ ,
λ

1−λ

]
. Тому деякий час iснувала

гiпотеза про абсолютну неперервнiсть ймовiрнiсної мiри µξ.
Нехай S⊥ — множина таких λ ∈ (1

2
, 1) для яких випадкова величина ξ має син-

гулярний розподiл i S� — множина таких λ ∈
(

1
2
, 1
)
яких розподiл ξ є абсолютно

неперервним.
Користуючись методом характеристичних функцiй, у 1939 р. П. Ердеш [3] довiв,

що для тих значень λ ∈
(

1
2
, 1
)
, при яких 1

λ
є числом Пiзо, має мiсце нерiвнiсть

Lξ > 0, i, отже, випадкова величина ξ має сингулярний розподiл. На сьогоднiшнiй
день невiдомi приклади iнших значень λ ∈

(
1
2
, 1
)
при яких ймовiрнiсна мiра µξ є

сингулярною.
В 1940 р. Ердеш довiв iснування числа a незалежного вiд λ такого, що майже всi

λ з (0, 1) належать до S�. В 1962 р. Гарсiа [4] дав найбiльш точний з iснуючих до
сьогоднi опис множини S�. Вiн сформулював гiпотезу: майже всi λ ∈

(
1
2
, 1
)
належать

S�. Це твердження довiв Б. Солом’як [12] в 1995 р., бiльш просте доведення цього
факту дано Ю. Пересом та Б. Солом’яком [10]. В [11] бiльш загальна несиметрична
модель була розглянута Ю. Пересом i Б. Солом’яком: якщо ξk приймають значення
та з ймовiрностями p i 1− p вiдповiдно

(
p ∈

[
1
3
, 2

3

])
, то майже всi λ з промiжку

(
1
2
, 1
)

належать множинi S�.
Цiкавими є дослiдження асимптотики модуля характеристичної функцiї |fξ(t)|,

як для випадку ak = λk, так i для загального випадку послiдовностi {ak}.
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Зокрема, П. Ердеш [3] показав, що серед всiх рацiональних значень λ величина
Lξ > 0 тодi i тiльки тодi, коли λ ∈

{
1
3
, 1

4
, 1

5
, . . . , 1

n
, . . .

}
.

Для характеристичної функцiї випадкової величини (2) справедлива наступна
лема:

Лема 1. Для характеристичної функцiї випадкової величини (2):

|fξ(t)| =
∞∏
k=1

√
1− 4p0kp1k sin2(akt).

Доведення. Характеристична функцiя випадкової величини (2) має вигляд:

fξ(t) = M
(
eitξ
)

= Me
it
∞∑
k=1

akξk
=
∞∏
k=1

Meitξak =
∞∏
k=1

fk(t).

Розглянемо fk(t):
fk(t) = Meitξkak = p0ke

−akit + p1ke
akit =

= p0k cos(akt)− p0ki sin(akt) + p1ki cos(akt) + p1ki sin(akt) =

= (p0k + p1k) cos(akt) + i(p1k − p0k) sin(akt) = cos(akt) + i(p1k − p0k) sin(akt).

Тодi модуль характеристичної функцiї fk(t):

|fk(t)| =
√

cos2(akt) + (p2
1k − 2p0kp1k + p2

0k) sin2(akt) =

=
√

cos2(akt) + sin2(akt)− 4p0kp1k sin2(akt) =
√

1− 4p1kp0k sin2(akt).

Таким чином

fξ(t) =
∞∏
k=1

fk(t) =
∞∏
k=1

√
1− 4p0kp1k sin2(akt).

�

Основним завданням даної роботи є дослiдження двох класiв нескiнченних згор-
ток Бернуллi.

Перше сiмейство породжується рядами
∞∑
k=1

ak такими, що |ak| = 1
c1c2...ck

, де cj ∈ N ,

cj ≥ 2,j = 1, k i мiстить, як частковi випадки, нескiнченнi згортки Бернуллi, що
породженi рядами Остроградського–Серпiнського–Пiрса [2], рядами Кантора та їх
знакозмiнними модифiкацiями.

Для розподiлiв випадкових величин виду (2) дослiджено асимптотичну поведiн-
ку величини Lξ = lim

|t|→∞
|fξ(t)| i показано, зокрема, Lξ = 1 випадку необмеженостi

послiдовностi {ck}.
Цi результати є, з одного боку, узагальненням результатiв П. Ердеша по класи-

чним згорткам Бернуллi, а з iншого боку є узагальненнями результатiв роботи [2].
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Це дає можливiсть будувати ймовiрнiснi розподiли, спектри яких мають довiльну
наперед задану розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича, але при цьому Lξ = 1.

Друге сiмейство згорток Бернуллi є однопараметричним континуальним сiмей-
ством (як i класичнi згортки, для яких ak = λk) i для кожного значення параметра,
що належить континуальнiй нiде не щiльнiй множинi, вiдповiдна величина Lξ до-
рiвнює 1 (для класичних згорток Бернуллi множина тих значень параметра λ, для
яких мiра µξ не є мiрою Райхмана (тобто Lξ > 0), є зчисленною). Дослiдженню цього
феномену i присвячена третя частина роботи.

1. Про асимптотичнi властивостi перетворення Фур’є–Стiлт’єса
нескiнченних згорток Бернуллi. I

Розглянемо випадок, коли в (2)

|ak| =
1

c1c2 . . . ck
,

де cj ∈ N , cj > 2,j = 1, k. Для такого випадку справедливими є наступнi теореми:

Теорема 1. Нехай послiдовнiсть {ck} — необмежена, тодi Lξ = 1.

Доведення. Оскiльки послiдовнiсть {ck} необмежена, то iснує така пiдпослi-
довнiсть {ckp} така, що ckp ≥ 2p, ∀p ∈ N . Нехай fξ(t) характеристична функцiя
випадкової величини ξ. За лемою:

|fξ(t)| =
∞∏
k=1

√
1− 4p0kp1k sin2(akt), де |ak| =

1

c1c2 . . . ck
.

Оскiльки 0 ≤ p0kp1k ≤ 1
4
, то:

∞∏
k=1

√
1− 4p0kp1k sin2(akt) ≥

∞∏
k=1

(
1− sin2(akt)

)
.

Виберемо пiдпослiдовнiсть tp = π · c1c2 · . . . · ckp−1. Тодi:

|fξ(tp)| ≥
∞∏
k=1

(
1− sin2 π · c1 · . . . · ckp−1

c1 · . . . · ck

)
=

= 1 · . . . · 1︸ ︷︷ ︸
(kp − 1)

(
1− sin2 π

ckp

)
·
(

1− sin2 π

ckpckp+1

)
· . . . ≥

≥
(

1− sin2 π

2p

)
·
(

1− sin2 π

2p · 2

)
·
(

1− sin2 π

2p · 22

)
· . . . =

=
∞∏
k=0

(
1− sin2 π

2p+k

)
=
∞∏
s=p

(
1− sin2 π

2s

)
= ϕ(p) < 1.
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Нагадаємо, що якщо нескiнченний добуток
∞∏
k=2

pk (pk 6= 0) збiгається, то
∞∏

k=n+1

pk → 1 (n → ∞). Розглянемо нескiнченний добуток
∞∏
s=2

(
1− sin2 π

2s

)
, який

є збiжним. Тому
∞∏
s=p

(
1− sin2 π

2s

)
→ 1 (при p → ∞). Таким чином, |fξ(tp)| ≥ ϕ(p) i

ϕ(p)→ 1. Отже, |fξ(tp)| → 1 при p→∞.
З того, що |fξ(tp)| → 1 i lim

|t|→∞
|fξ(t)| ≥ lim

p→∞
|fξ(tp)| випливає, що lim

|t|→∞
|fξ(t)| = 1,

тобто Lξ = 1. �

Наслiдок 1. Якщо послiдовнiсть {ck} необмежена i
∞∏
k=1

max{p0k, p1k} = 0, то

ймовiрнiсна мiра µξ є сингулярно неперервною.

Теорема 2. Якщо серед членiв послiдовностi {ck} є безлiч чисел, якi бiльшi за
2, то Lξ > 0.

Доведення. Нехай {ckp} — пiдпослiдовнiсть послiдовностi {ck}, така що ckp ≥ 3

для довiльного натурального p.
Нехай fξ(t) — характеристична функцiя випадкової величини ξ. За лемою 1:

|fξ(t)| =
∞∏
k=1

√
1− 4p0kp1k sin2(akt), де |ak| =

1

c1c2 . . . ck
.

Таким чином,

|fξ(t)| ≥
∞∏
k=1

(1− 4p0kp1k sin2(akt)) ≥
∞∏
k=1

(1− sin2(akt)) =
∞∏
k=1

cos2(akt) = ϕξ(t).

Розглянемо

|ϕξ(t)| =
∞∏
k=1

∣∣∣∣cos2

(
t

c1c2 · . . . · ck

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣cos2 t

c1

∣∣∣∣ · . . . · ∣∣∣∣cos2 t

c1c2 · . . . · ck

∣∣∣∣ · . . . .
Виберемо пiдпослiдовнiсть tp = π · c1c2 . . . ckp−1. Тодi

|ϕξ(tp)| =
∞∏
k=1

∣∣∣∣cos2

(
π · c1c2 . . . ckp−1

c1c2 · . . . · ck

)∣∣∣∣ =

=
∣∣cos2(π · c2c3 . . . ckp−1)

∣∣ · ∣∣cos2(π · c3c4 . . . ckp−1)
∣∣ · . . . · ∣∣cos2(πckp−1)

∣∣×
×
∣∣cos2 π

∣∣ · ∣∣∣∣cos2 π

ckp

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣cos2 π

ckpckp+1

∣∣∣∣ · . . . =

= 1 · 1 · . . . · 1 ·
∞∏
l=0

cos2

(
π

ckpckp+1 · . . . · ckp+l

)
.
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Оскiльки ckp ≥ 3, то
∞∏
l=0

cos2

(
π

ckpckp+1 · . . . · ckp+l

)
≥ cos2 π

3
· cos2 π

3 · 2
· cos2 π

3 · 22
· . . . · cos2 π

3 · 2l
· . . . =

=
∞∏
l=0

cos2
( π

3 · 2l
)
≥ c0 > 0,

бо
∞∏
l=0

cos2
(
π

3·2l
)

=
∞∏
l=0

(
1− sin2 π

3·2l
)
≥
∏∞

l=0

(
1− π2

(3·2l)2

)
, i ряд

∞∑
l=0

( π
3·2l )

2 збiгається.

Таким чином
|ϕξ(tp)| ≥ c0 > 0. (3)

Легко бачити, що
lim
t→∞

ϕ(t) ≥ lim
p→∞

ϕ(tp). (4)

З нерiвностей (3) та (4) випливає, що lim
t→∞

ϕ(t) ≥ lim
p→∞

ϕ(tp) ≥ c0 > 0.

Оскiльки Lξ := lim
|t|→∞

|fξ(t)| ≥ lim
t→∞

ϕ(t) i lim
t→∞

ϕ(t) > 0, то Lξ > 0. �

Виникає запитання: чи буде справедливим твердження, обернене до теореми 1?
Тобто, «Якщо Lξ = 1, то послiдовнiсть {ck} — необмежена». Розглянемо контрпри-
клад, який демонструє хибнiсть оберненого твердження.

Нехай ck = 2, ∀k ∈ N , p0k = 1
2k
, p1k = 1− 1

2k
. Тодi

∞∏
k=1

max{p0k, p1k} =
∞∏
k=1

(
1− 1

2k

)
> 0,

звiдки випливає, що ξ має дискретний розподiл. Отже, Lξ = 1.
Також неправильним буде i твердження обернене до теореми 2: «Якщо Lξ > 0,

то серед членiв послiдовностi {ck} є безлiч бiльших за 2». Наведений контрприклад
iлюструє, що для послiдовностi {ck}, де ck = 2, ∀k ∈ N , Lξ = 1 > 0.

Зауваження 1. Якщо послiдовнiсть є стацiонарною, то теорема 2 спiвпадає з
результатом П. Ердеша. Тому теорему 2 можна вважати узагальненням резуль-
тату П. Ердеша, який показав, що для всiх рацiональних значень λ величина Lξ > 0

тодi i тiльки тодi, коли λ ∈
{

1
3
, 1

4
, 1

5
, . . . 1

n
, . . .

}
.

Наступна теорема дає необхiднi i достатнi умови для того, щоб Lξ = 0 для симе-
тричного випадку p0k = p1k.

Теорема 3. Нехай p0k = p1k = 1
2
, ∀k ≥ k0, k ∈ N . Тодi Lξ := lim

|t|→∞
|fξ(t)| = 0 тодi

i тiльки тодi, коли в послiдовностi {ck}, ck = 2 для всiх достатньо великих k.
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Доведення. Достатнiсть. Нехай p0k = p1k = 1
2
, ∀k ≥ k0, k ∈ N . Доведемо, що

з умови Lξ = 0 випливає, що ck = 2, ∀k ≥ k0.
Припустимо супротивне. Нехай в послiдовностi {ck} є безлiч чисел, якi бiльшi за

2. Тодi за теоремою 2 Lξ > 0, що суперечить припущенню.
Необхiднiсть. Нехай p0k = p1k = 1

2
, ∀k ≥ k0, k ∈ N . Доведемо, що якщо в послi-

довностi {ck} ck = 2 для всiх достатньо великих k, то Lξ := lim
|t|→∞

|fξ(t)| = 0.

Представимо випадкову величину ξ у виглядi ξ = η1 + η2, де

η1 =

k0−1∑
k=1

ξk
c1c2 · . . . · ck

, η2 =
∞∑
l=0

ξk0+l

c1c2 · . . . · ck0−1 · 2l+1
.

Розлянемо випадкову величину η2

η2 =
∞∑
l=0

ξk0+l

c1c2 · . . . · ck0−1 · 2l+1
=

1

c1c2 · . . . · ck0−1

∞∑
l=0

ϕl
2l+1

, де ϕl = ξk0+l.

Випадкова величина η2 має рiвномiрний розподiл. Оскiльки випадкова величина
ξ представлена як сума двох незалежних випадкових величин, одна з яких абсолю-
тно неперервна, то ξ теж є абсолютно неперервною випадковою величиною, а звiдси
випливає, що Lξ = 0. �

2. Про асимптотичнi властивостi перетворення Фур’є–Стiлт’єса
нескiнченних згорток Бернуллi. II

Нехай

A =
{
n : n = 2k+1 − 1 або n = 2k+1, k ∈ N

}
= {3, 4, 7, 8, . . . , 2k+1 − 1, 2k+1, . . .} ⊂ N.

Розглянемо множину дiйсних чисел

L =

{
x : x =

∞∑
k=1

αk(x)

2k

}
,

де αk(x) =

{
0, якщо k /∈ A;

0 або 1, якщо k ∈ A.
Тобто кожне число x з множини L має двiйковий запис

x = 0, 00α3α400α7α8000000α15α16 . . . , де α2k+1−1, α2k+1 ∈ {0, 1}.

Зрозумiло, що множина L має потужнiсть континуум.
Нехай L∗ — множина, яка утворена з L шляхом вилучення зчисленної множини

точок, якi мають нуль в перiодi.
Нехай a довiльне число з множини L∗. Тодi фiксованому числу

a = 0, 00α3α400α7α8000000α15α16 . . . 0 . . . 0α2n+1−1α2n+10 . . . 0α2n+1−1α2n+1 . . .
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поставимо у вiдповiднiсть наступну числову послiдовнiсть:

a1 = 0, 000000α7α8000000α15α16 . . . ;

a2 = 0, 00000000000000α15α16 . . . ;

. . .

an =

{
a · 22n+1

}
22n+1 .

Очевидно, що ряд
∞∑
n=1

an збiгається.

Нехай ξk — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають значень
−1 та 1 з ймовiрностями p0k та p1k вiдповiдно. Розглянемо випадкову величину ξ =
∞∑
k=1

ξkak.

Теорема 4. Для довiльного вибору числа a з множини L∗ величина Lξ = 1.

Доведення. Нехай

a = 0, 00α3α400α7α8000000α15α16 . . . 0 . . . 0α2n+1−1α2n+10 . . . ∈ L∗.

Поставимо у вiдповiднiсть числу a послiдовнiсть {an}, an =

{
a·22n+1

}
22n+1 .

Як i в попередньому випадку нескладно показати, що

|fξ(t)| ≥
∞∏
k=1

(
1− sin2(akt)

)
=
∞∏
k=1

cos2(akt).

Виберемо пiдпослiдовнiсть tn = ln · π, де ln = 22n . Тодi

tn · a1 = π · [lna1] + π · 0, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n+1−2

α2n+1−1α2n+1 . . . ;

· · ·

tn · an−1 = π · [lnan−1] + π · 0, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n+1−2

α2n+1−1α2n+1 . . . ;

tn · an = π · 22n ·

{
a · 22n+1

}
22n+1 = π ·

{
a · 22n+1

}
22n

<
π

22n
;

· · ·

tn · an+k = π · 22n ·

{
a · 22n+k+1

}
22n+k+1 <

π

22n+k
,∀k ≥ 0.

Оскiльки {tna1} = . . . = {tnan−1}, то

cos2(tna1) = . . . = cos2(tnan−1) = cos2

π · 0, 00 . . . 0α2n+1−1α2n+1︸ ︷︷ ︸
2n+1

. . .

 ≥
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≥ cos2

π · 0, 00 . . . 01︸ ︷︷ ︸
2n+1−2

 = 1−
( π

22n+1−2

)2

≥ 1−
( π

22n

)2

,∀n ∈ N.

Таким чином,
n−1∏
k=1

cos2(tnak) ≥
(

1−
(
π

22n

)2
)n−1

→ 1 при n→∞.

Крiм того,

cos2(tnan) ≥ 1−
( π

22n

)2

;

. . .

cos2(tnan+k) ≥ 1−
( π

22n+k

)2

, ∀k ≥ 0.

Оцiнимо нескiнченний добуток
∞∏
k=n

cos2(tnak) ≥
∞∏
k=0

(
1−

( π

22n+k

)2
)

=
∞∏
s=n

(
1−

( π

22s

)2
)

= Pn−1.

З цiєю метою розглянемо нескiнченний добуток
∞∏
k=1

(
1−

( π

22k

)2
)
. (5)

Такий добуток збiгається, оскiльки збiгається ряд
∞∑
k=1

( π

22k
)2.

Тому (n− 1)-й залишок добутку (5) прямує до 1. З iншого боку (n− 1)-й залишок
добутку (5) спiвпадає з Pn−1. Тому Pn−1 → 1 при n→∞.

Оскiльки
n−1∏
k=1

cos2(tnak)→ 1 i
∞∏
k=n

cos2(tnak)→ 1 при n→∞, то

|fξ(tn)| ≥
n∏
k=1

cos2(tnak) ·
∞∏

k=n+1

cos2(tnak)→ 1 при n→∞.

Легко бачити, що lim
|t|→∞

|fξ(t)| ≥ lim
n→∞

|fξ(tn)|. Тому Lξ = 1. �

Зауваження 2. Отриманi результати дають можливiсть будувати сингу-
лярно неперервнi ймовiрнiснi розподiли, спектри яких мають довiльну наперед за-
дану розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича, але при цьому Lξ = 1.

На прикладi нескiнченних згорток Бернуллi з першого сiмейства покажемо, що
навiть у випадку p0k = p1k = 1

2
для довiльного числа d ∈ [0, 1] можна вибрати

послiдовнiсть {ck} таким чином, щоб розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича спектра Sξ
розподiлу випадкової величини

ξ =
ξ1

c1

+
ξ2

c1c2

+ . . .+
ξk

c1c2 . . . ck
+ . . .

дорiвнювала числу d i при цьому Lξ = 1.
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Оскiльки у нашому випадку

rk := ak+1 + ak+2 + . . . =
1

c1 · . . . · ck

(
1

ck+1

+
1

ck+1ck+2

+ . . .

)
≤ 1

c1c2 · . . . · ck
= ak,

то (див. [1])

dimH Sξ = lim
k→∞

k ln 2

− ln rk
. (1)

I) Якщо d = 0, то виберемо cn = 2n, n ∈ N . При цьому

an =
1

c1 · . . . · cn
=

(
1

2

)n(n+1)
2

;

rn =
1

c1 · c2 · . . . · cn

(
1

cn+1

+
1

cn+1cn+2

+ . . .

)
<

1

c1c2 · . . . · cn
=

(
1

2

)n(n+1)
2

.

Тому

dimH Sξ = lim
k→∞

k ln 2

ln 1
rk

≤ lim
k→∞

k ln 2
k(k+1)

2
ln 2

= 0.

При цьому очевидно, що Lξ = 1, бо {ck} — необмежена.
II) Якщо d = 1, то виберемо

cn =

{
2, якщо n 6= 10s, s ∈ N ;

s+ 1, якщо n = 10s, s ∈ N.
Тобто, c10 = 2, c100 = 3, . . . , c10s = s+ 1, а всi iншi значення cn дорiвнюють 2.

У цьому випадку

rn =
1

c1 · . . . · cncn+1

(
1 +

1

cn+2

+
1

cn+2cn+3

+ . . .

)
>

1

c1 · . . . · cncn+1

.

Для довiльного натурального числа k iснує натуральне s0 = s0(k) таке, що

10s0−1 ≤ (k + 1) < 10s0 .

Оцiнимо величину rk:

rk >
1

c1 . . . ckck+1

=
1

2(k+1)−(s0−1) · 2 · 3 · . . . · s0

=
1

2k−s0+1 · s0!
.

Отже,
k ln 2

ln 1
rk

≥ k ln 2

ln (2k−s0+1 · s0!)
=

k ln 2

(k − s0 + 1) ln 2 + ln(s0!)
.

Оскiльки s0 ≤ log10(k + 1)− 1, то

dimH Sξ = lim
k→∞

k ln 2

ln 1
rk

≥ 1.

З iншого боку, dimH Sξ ≤ 1, бо Sξ ⊂ R1. Отже, dimH Sξ = 1.
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При цьому спектр є нiде не щiльною множиною, бо умова ak > rk виконується
для всiх k ∈ N , i Lξ = 1, бо послiдовнiсть {cn} — необмежена.

III) Нехай d ∈ (0, 1). Позначимо A := 2
1
d .

Оцiнимо rn
1

c1c2 · . . . · cncn+1

< rn <
2

c1c2 · . . . · cncn+1

.

Тому

n+1∑
k=1

ln ck

n+ 1
− ln 2

n+ 1
≤ 1

n+ 1
ln

1

rn
≤

n+1∑
k=1

ln ck

n+ 1
.

Покажемо, що послiдовнiсть cn можна вибрати такою, щоб
ln c1 + ln c2 + . . .+ ln cn

n
→ lnA (n→∞),

i при цьому щоб мала мiсце рiвнiсть Lξ = 1.
З цiєю метою побудуємо допомiжну обмежену послiдовнiсть {c∗n} таку, що

1
n

n∑
k=1

ln c∗k → lnA (n→∞).

Для вибраного числа d ∈ (0, 1) iснує єдине натуральне число m0 = m0(d) таке, що

m0 ≤ 2
1
d < m0 + 1.

Якщо 2
1
d ∈ N , то покладемо c∗k = 2

1
d = A.

Якщо 2
1
d /∈ N , то {c∗k} вибираємо за таким алгоритмом: нехай k1 = 1, c∗k1 = m0;

c∗k1+1 = c∗k1+2 = . . . = c∗k1+s1
= m0 +1, де s1 — найменше натуральне число j, для якого

виконується умова
k1+j∑
j=1

ln c∗j

k1 + j
≥ lnA.

Покладемо k2 = k1 + s1 i c∗k2+1 = c∗k2+2 = ... = c∗k2+s2
= m0, де s2 — найменше

натуральне число j, для якого виконується умова
k2+j∑
j=1

ln c∗j

k2 + j
< lnA.

Для n > 1 покладаємо

ck2n−1+1 = . . . = ck2n−1+s2n−1 = m0 + 1,

де s2n−1 — найменше натуральне число j, для якого
k2n−1+j∑
j=1

ln c∗j

k2n−1 + j
≥ lnA;
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k2n := k2n−1 + s2n−1,

ck2n+1 = ck2n+2 = . . . = ck2n+s2n = m0,

де s2n — найменше натуральне число j, для якого виконується умова

1

k2n + j
·
k2n+j∑
j=1

ln c∗j < lnA.

З побудови послiдовностi {c∗k} випливає, що

lim
k→∞

k∑
j=1

ln c∗j

k
= lnA.

На основi послiдовностi {c∗k} побудуємо послiдовнiсть {ck}

ck =

{
c∗k, якщо k 6= 10n, n ∈ N ;

n+ 1, якщо k = 10n, n ∈ N.

Використовуючи тi ж аргументи, що i в пунктi II) нескладно показати, що

lim
k→∞

1

k

k∑
j=1

ln cj = lnA.

Тому lim
n→∞

1
n+1

ln 1
rn

= lnA, i отже,

dimH Sξ = lim
n→∞

n ln 2

ln 1
rn

= lim
n→∞

ln 2
1

n+1
ln 1

rn

= d.

Оскiльки {cn} — необмежена, то Lξ = 1. Що i потрiбно було довести.
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