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Анотацiя. В [5] були отриманi достатнi умови довiрчостi при обчисленнi розмiрно-
стi Хаусдорфа–Безиковича на систему покриттiв, яка породжена Q∞-зображенням.
В данiй роботi розглядається приклад системи Q∞-цилiндрiв, для якого не викону-
ються умови з [5], але породженої системи покриттiв досить для обчислення роз-
мiрностi Хаусдорфа–Безиковича довiльної множини E ⊂ 0, 1).
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розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича.
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Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича є добре вiдомим поняттям, яке активно
використовується в рiзних галузях математики. Задача обчислення розмiрностi
Хаусдорфа–Безиковича множини або мiри є однiєю з типових i основних задач, але
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розв’язати її зазвичай складно. Це стало причиною розвитку методiв знаходження
точних або хоча б наближених значень розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича для мно-
жин та мiр. Один з таких методiв полягає у зменшеннi класу допустимих покриттiв
при обчисленнi розмiрностi до деякого вужчого, специфiчного класу покриттiв, з
яким зручнiше працювати.

Нагадаємо, що сiмейство Φ пiдмножин з [0, 1] називається локально тонкою систе-
мою покриттiв одиничного вiдрiзка, якщо для довiльного ε > 0 iснує таке покриття
вiдрiзка [0, 1] пiдмножинами Ej ∈ Φ, що |Ej| < ε i [0, 1] =

⋃
j Ej.

Нехай α — додатне число. α-мiрною мiрою Хаусдорфа множини E вiдносно сi-
мейства Φ називається

Hα(E,Φ) = lim
ε→0

[
inf
|Ej |≤ε

{∑
j

|Ej|α
}]

= lim
ε→0

Hα
ε (E,Φ),

де iнфiмум береться по всiх не бiльш як злiченних ε-покриттях {Ej} множини E

множинами Ej ∈ Φ.

Оскiльки при зменшеннi ε iнфiмум визначається за бiднiшим класом ε-покриттiв,
то границя (скiнченна чи нескiнченна) lim

ε→0
Hα
ε (E,Φ) завжди iснує.

Hα(E,Φ) залежить вiд сiмейства Φ. Сiмейство всiх обмежених множин, сiмейство
всiх вiдкритих множин i сiмейство всiх замкнених множин дають одну i ту саму α-
мiрну мiру Хаусдорфа.

Означення 1. Розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини E вiдносно сiмейства
пiдмножин Φ називається таке невiд’ємне число, що

dimH(E,Φ) = inf{α : Hα(E,Φ) = 0}. (1)

Означення 2. Локально тонка система покриттiв Φ називається довiрчою систе-
мою покриттiв на [0, 1], якщо при обчисленнi розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича
довiльної пiдмножини з [0, 1] можна обмежитись розглядом покриттiв з Φ, тобто
якщо

dimH(E,Φ) = dimH(E),∀E ⊂ [0, 1].

Прикладами довiрчих систем покриттiв можуть бути локально тонкi системи по-
криттiв, що породжуються s-адичним представленням дiйсних чисел [1]; системи
покриттiв, якi породжуються Q-представленнями [2]; системи покриттiв, що поро-
джуються Q∗-представленнями, для яких inf

k
{q0k, q(n−1)k} > 0 [3].

Наведенi приклади є прикладами систем покриттiв, породжених системами зо-
бражень дiйсних чисел зi скiнченним алфавiтом.
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В наших роботах [5, 6, 7] дослiджувалися питання довiрчостi для систем зо-
браження дiйсних чисел з нескiнченним алфавiтом на прикладi системи цилiндрiв,
породжених Q∞-зображенням дiйсних чисел.

Нагадаємо поняття Q∞-розкладу дiйсних чисел ([2]) та декiлька альтернативних
пiдходiв до його означення. Нехай Q∞ = (q0, q1, q2, ...) — нескiнченний стохастичний
вектор з додатнiми координатами. При фiксованому векторi Q∞ здiйснюється злi-
ченна послiдовнiсть розбиттiв одиничного вiдрiзка за наведеними нижче правилами.

Крок 1. Розбиваємо множину [0, 1) (злiва направо) на злiченну кiлькiсть на-
пiввiдкритих вiдрiзкiв ∆Q∞

i1
, i1 ∈ {0, 1, 2, . . .} виду [a, b), довжини яких дорiвнюють∣∣∣∆Q∞

i1

∣∣∣ = qi1 ,

[0, 1) =
∞⋃
i1=0

∆Q∞
i1
.

Кожен з ∆Q∞
i1

називається цилiндром 1-го рангу Q∞-розкладу.
Крок k ≥ 2. Кожен з цилiндрiв (k−1)-рангу ∆Q∞

i1i2...ik−1
розбиваємо (злiва направо)

на злiченну кiлькiсть напiввiдкритих вiдрiзкiв ∆Q∞
i1i2...ik

(без спiльних точок)

∆Q∞
i1i2...ik−1

=
∞⋃
ik=0

∆Q∞
i1i2...ik

,

довжини яких ∣∣∣∆Q∞
i1i2...ik

∣∣∣ = qi1 · qi2 · · · qik =
k∏
s=1

qis (2)

вiдносяться як∣∣∣∆Q∞
i1i2...ik−10

∣∣∣ :
∣∣∣∆Q∞

i1i2...ik−11

∣∣∣ : · · · :
∣∣∣∆Q∞

i1i2...ik−1m

∣∣∣ : · · · = q0 : q1 : · · · : qm : · · · .

Кожен з ∆Q∞
i1i2...ik

називається цилiндром k-го рангу Q∞-розкладу.
Для довiльної послiдовностi iндексiв {ik}, ik ∈ {0, 1, 2 . . .} iснує послiдовнiсть та-

ких вкладених цилiндрiв

∆Q∞
i1
⊃ ∆Q∞

i1i2
⊃ · · · ⊃ ∆Q∞

i1i2...ik
⊃ · · ·,

що |∆Q∞
i1...ik
| → 0, k → ∞. Тому iснує єдина точка x ∈ [0, 1), яка належить усiм цим

цилiндрам ∆Q∞
i1
, ∆Q∞

i1i2
, ..., ∆Q∞

i1i2...ik
, ... .

I навпаки, для кожної точки x ∈ [0, 1) iснує єдина (оскiльки кожна точка з мно-
жини [0, 1) належить рiвно одному цилiндру n-го рангу) послiдовнiсть вкладених
цилiндрiв ∆Q∞

i1(x) ⊃ ∆Q∞
i1(x)i2(x) ⊃ ... ⊃ ∆Q∞

i1(x)i2(x)...ik(x) ⊃ ..., якi мiстять x, тобто

x =
∞⋂
k=1

∆Q∞
i1(x)i2(x)...ik(x) =: ∆Q∞

i1(x)i2(x)...ik(x)....
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Останнiй вираз називається Q∞-розкладом точки x. Основи метричної та ймовiрнi-
сної теорiїQ∞-розкладiв розвивались М. В. Працьовитим у 90-х роках XX-го столiття
i викладенi в монографiях [4, 2], де i було вперше вжито термiн Q∞-представлення
(зображення, розклад).

Вiдзначимо, що Q∞-розклад дiйсних чисел є частковим випадком так званих f -
розкладiв ([8, 9]) i породжується наступною строго зростаючою неперервною фун-
кцiєю f , яка визначена на [0,+∞) умовами: f(0) = 0 i f зростає лiнiйно на кожному
вiдрiзку [n, n+ 1] з f(n+ 1)− f(n) = qn для кожного n ∈ {0, 1, 2, ...}.

Зауважимо також, що Q∞-розклад можна означити за допомогою систем iтеру-
ючих функцiй (IFS, див. [10, 11]). Справдi, розглянемо систему iтеруючих функцiй,
що породжується наступною злiченною системою стискаючих перетворень подiбно-
стi:

F0(x) = q0 · x, Fi(x) = qi · x+ (q0 + ...+ qi−1), ∀i ∈ N.

Очевидно, що множина [0, 1) є iнварiантною вiдносно даної IFS, оскiльки [0, 1) =
∞⋃
i=0

Fi([0, 1)). При цьому для вищеозначених цилiндрiв Q∞-розкладу має мiсце рiв-

нiсть: ∆Q∞
i1i2...ik

= Fi1 ◦ Fi2 ◦ ... ◦ Fik([0, 1)). Тому для довiльного x ∈ [0, 1) iснує єдина
послiдовнiсть (i1(x), i2(x), ..., ik(x), ...) ∈ {0, 1, 2, ...}∞ така, що

x =
∞⋂
k=1

Fi1 ◦ Fi2 ◦ ... ◦ Fik([0, 1)) = ∆Q∞
i1(x)i2(x)...ik(x)....

Дослiдженням метричних, топологiчних та фрактальних властивостей Q∞-зобра-
ження дiйсних чисел та об’єктiв, з ним пов’язаних, займались М. В. Працьовитий,
О. Л. Лещинський, Г. М. Торбiн (див. [12, 4, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19]).

Q∞-зображення дiйсних чисел дозволяє формально просто задавати i дослiджу-
вати широкий клас одновимiрних фракталiв та iнших об’єктiв з фрактальними вла-
стивостями.

Надалi будемо використовувати позначення Φ = Φ(Q∞) для сiмейства всiх цилiн-
дрiв Q∞-розбиття iнтервалу [0, 1).

В роботi [5] були отриманi достатнi умови довiрчостi системи Φ.

Теорема 1 ([5]). Якщо iснують такi числа q∗ та q∗, що для всiх i ∈ N виконує-
ться нерiвнiсть

0 < q∗ ≤
qi
qi−1

≤ q∗ < 1,

то dimH(E) = dimH(E,Φ), ∀E ⊂ [0, 1).

В роботi [7] було показано, що Φ не обов’язково має бути довiрчою i умова qi
qi−1
≤

q∗ < 1 є суттєвою умовою довiрчостi.
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Теорема 2 ([7]). Якщо iснує додатне цiле число m0 i дiйснi числа A та B, що
для всiх натуральних чисел i виконується нерiвнiсть

A

(i+ 1)m0
≤ qi ≤

B

(i+ 1)m0
,

то система покриттiв породжена Q∞-зображенням є недовiрчою.

Дана робота присвячена вивченню окремого випадку порушення умови 0 < q∗ ≤
qi
qi−1

.

Теорема 3. Нехай qi = A

22i
, де 1

A
=
∞∑
i=0

1

22i
. Тодi Φ(Q∞) — довiрча.

Доведення. Для визначення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича досить роз-
глядати покриття множини iнтервалами, кiнцi яких належать всюди щiльнiй множи-
нi. Тому досить розглянути покриття iнтервалами, кiнцi яких є Q∞-рацiональними
точками.

Нехай {Ej} — довiльне ε-покриття множини E iнтервалами (aj, bj), де aj i bj —
Q∞-рацiональнi точки:

aj = ∆α1α2...αnj (αnj+1(aj))...αnj+lj (aj)(0),

bj = ∆α1α2...αnj (αnj+1(bj))...αnj+gj (bj)(0).

Для довiльного j ∈ N iснує цилiндр ∆α1α2...αnj
, який мiстить (aj, bj) i жоден з

цилiндрiв (nj + 1)-го рангу не мiстить цiлком Ej.

Тодi мiж точками aj i bj буде хоча б одна Q∞-рацiональна точка (nj + 1)-рангу.
Найлiвiшу таку точку позначимо cj.

Тодi
cj = ∆α1α2...αnj (αnj+1(aj)+1)(0).

Позначимо αnj+k(aj) = mk, k ∈ {1, 2, . . . , lj}.
Покриття множини Ej будемо здiйснювати в два етапи: покриття (aj, cj) та по-

криття [cj, bj). Спочатку розглянемо покриття [cj, bj).

Якщо цилiндр ∆α1α2...αnj (αnj+1(aj)+1) цiлком належить до [cj, bj) (тобто наступна
точка подiлу (nj + 1)-го рангу належить до [cj, bj)), то [cj, bj) покривається за допо-
могою цилiндрiв

∆α1α2...αnj (αnj+1(aj)+i), i ∈ {1, 2, 3, . . .},

якi мають довжину меншу за |Ej| i α-об’єм такого покриття пiвiнтервалу [cj, bj) до-
рiвнює

∞∑
i=1

|∆α1...αnj
|α ·
(

A

22m1+i

)α
≤ 1

1− (1
2
)α
|∆α1...αnjm1+1|α ≤

1

1− (1
2
)α
|Ej|α.

Позначимо C(α) = 1
1−( 1

2
)α
.
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Можлива й iнша ситуацiя: пiвiнтервал [cj, bj) не мiстить iнших точок подiлу (nj +

1)-го рангу, вiдмiнних вiд cj.
У цьому випадку знайдеться такий цилiндр ∆α1...αnj (αnj+1(aj)+1) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

tj

, який мiстить

пiвiнтервал [cj, bj) i довжина його не перевищує 2|Ej|. Тому α-об’єм такого покриття
не перевищує 2α|Ej|α.

Перейдемо до покриття iнтервалу (aj, cj). Пiвiнтервал [aj, cj) мiстить цилiндри
наступних рангiв:

(nj + 1)-го рангу:
∞⋃

i=m1+1

∆α1...αnj i
,

(nj + 2)-го рангу:
∞⋃

i=m2+1

∆α1...αnjm1i,

...
(nj + lj)-го рангу:

∞⋃
i=mlj

∆α1...αnjm1m2...mlj−1i i повнiстю покривається їх об’єднанням.

α-об’єм сукупностi вище означених цилiндрiв (nj+k)-го рангу при k < lj дорiвнює
∞∑

i=mk+1

|∆α1...αnjm1...mk−1i|α ≤ C(α)|∆α1...αnjm1...mk−1(mk+1)|α.

α-об’єм сукупностi цилiндрiв (nj + lj)-го рангу дорiвнює
∞∑

i=mlj

|∆α1...αnjm1...mlj−1i|α ≤ C(α)|∆α1...αnjm1...mlj−1mlj
|α.

Отже, [aj, cj) можна покрити зчисленною кiлькiстю цилiндрiв рангiв вiд (nj + 1)

до (nj + lj), загальний α-об’єм яких не перевищує

Sj(α) = C(α)(|∆α1...αnj (m1+1)|α + . . .+ |∆α1...αnjm1...mlj−2(mlj−1+1)|α +

+|∆α1...αnjm1...mlj−1mlj
|α).

Якщо виконується нерiвнiсть

m1 > m2 > . . . > mlj−1 > mlj , (3)

то буде виконуватись

|∆α1...αnj (m1+1)| < |∆α1...αnjm1(m2+1)| < . . . < |∆α1...αnjm1...mlj
|.
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Тому

Sj(α) ≤ C(α)lj|∆α1...αnjm1...mlj
|α =

= C(α)lj|∆α1...αnjm1...mlj
|δ · |∆α1...αnjm1...mlj

|α−δ =

= C(α)lj

∣∣∣∣ A22m1
· . . . · A

22
mlj

∣∣∣∣δ |∆α1...αnj
|δ|∆α1...αnjm1...mlj

|α−δ ≤

≤ C(α)lj

((A
2

)lj)δ|∆α1...αnjm1...mlj
|α−δ.

Для фiксованого δ ∈ (0, α) отримаємо, що l
(
A
2

)δl → 0 (l→∞).

Тому iснує n0(δ) таке, що l
(
A
2

)δl ≤ 1 для всiх l > n0(δ).

Отже, якщо lj > n0(δ), то

Sj(α) ≤ C(α)|∆α1...αnjm1...mlj
|α−δ ≤ C(α)|E|α−δ.

Якщо lj ≤ n0(δ), то Sj(α) ≤ C(α)n0(δ)|Ej|α−δ, ∀j ∈ N.
Якщо умова (3) порушується, то iснує таке k ∈ N, k < lj, що{

m1 > m2 > . . . > mk−1,

mk−1 ≤ mk.

Тодi множину [aj, cj) можна покрити об’єднанням вказаних вище цилiндрiв ран-
гiв (nj + 1), (nj + 2), . . . , (nj + mk−1), якi повнiстю мiстяться в [aj, cj) i цилiндром
∆α1...αnjm1...mk−1mk . Останнiй цилiндр не мiститься в [aj, cj), але його довжина не пе-
ревищує 2|Ej|, бо

|∆α1...αnjm1...mk | = |∆α1...αnjm1...mk−1
| A
22mk

≤

≤ 2|∆α1...αnjm1...(mk−1+1)|

i ∆α1...αnjm1...(mk−1+1) ⊂ [aj, cj).

У цьому випадку α-об’єм системи вказаних вiдрiзкiв не перевищує

C(α)(|∆α1...αnj (m1+1)|α + |∆α1...αnjm1(m2+1)|α + . . .+

+|∆α1...αnjm1...(mk−1+1)|α) + |∆α1...αnjm1...mk−1mk |α ≤

≤ C(α)(k − 1)|∆α1...αnjm1...mk−2(mk−1+1)|α + 2α|Ej|α ≤

≤ C(α)n0(δ)|Ej|α−δ + 2α|Ej|α−δ = (C(α)n0(δ) + 2α)|Ej|α.

Отже,
∑
j

Sj(α) ≤ (C(α)n0(δ) + 2α)
∑
j

|Ej|α−δ.

Таким чином, для довiльного ε > 0, для довiльного α > 0, для довiльного
δ ∈ (0, α) i для довiльного покриття {Ej} = {aj, bj} iснує сукупнiсть цилiндрiв рi-
зних рангiв така, що вони покривають множину (∪jEj) i вiдповiдний α-об’єм цього
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покриття цилiндрами не перевищує

(2α + C(α)n0(δ))
∑
j

|Ej|α−δ + C(α)|Ej|α ≤ (2α + C(α)(n0(δ) + 1))
∑
j

|Ej|α−δ.

Позначимо d(α) = 2α + C(α)(n0(δ) + 1).

Тодi Hα
2ε(E,Φ) ≤ d(α)

∑
j

|Ej|α−δ для довiльних ε > 0, α ∈ (0, 1], δ ∈ (0, α) та

довiльного покриття {Ej}.
Тому Hα

2ε(E,Φ) ≤ d(α)Hα−δ
ε (E) для довiльних ε > 0, α ∈ (0, 1], δ ∈ (0, α).

При ε → 0 отримаємо Hα(E,Φ) ≤ d(α)Hα−δ(E) для довiльних α ∈ (0, 1] i δ ∈
(0, α). Тому dimH(E,Φ) ≤ dimH E + δ для довiльного δ ∈ (0, α).

Отже, dimH(E,Φ) ≤ dimH E. �
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