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Про суперпозицiї сингулярно неперервних
та абсолютно неперервних функцiй розподiлу

М. Л. Лупаїн,
Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова

Анотацiя. У роботi розглядаються питання про суперпозицiї абсолютно неперерв-
них та сингулярно неперервних функцiй розподiлу. Показано, що суперпозицiя аб-
солютно неперервної та сингулярно неперервної функцiй розподiлу Fsc(Fac) буде
сингулярно неперервною, якщо функцiя F−1ac також буде абсолютно неперервною; а
суперпозицiя Fac(Fsc) завжди буде сингулярно неперервною. Встановлено деякi до-
статнi умови сингулярностi суперпозицiї двох сингулярно неперервних, строго мо-
нотонних функцiй розподiлу.

Ключовi слова: функцiя розподiлу, суперпозицiя функцiй, абсолютно неперерв-
на функцiя, сингулярно неперервна функцiя.
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Вступ

Нагадаємо що функцiя f(x) задана на вiдрiзку [a, b] називається абсолютно не-
перервною, якщо для довiльного ε > 0 знайдеться таке δ > 0, що для будь-якої
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скiнченної системи iнтервалiв (a1, b1), . . . , (an, bn), якi взаємно не перетинаються i та-
ких що

n∑
k=1

(bk − ak) < δ,

i виконується нерiвнiсть

|
n∑
k=1

(f(bk)− f(ak))| < ε.

Ще одним класом функцiй обмеженої варiацiї є клас сингулярних функцiй. Вiдмiнна
вiд сталої неперервна функцiя обмеженої варiацiї, похiдна якої майже всюди дорiв-
нює нулю називається сингулярною функцiєю [2].

У першому роздiлi даної роботи розглядаються суперпозицiї двох абсолютно не-
перервних функцiй. Г. М. Фiхтенгольц встановив критерiй абсолютної неперервностi
суперпозицiї двох абсолютно неперервних функцiй. В цьому ж напрямку працювали
i його учнi М. А. Зарецький та Н. К. Барi, яка разом з Д. Є. Меньшовим повнi-
стю охарактеризували клас функцiй, якi є суперпозицiями абсолютно неперервних
функцiй [4].

Суперпозицiї абсолютно неперервної та сингулярно неперервної та двох сингуляр-
но неперервних функцiй дослiдженi значно менше.

Оскiльки будь-яку неспадну обмежену функцiю f(x) шляхом елементарних пе-
ретворень виду y = f(x) + a, y = k1(f(x)) i y = f(k2x), якi не вплинуть на суттєвi
властивостi f(x), можна представити як функцiю розподiлу, то для доведення деяких
теорем будемо розглядати замiсть абсолютно неперервних, сингулярно неперервних
функцiй, вiдповiднi функцiї розподiлу.

Нагадаємо, що ймовiрнiсна мiра µ називається абсолютно неперервною (вiдно-
сно мiри Лебега λ), якщо µ(E) = 0, для кожної множини, для якої має мiсце умова
λ(E) = 0. Вiдповiдна функцiя розподiлу називається абсолютно неперервною. В де-
яких випадках зручнiше користуватися еквiвалентним означенням: функцiя розпо-
дiлу є абсолютно неперервною тодi i тiльки тодi, коли вона володiє N -властивiстю,
тобто вона довiльну нуль-множину (в сенсi мiри Лебега) вiдображає в множину ну-
льової мiри Лебега.

Ймовiрнiсна мiра µ називається сингулярно неперервною (вiдносно мiри Лебега
λ), якщо вона є неперервною (тобто мiра кожної одноточкової множини дорiвнює ну-
лю) та iснує вимiрна множина E така, що λ(E) = 0 i при цьому µ(E) = 1. Аналогiчно,
вiдповiдна функцiя розподiлу називається сингулярно неперервною.

Суперпозицiя функцiй розподiлу є функцiєю обмеженої варiацiї, то очевидно,
що суперпозицiя двох абсолютно неперервних функцiй розподiлу буде абсолютно
неперервною функцiєю розподiлу.
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У третьому роздiлi показано, що для суперпозицiї Fsc(Fac) умова абсолютної непе-
рервностi функцiї F−1

ac є суттєвою, а суперпозицiя Fac(Fsc) завжди буде сингулярною.
У четвертому роздiлi розкрито питання про суперпозицiю двох сингулярно неперерв-
них функцiй розподiлу. А саме, показано, що така суперпозицiя може бути абсолютно
неперервною, сингулярно неперервною функцiєю розподiлу та їх сумiшшю. В п’ятому
роздiлi в термiнах носiїв щiльностi представленi деякi достатнi умови сингулярностi
суперпозицiї двох строго монотонних сингулярних функцiй.

1. Суперпозицiя двох абсолютно неперервних функцiй

Давно вiдомо, що суперпозицiя двох абсолютно неперервних функцiй не завжди
буде абсолютно неперервною. Вперше приклад такої суперпозицiї був побудований
Г. М. Фiхтенгольцом у 20-х роках XX столiття [5].

Ще одним прикладом такої суперпозицiї є наступний: розглянемо на вiдрiзку
[0; 1] двi абсолютно неперервнi функцiї: f(x) = x2 sin2 1

x
i g(x) =

√
x. Їх суперпози-

цiя g(f(x)) = |x sin 1
x
| не є функцiєю обмеженої варiацiї, а отже не буде абсолютно

неперервною.
В курсi теорiї функцiй дiйсної змiнної є наступна теорема про iнтегрування ча-

стинами. Нехай функцiї f i g абсолютно неперервнi на вiдрiзку [a, b], тодi∫ b

a

f
′
gdx = fg|ba −

∫ b

a

fg′ dx.

Операцiя iнтегрування частинами дуже часто використовується при вивченнi дифе-
ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними. Причому у багатьох випадках дана
теорема незастосовна. Наприклад, нерiдко доводиться iнтегрувати частинами∫ b

a

u
′′
v dx,

де u = u(x) — двiчi неперервно диференцiйовна функцiя однiєї змiнної x, а функцiя
v = v(x) вибрана в залежностi вiд u, наприклад v = ϕ(u), де ϕ — абсолютно неперерв-
на. Ми не можемо застосувати у цьому випадку теорему iнтегрування частинами,
оскiльки суперпозицiя ϕ(u), взагалi кажучи, може не бути абсолютно неперервною
[1]. Постає задача знаходження класу функцiй, якi є суперпозицiями абсолютно не-
перервних функцiй.

Теорема 1 (Г. М. Фiхтенгольц, [2],[5]). Для того, щоб суперпозицiя двох абсолю-
тно неперервних функцiй була абсолютно неперервною необхiдно i достатньо, щоб
вона була функцiєю обмеженої варiацiї .
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Суперпозицiями абсолютно неперервних функцiй займалась Н. К. Барi. Вона до-
слiджувала питання про представлення неперервної функцiї суперпозицiєю абсолю-
тно неперервних функцiй. Їй належать наступнi теореми:

Теорема 2 ([4]). Довiльна неперервна функцiя є сумою трьох суперпозицiй аб-
солютно неперервних функцiй, i iснує неперервна функцiя, яка не може бути пред-
ставлена у виглядi суми двох таких суперпозицiй.

Теорема 3 ([4]). Будь-яка функцiя, що задовольняє умовi (N), чи точнiше, до-
вiльна неперервна функцiя, диференцiйовна в точках множини додатної мiри на
кожному iнтервалi, є сумою двох суперпозицiй абсолютно неперервних функцiй,
i iснує неперервна функцiя, яка задовольняє умову (N), але не представляється у
виглядi однiєї суперпозицiї абсолютно неперервних функцiй.

2. Суперпозицiя абсолютно неперервної та сингулярно неперервної
функцiй розподiлу

Вiдомо, що для неперервної строго зростаючої функцiї обернена функцiя теж
неперервна. З’ясуємо, якою буде обернена функцiя до строго зростаючої абсолютно
неперервної функцiї.

Твердження 1. Iснують абсолютно неперервнi функцiї, оберненi до яких не є
абсолютно неперервними.

Приклад 1. Нехай F строго зростаюча абсолютно неперервна функцiя, така що
F ′(x) = 0 на множинi додатної мiри Лебега.

Розглянемо Q∗ розклад дiйних чисел:

Q∗ =


1
2
− 1

4
1
2
− 1

8
. . . 1

2
− 1

2n+1 . . .
1
2

1
4

. . . 1
2n

. . .
1
2
− 1

4
1
2
− 1

8
. . . 1

2
− 1

2n+1 . . .

 .

Тобто q0n = q2n = 1
2
− 1

2n+1 , q1n = 1
2n
,∀n ∈ N. Тодi множина канторiвського типу

C0 = C0(Q∗, {0, 2}) = {x : x = ∆Q∗

α1(x)...αn(x)..., αj(x) ∈ {0, 2}} матиме додатню мiру
Лебега

λ(C0) =
∞∏
k=1

(1− q1k) =
∞∏
n=1

(1− 1

2n
) > 0.

Нехай F зростає лiнiйно на

∆Q∗

1 ,∆Q∗

01 ,∆
Q∗

21 ,∆
Q∗

001,∆
Q∗

021,∆
Q∗

201,∆
Q∗

221, . . .

i
F (∆Q∗

1 ) = ∆3
1, F (∆Q∗

01 ) = ∆3
01, F (∆Q∗

21 ) = ∆3
21, . . . .
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Нехай C1 = [0, 1]\C0, A0 = F (C0), A1 = F (C1).

λ(A1) = λ(F (∆1 ∪∆01 ∪∆21 ∪∆001 ∪ . . .) =
1

1
+ 2

1

3
+ 4

1

9
+ . . . = 1.

Тому λ(A0) = 0.

Доведемо абсолютну неперервнiсть функцiї F.
Розглянемо множну E нульової мiри Лебега

E0 = E ∩ C0, E1 = E ∩ C1.

Оскiльки C0 ∩ C1 = ∅ i E1 ⊆ C1, тому λ(F (E1)) = 0.

λ(F (E0)) = 0, оскiльки F (E0) є не бiльш як зчисленним об’єднанням гомотети-
чних копiй пiдмножин E0. Отже, λ(F (E)) = 0, звiдки i випливає абсолютна непе-
рервнiсть функцiї F .

Оскiльки F строго зростаюча функцiя, то iснує обернена функцiя ϕ = F−1.

ϕ(A1) = F−1((F (C1)) = C1.

λ(A1) = 0 i λ(C1) > 0, а це означає, що ϕ не є абсолютно неперервною. При цьому
F ′(x) = 0 для майже всiх x ∈ C0 (в смислi мiри Лебега). Тому, F ′(x) = 0 на множинi
додатної мiри Лебега.

Сума приростiв на множинi C0 рiвна 1, тому λ(F (C0)) = 0.

Нехай x належить множинi, похiдна якої F ′(x) iснує i x0 /∈ C0. Тодi,

F ′(x) = lim
n→∞

µ(∆n(x))

|∆n(x)|
= lim

n→∞

1
3n

(1
2
− 1

4
)(1

2
− 1

8
) . . . (1

2
− 1

2n
)

=

= lim
n→∞

1
3n

1
2n

(1− 1
2
)(1− 1

4
) . . . (1− 1

2n−1 )
= lim

n→∞

(2
3
)n∏∞

k=1(1− 1
2k

)
.

Теорема 4. Нехай F1(x) абсолютно неперервна i F2(x) сингулярно неперервна
строго зростаючi функцiї розподiлу. Якщо F−1(x) абсолютно неперервна, то су-
перпозицiя F = F2(F1) є сингулярно неперервною.

Доведення. Нехай F1(x) — абсолютно неперервна i F2(x) — сингулярно непе-
рервна строго зростаючi функцiї на вiдрiзку [0, 1].

Знайдемо похiдну суперпозицiї F (x) = F2(F1(x)) в x0 ∈ [0, 1].
F
′
(x0) = F

′
2(F1(x0))F

′
1(x0) або F ′(x0) = F

′
2(y0)F

′
1(x0), де y0 = F1(x0). Позначимо

MF2 = y : F
′
2(y) = 0. Тодi λ(MF2) = 1.

Розглянемо множину F−1
1 (MF2) = M̃F2 . Функцiя F1(x) — абсолютно неперерв-

на i строго зростаюча, то i F−1
1 (x) також буде абсолютно неперервною функцiєю.

Доповнення MF2 матиме нульову мiру Лебега: λ(MF2) = 0.
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Оскiльки абсолютно неперервнi функцiї множину нульової лебегової мiри, пе-
реводять у множину мiри нуль (властивiсть N), то λ(F−1

1 (MF2)) = 0, а тому i
λ(F−1

1 (MF2)) = 1.
Отже, λ(M̃F2) = 1. Тодi для ∀x0 ∈ M̃F2 , F

′
2(F1(x0)) = 0. Нехай KF1 множина

всiх x, для яких похiдна F ′1(x) iснує i є обмеженою: KF1 = x : F
′
1(x) < +∞. Функцiя

абсолютно неперервна, тому λ(KF1) = 1. Тодi λ(KF1) ∩ M̃F2 = 1 i для ∀x0 ∈ KF1 ∩

M̃F2 :

{
F
′

1(x0) < +∞

F
′

2(F1(x0)) = 0
. F

′
(x) = F

′
2(F1(x0))F

′
1(x0) = 0 майже всюди. Отже, F (x) —

сингулярно неперервна. �

Зауваження 1. Умова абсолютної неперервностi функцiї F−1 є суттєвою,
оскiльки суперпозицiя F = F2(F1) не завжди сингулярно неперервна.

Приклад 2. Нехай Fac строго зростаюча абсолютно неперервна функцiя розподi-
лу на вiдрiзку [0, 1], що описана у прикладi 1; нехай Fsc строго зростаюча сингулярно
неперервна функцiя розподiлу на [0, 1].

Розглянемо Q∗-представлення дiйсних чисел

q0n = q2n =
1

2
− 1

2n+1
, q1n =

1

2n
.

Означимо функцiю Fsc так:
1) Fsc(∆α1(x)...αk1(x)) = ∆Q∗

α1(x)...αk1(x), αj ∈ {0, 2};
2) Графiк Fsc є афiнною копiєю класичної функцiї Салема на ∆3

α1(x)...αk1(x).
Для iнших x ∈ C0 означимо функцiю Fsc за неперервнiстю.
Розглянемо суперпозицiю F = Fsc(Fac(x)). Оскiльки Fac лiнiйна на цилiндрах

∆Q∗

α1(x)...αk1(x) i графiк функцiї Fsc є афiнною копiєю класичної функцiї Салема на
∆3
α1(x)...αk1(x), то суперпозицiя F = Fsc(Fac(x)) володiє властивостями 1) та 2). Але

F ′(x) = 1 для майже всiх x ∈ C0 = {x : x = ∆Q∗
α1α2...αn...

, αj ∈ {0, 2}} (в смислi мiри
Лебега).

Нехай a1 мiра Лебега множини C0, a2 = λ([0, 1] \ C0), (a1 + a2) = 1. Тодi, F =

a1F1+a2F2, де F1 — функцiя розподiлу ймовiрнiсної мiри µF1 , F2 — функцiя розподiлу
ймовiрнiсної мiри µF2 . Легко бачити, що F1 є абсолютно неперервною (SF1 = C0) i F2

є сингулярно неперервною (SF2 = C1).

Теорема 5. Нехай F1(x) абсолютно неперервна, F2(x) — сингулярно неперервна
функцiї розподiлу. Суперпозицiя F = F1(F2) є сингулярно неперервною.

Доведення. Розглянемо суперпозицiю F (x) = F1(F2(x)).
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F2(x) — сингулярно неперервна, а отже iснує така множина M :

{
λ(M) = 0

λ(F2(M)) = 1
.

Тодi, для множини M : λ(F (M)) = λ(F1(F2(M))) = 1. Показали, що F (x) множи-
ну мiри нуль, перевела у множину повної мiри Лебега. Отже, F (x) — сингулярно
неперервна функцiя. �

3. Суперпозицiя двох сингулярно неперервних функцiй розподiлу

Перш нiж розглядати суперпозицiю двох сингулярно неперервних функцiй розпо-
дiлу, з’ясуємо якою буде функцiя обернена до сингулярної строго монотонної функцiї
розподiлу.

Теорема 6. Якщо F — строго зростаюча сингулярно неперервна функцiя на вiд-
рiзку [0, 1], то обернена функцiя F−1 також буде сингулярною i строго зростаючою
функцiєю на цьому вiдрiзку.

Доведення. Оскiльки F — строго зростаюча i неперервна функцiя на [0, 1] , то у
вiдповiдному промiжку значень цiєї функцiї iснує обернена функцiя F−1, яка також
буде строго монотонною.

F — сингулярна,тодi iснує така множина E, що λ(E) = 0 i λ(F (E)) = 1. Позначимо
g = F−1 i доведемо iснування множиниM0 ⊂ [0, 1], для якої λ(M0) = 0 i λ(g(M0)) = 1,

iнакше кажучи, доведемо сингулярнiсть функцiї g .
Виберемо множину M0 так, що M0 = [0, 1]\F (E) = F (E). Очевидно, що в такому

випадку мiра Лебега множини рiвна нулю (λ(M0)) = 0. [0, 1] \ E = E бачимо, що
E ∩ E = ∅ i E ∪ E = [0, 1], причому λ(E) = 1. Образом множини E пiд дiєю функцiї
F є множина F (E), а образом E — множина F (E). Тодi множини F (E) i F (E) такi:
F (E) ∩ F (E) = ∅ i F (E) ∪ F (E) = [0, 1]. Отже, правильним буде

F (E) = [0, 1] \ F (E) = F (E).

Тодi λ(g(M0)) = λ(F−1(F (E)) = λ(F−1(F (E))) = λ(E) = 1. Отже, функцiя F−1

сингулярна. �

Розглянемо випадки:
а) Нехай F (x) — строго монотонна сингулярно неперервна функцiя на [0, 1]. Тодi

F (F−1(x)) — суперпозицiя двох сингулярних функцiй. Очевидно, що F (F−1(x)) = x,
тобто суперпозицiя є абсолютно неперервною функцiєю.

б) Нехай FS(x) — функцiя Салема, FC(x) — функцiя Кантора. Суперпозицiю
визначимо так: F (x) = FS(FC(x)). Розглянемо множину M = [0, 1] \ C0.

M ∪ C0 = [0, 1],M ∩ C0 = ∅,

де C0 — множина Кантора. Вiдомо, що C0 має нульову мiру Лебега, тодi λ(M) = 1.
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Нехай образом множини M при дiї функцiї Кантора буде множина M∗ = FC(M),
при цьому множина Кантора C0 перейде в деяку множину FC(C0). Множини FC(M)

i FC(C0) такi, що

FC(M) ∪ FC(C0) = [0, 1] i FC(M) ∩ FC(Co) = ∅. (1)

Оскiльки

FC([
1

3
,
2

3
]) = {1

2
}, FC([

1

9
,
2

9
]) = {1

4
}, FC([

7

8
,
8

9
]) = {3

4
} . . . ,

то множина M∗ = {1
2
, 1

4
, 3

4
, ...} — це множина двiйково-рацiональних точок виду k

2m
,

(k,m ∈ N), а отже є злiченною. В силу того, що довiльна зчисленна множина є
множиною нульової мiри Лебега, то λ(M∗) = 0. З (1) випливає, що мiра образу
множини Кантора λ(FC(C0)) = 1.

При дiї функцiї Салема FS(x) множина M∗ перейде в множину M∗∗ = FS(M∗),
FC(C0) перейде в множину — FS(FC(C0)). I аналогiчно до (1), отримаємо

FS(M∗) ∪ FS(FC(C0)) = [0, 1] i FS(M∗) ∩ FS(FC(C0)) = ∅. (2)

Функцiя FS — строго зростаюча. Тодi для ∀x ∈ M∗ iснує єдине y ∈ M∗∗ : y =

FS(x), тобто FS : M∗ ↔M∗∗. Оскiльки множинаM∗ — зчисленна, то її образM∗∗, при
дiї функцiї Салема, також буде злiченною множиною i λ(M∗∗) = 0. З (2) отримаємо,
що λ(FS(FC(C0))) = 1.

Отже, λ(C0) = 0, а λ(FS(FC(C0))) = λ(F (C0)) = 1. Tобто знайшлася така мно-
жина мiри нуль, яку функцiя F (x) переводить у множину повної мiри Лебега. Отже
функцiя F (x) — сингулярна. Її неперервнiсть випливає з неперервностi суперпозицiї
двох неперервних функцiй.

в) Нехай F1(x) = 1
2
FC(2x), x ∈ [1, 1

2
] i F1(x) = 1

2
F−1
S (2x − 1) + 1

2
, x ∈ [1

2
, 1], де FC

— функцiя Кантора, аF−1
S (x) — функцiя, яка обернена до функцiї Салема. ( F−1

S (x)

iснує i є сингулярною строго зростаючою функцiєю за теоремою 6. Вiзьмемо функцiю

F2(x) =


1

2
FS(2x), x ∈ [0,

1

2
]

1

2
FS(2x− 1) +

1

2
, x ∈ [

1

2
, 1]

.

Розглянемо суперпозицiю G(x) = F2(F1(x)). З вище проведених в пунктах а) та б)
мiркувань випливає, що на вiдрiзку [1

2
, 1] функцiя G(x) спiвпадає з функцiєю y = x, а

на промiжку [0, 1
2
] дана функцiя є сингулярно неперервною, оскiльки вона неперервна

як суперпозицiя двох неперервних функцiй i вiдображає пiдмножину повної мiри
Лебега з [0, 1

2
] в злiченну множину.

Отже, суперпозицiя двох сингулярно неперервних функцiй може бути абсолютно
неперервною, сингулярно неперервною функцiєю та їх сумiшшю.
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4. Достатнi умови сингулярностi суперпозицiї двох сингулярно
неперервних функцiй розподiлу

Множину

Nξ := {x : lim sup
ε→0

Fξ(x+ ε)− Fξ(x)

ε
> 0}

називають носiєм щiльностi розподiлу випадкової величини ξ. Для сингулярно
неперервної функцiї F носiй щiльностi NF є множиною нульової мiри Лебега, а
λ(F (NF )) = 1.

Теорема 7. Нехай F1, F2 — сингулярно неперервнi функцiї розподiлу,

N1 := {x : lim sup
ε→0

F1(x+ ε)− F1(x)

ε
> 0},

N2 := {x : lim sup
ε→0

F2(x+ ε)− F2(x)

ε
> 0}.

Якщо F1(N1) ⊃ N2, то суперпозицiя F2(F1) — сингулярно неперервна.

Доведення. Оскiльки N1 — носiй щiльностi функцiї F1, N2 — носiй щiльно-
стi функцiї F2, то мiра Лебега множин N1, N2 рiвна нулю, тодi λ(F1(N1)) = 1 i
λ(F2(N2)) = 1.

За умовою теореми :

F1(N1) ⊃ N2 ⇒ F2(F1(N1)) ⊃ F2(N2).

Тодi λ(F2(F1(N1))) ≥ λ(F2(N2)). Оскiльки λ(F2(N2)) = 1, то λ(F2(F1(N1))) = 1.
λ(N1) = 0, λ(F2(F1(N1))) = 1, отже суперпозицiя F2(F1) — сингулярно неперерв-
на. �

Теорема 8. Нехай F1, F2 — сингулярно неперервнi строго зростаючi функцiї
розподiлу,

N1 := {x : lim sup
ε→0

F1(x+ ε)− F1(x)

ε
> 0},

N2 := {x : lim sup
ε→0

F2(x+ ε)− F2(x)

ε
> 0}.

Ñ2 = F−1
1 (N2).

Якщо λ(Ñ2) = 0, то суперпозицiя F2(F1) — сингулярно неперервна.

Доведення. N1 — носiй щiльностi для функцiї F1, тодi

λ(N1) = 0;λ(F1(N1)) = 1;

N2 — носiй щiльностi для функцiї F2:

λ(N2) = 0;λ(F2(N2)) = 1.
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За властивостями сингулярно неперервних функцiй розподiлу F−1
1 буде теж сингу-

лярно неперервною функцiєю розподiлу.
За умовою теореми λ(Ñ2) = 0.
Розглянемо суперпозицiю F2(F1):

F2(F1(Ñ2)) = F2(F1(F−1
1 (N2))) = F2(N2).

λ(Ñ2) = 0, λ(F2(F1(Ñ2)) = 1.

Отже, суперпозицiя F2(F1) буде сингулярно неперервною функцiєю розподiлу. �

Теорема 9. Нехай F1, F2 — сингулярно неперервнi строго зростаючi функцiї
розподiлу,

N1 := {x : lim sup
ε→0

F1(x+ ε)− F1(x)

ε
> 0},

N2 := {x : lim sup
ε→0

F2(x+ ε)− F2(x)

ε
> 0}.

Ñ2 = F−1
1 (N2), A = [0, 1] {N1 ∪ Ñ2}.

Якщо 0 < λ(A) < 1, то суперпозицiя F2(F1) мiстить сингулярну компоненту.

Доведення. A = [0; 1]{N1 ∪ Ñ2}. За умовою 0 < λ(A) < 1, тодi

λ(F1(A)) = 1− λ(F1(N1 ∪ Ñ2)) = 1− 1 = 0.

λ(F2(F1(A))) = 1− λ(F2(F1(N1 ∪ Ñ2))) = 1− 1 = 0.

λ(F2(F1(A))) = 0.

Позначимо A2 = F2(F1(A)) i розглянемо F = (F2(F1))−1). Тодi F (A2) = A, тому
0 < λ(F (A2)) < 1. А це означає, що функцiя F не може бути абсолютно неперервною,
вона мiстить сингулярну компоненту. Тодi суперпозицiя F2(F1) також не є абсолютно
неперервною i мiстить сингулярну компоненту.

�
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