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Анотацiя. Робота присвячена дослiдженню лебегiвської структури розподiлiв ви-
падкових величин з маркiвськими s-адичними символами та їх узагальнень. Основ-
ний результат статтi дає необхiднi i достатнi умови абсолютної неперервностi та
сингулярностi розподiлiв випадкових величин з маркiвськими s-адичними символа-
ми без будь-яких додаткових обмежень. Запропонований метод застосовний також
для дослiдження лебегiвської структури розподiлiв випадкових величин з маркiв-
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Вступ

Нехай {ξn} — послiдовнiсть випадкових величин, якi набувають значень 0,

1, . . . , s− 1 i утворюють однорiдний ланцюг Маркова з початковими ймовiрностями
p0, p1, . . . , ps−1 i матрицею перехiдних ймовiрностей P ∗ = ‖pij‖. Основним об’єктом
дослiдження у данiй роботi є розподiл випадкової величини

ξ =
∞∑
k=1

ξk
sk
, (1)

де s — довiльне фiксоване натуральне число, s > 1, а означена вище послiдовнiсть
{ξn} утворює ланцюг Маркова.

Частковий випадок, коли {ξn} є послiдовнiстю незалежних випадкових величин,
є добре вивченим. Зокрема, критерiї абсолютної неперервностi та сингулярної не-
перервностi (вiдносно мiри Лебега) вiдповiдної ймовiрнiсної мiри µξ були знайденi
S. D. Chatterji в роботах [4, 5] (див. також роботу G. Marsaglia [9], де пiдхiд до
знаходження критерiїв сингулярностi та абсолютної неперервностi випадкових ве-
личин з незалежними s-адичними символами є аналогiчним до пiдходу роботи [4]).
Зауважимо, що у бiльш раннiй роботi [14] R. Salem досить повно дослiдив власти-
востi розподiлiв випадкових величин з незалежними двiйковими символами (s=2)
як для випадку однакової розподiленостi, так i для випадку рiзнорозподiленостi,
знайшовши критерiї абсолютної неперервностi та сингулярної неперервностi, дослi-
дивши також модуль неперервностi вiдповiдної функцiї розподiлу та асимптотику
коефiцiєнтiв Фур’є–Стiлтьєса. Зауважимо, що методи дослiдження, якi використо-
вували R. Salem та S. D. Chatterji, суттєво вiдрiзнялись. Як пiдкреслює A. Brown
у 1969 роцi у своїй роботi [3], конструкцiя строго зростаючої сингулярно неперерв-
ної функцiї розподiлу, яка вiдповiдає розподiлу випадкової величини з незалежними
однаково розподiленими двiйковими цифрами, вже стала математичним фолькло-
ром, хоча iсторично (Göttingen, 1907) вона належить Е. Хеллiнгеру [7], в дисерта-
цiї якого вона вперше з’явилась («the construction has become folkloric, though as a
matter of historical fact it is properly attributed to Hellinger, in whose thesis . . . it first
appears»). Тонкi фрактальнi властивостi розподiлiв випадкових величин з незале-
жними s-адичними символами (включаючи обчислення розмiрностi Хаусдорфа мiри
dimH(µξ) := inf{dimH E, µξ(E) = 1}) були дослiдженi S. D. Chatterji в роботi [5].

Вiдзначимо також, що на сьогоднi вiдомо багато класiв ймовiрнiсних розподiлiв,
якi мiстять клас розподiлiв випадкових величин з незалежними s-адичними симво-
лами як частковий випадок (див., наприклад, [10, 15, 1, 2] та посилання у вказаних
роботах).

Лебегiвськiй структурi та властивостям випадкових величин з маркiвськими s-
адичними символами та їх узагальненням (випадковим величинам з маркiвськими
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Q-символами, Q∗-символами, Q̃-символами тощо) присвячено значно менше уваги.
В роботi [6] (при додаткових умовах на стацiонарнiсть ланцюга Маркова) T. E. Harris
дослiдив лебегiвську структуру розподiлу µξ i показав, що при цьому µξ не є мi-
рою Райхмана, тобто перетворення Фур’є–Стiлт’єса мiри µξ не прямує до нуля на
нескiнченностi. Тонкi фрактальнi властивостi розподiлу µξ (включаючи обчислен-
ня розмiрностi Хаусдорфа мiри dimH(µξ)) були дослiдженi J. Kinney в роботi [8].
Фрактальнi властивостi спектра (мiнiмального замкненого носiя) мiри µξ дослiджу-
вались М. В. Працьовитим [13]. Критерiй дискретностi та сингулярної неперервностi
канторiвського типу, фрактальнi властивостi спектрiв випадкових величин з маркiв-
ськими символами Q-зображення (узагальнення s-адичного зображення) знайдено
в [11, 12, 13]. Зауважимо, що загальнi критерiї (зокрема, i для випадку коли всi
елементи матрицi перехiдних ймовiрностей додатнi) сингулярностi розподiлу випад-
кових величин з маркiвськими символами Q-зображення на сьогоднi вiдсутнi.

Основним завданням даної роботи є розвиток методiв дослiдження лебегiвської
структури випадкових величин з маркiвськими s-адичними символами та їх узагаль-
нень. Основний результат статтi дає необхiднi i достатнi умови абсолютної неперерв-
ностi та сингулярностi розподiлiв випадкових величин з маркiвськими s-адичними
символами без будь-яких додаткових обмежень. Запропонований метод застосовний
також для дослiдження лебегiвської структури розподiлiв випадкових величин з мар-
кiвськими Q-символами та їх узагальнень.

Про лебегiвську структуру розподiлiв випадкових величин з
маркiвськими s-адичними символами

Теорема 1. Нехай s ∈ N, s > 1, а {ξn} — послiдовнiсть випадкових величин, якi
набувають значень з множини A = {0, 1, . . . , s − 1} i утворюють однорiдний лан-
цюг Маркова з початковими ймовiрностями p0, p1, . . . ps−1 i матрицею перехiдних
ймовiрностей P ∗ = ‖pij‖.

Тодi розподiл випадкової величини

ξ =
∞∑
k=1

ξk
sk
,

є абсолютно неперервним тодi i тiльки тодi, коли

pij =
1

s
,∀i ∈ A,∀j ∈ A. (2)

У всiх iнших випадках мiра µξ сингулярна вiдносно мiри Лебега (включаючи дис-
кретний випадок).
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Доведення. Якщо pij = 1
s
,∀i ∈ A, ∀j ∈ A, то абсолютна неперервнiсть розподiлу

в.в. ξ є очевидною. Справдi, у цьому випадку ξ має рiвномiрний розподiл на кожно-
му з s-адичних вiдрiзкiв першого рангу i вiдповiдна функцiя розподiлу є лiнiйною
з кутовим коефiцiєнтом s ·pi на кожному цилiндричному вiдрiзку 4i = [ i

s
, i+1

s
], i ∈ A.

Покажемо, що при невиконаннi умови (2) розподiл в.в. ξ буде сингулярним вiд-
носно мiри Лебега (включаючи дискретний випадок).

Як вiдомо, кожна функцiя розподiлу диференцiйовна майже скрiзь (в сенсi мiри
Лебега).

Позначимо D = {x : x ∈ [0, 1] ∧ F ′(x) iснує i скiнченна}. Тодi λ(D) = 1.
Якщо в точцi x0 iснує похiдна F ′(x0), то F ′(x0) можна знайти не лише як границю

lim
4x→ 0

F (x0+4x)−F (x0)
4x , але i наступним чином: F ′(x0) = lim

n→∞
F (bn)−F (an)

bn−an , де {[an, bn]} —

послiдовнiсть вкладених цилiндричних s-адичних вiдрiзкiв ∆α1(x0)α2(x0)...αn(x0) =:

4n(x0), якi стягуються в точку x0, тобто x0 =
∞⋂
n=1

[an, bn],

an =
n∑
k=1

αk(x0)

sk
, bn = an +

1

sn
,

де αk(x0) — символи s-адичного розкладу числа x0.
Очевидно, що |4n(x)| = |bn − an| = 1

sn
, i

F (an)− F (bn) = P{ξ ∈ ∆α1(x)α2(x)..αn(x)} =

= P{ξ1 = α1(x) ∧ ξ2 = α2(x) ∧ · · · ∧ ξn = αn(x)} =

= P{ξ1 = α1(x)} · P{ξ2 = α2(x)/ξ1 = α1(x)}·

·P{ξ3 = α3(x)/ξ1 = α1(x), ξ2 = α2(x)} · · ·P{ξn = αn(x)/ξ1 = α1(x), . . . , ξn−1 = αn−1(x)}.

Оскiльки {ξk} утворюють однорiдний ланцюг Маркова, то

F (an)− F (bn) = Pα1(x) · Pα2(x)α3(x) · · ·Pαn−1(x)αn(x).

Отже, якщо x0 ∈ D, то

F ′(x0) = lim
n→∞

Pα1(x0)Pα1(x0)α2(x0) · · ·Pαn−1(x0)αn(x0) ·sn = sPα1(x0)
∞∏
k=1

(spαk(x0)αk+1(x0)) (3)

Нехай Ni(x, k) — кiлькiсть символiв «i» в s-адичному розкладi числа x до k-го
мiсця включно. Якщо границя lim

k→∞
Ni(x,k)

k
iснує, то її значення називають частотою

символа «i» в s-адичному розкладi числа x. Застосовуючи посилений закон великих
чисел для послiдовностi незалежних випадкових величин

η
(i)
k = η

(i)
k (x) =

{
0, якщо αk(x) 6= i,

1, якщо αk(x) = i.
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(у цьому випадку Ω = [0, 1],= = B,P = λ — мiра Лебега) нескладно показати, що
для λ-майже всiх x ∈ [0, 1] i для довiльного символу i ∈ A має мiсце рiвнiсть

lim
k→∞

Ni(x, k)

k
=

1

s
, ∀i ∈ A. (4)

Позначимо тепер N(γ1γ2)(x, k) — кiлькiсть разiв, скiльки пара (γ1γ2) ∈ A2 зустрi-
чається серед членiв послiдовностi (α1(x), α2(x)), (α2(x), α3(x)), . . . , (αk−1(x), αk(x)),
тобто кiлькiсть разiв, скiльки пара (γ1γ2) зустрiчається серед перших k символiв
s-адичного розкладу числа x.

Доведемо, що для λ-майже всiх x ∈ [0, 1] i для довiльної пари (γ1γ2) ∈ A2 має
мiсце рiвнiсть

lim
k→∞

N(γ1γ2)(x, k)

k
=

1

s2
, ∀(γ1γ2) ∈ A2. (5)

Для доведення (5) можна було б скористатись посиленим законом великих чисел
для двох послiдовностей незалежних випадкових величин

ψ1, ψ3, ψ5, . . . , ψ2n−1, . . . (6)

i

ψ2, ψ4, ψ6, . . . , ψ2n, . . . , (7)

де

ψi(x) =

{
0, якщо (αi(x), αi+1(x)) 6= (γ1, γ2),

1, якщо (αi(x), αi+1(x)) = (γ1, γ2).

Ми ж застосовуємо iнший пiдхiд для доведення (5). Нехай T — перетворення
одностороннього зсуву по s-адичному розкладу, тобто

Tx = {s · x} = s · x(mod 1),∀x ∈ [0, 1].

Очевидно, що мiра Лебега є iнварiантною i ергодичною вiдносно T . Розглянемо фун-
кцiю

f(x) =

{
0, якщо (α1(x), α2(x)) 6= (γ1, γ2),

1, якщо (α1(x), α2(x)) = (γ1, γ2).

Очевидно, що f(x) iнтегровна за Лебегом на [0, 1] i
1∫

0

f(x)dλ(x) =

∫
4γ1γ2

1dx = |4γ1γ2| =
1

s2
, ∀(γ1γ2) ∈ A2.

Тому (за ергодичною теоремою Бiркгофа–Хiнчина):

lim
k→∞

f(x) + f(T (x)) + · · ·+ f(T k−1(x))

k
=

1∫
0

f(x)dx
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для λ-майже всiх x ∈ [0, 1].

Оскiльки f(x) + · · · + f(T k−1(x)) = N(γ1γ2)(x, k) i
1∫
0

f(x)dx = 1
s2
, то для λ-майже

всiх x ∈ [0, 1] i ∀(γ1γ2) ∈ A2 має мiсце рiвнiсть lim
k→∞

N(γ1γ2)
(x,k)

k
= 1

s2
.

Позначимо через B множину тих x ∈ [0, 1], для яких виконується умова (5). Тодi
λ(B) = 1.

Для довiльного x0 ∈ D ∩B маємо:

F ′(x0) = lim
k→∞

sk · pα1(x0) · pα1(x0)α2(x0) · . . . · pαk−1(x0)αk(x0) =

= pα1(x0) · lim
k→∞

skp0,0
N(0,0)(x,k) · . . . · p0,s−1

N(0,s−1)(x,k) · . . . ·

·ps−1,0
N(s−1,0)(x,k) · . . . · ps−1,s−1

N(s−1,s−1)(x,k) =

= pα1(x0) · lim
k→∞

sk
s−1∏
i=0

s−1∏
j=0

p
N(i,j)(x,k)

ij =

= pα1(x0) · lim
k→∞

(s ·
s−1∏
i=0

s−1∏
j=0

p
1
s2

ij )

k

=

= pα1(x0) · lim
k→∞

(s · s

√
s
√
p00 · p01 · . . . · p0(s−1) · . . . · s

√
ps−1,0 · . . . · ps−1,s−1)k.

Оскiльки pi0 + pi1 + . . . + pi,s−1 = 1, то s
√
pi0 · pi1 · . . . · pi,s−1 ≤ 1

s
, причому рiвнiсть

виконується тодi i тiльки тодi, коли pi0 = pi1 = . . . = pi(s−1) = 1
s
.

Нехай ci = s
√
pi0 · pi1 · . . . · pi,s−1 . Тодi ci ≤ 1

s
i ci = 1

s
⇔ pij = 1

s
, ∀j ∈ A. Оскiльки

ci ≤ 1
s
,∀i ∈ A , то s

√
c0 · c1 · . . . · cs−1 ≤ 1

s
, причому рiвнiсть має мiсце тодi i тiльки

тодi, коли c0 = c1 = . . . = cs−1 = 1
s
, що рiвносильно умовi pij = 1

s
,∀i ∈ A,∀j ∈ A.

Отже, якщо pij 6= 1
s
хоча б для однiєї пари (i, j) ∈ A2, то c = s ·

∏s−1
i=0

∏s−1
j=0 p

1
s2

ij < 1.
Тодi

F ′(x0) = lim
k→∞

(s · s

√
s
√
p00 · p01 · . . . · p0(s−1) · . . . · s

√
ps−1,0 · . . . · ps−1,s−1)k = 0,∀x0 ∈ D∩B,

що i означає сингулярнiсть розподiлу в.в. ξ.
�
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