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Анотацiя. У роботi повнiстю поглиблено теорему Джессена–Вiнтнера та дослi-

джено тонкi фрактальнi властивостi розподiлу випадкової величини ξ =
∞∑
k=1

ξkak,

де ξk — незалежнi випадковi величини, що набувають значень 0 та 1 з iмовiрнi-

стю 1
2 , а збiжний знакододатнiй ряд

∞∑
k=1

ak задовольняє умовам: ∃{mk} : amk
=

amk+1 + · · ·+ amk+1−1, причому rj = aj , при j /∈ {mk}.
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Вступ

Нехай {ξk} — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi приймають зна-

чення 0 та 1 з iмовiрностями pik = 1
2
. Нехай

∞∑
k=1

ak — збiжний знакододатнiй ряд. Тодi

розподiл випадкової величини

ξ =
∞∑
k=1

ξkak, (1)

називається нескiнченною симетричною згорткою Бернуллi. За теоремою Джессе-
на–Вiнтнера [8] випадкова величина ξ має чистий розподiл, тобто її функцiя розпо-
дiлу буде або чисто дискретною, або чисто абсолютно неперервною, або сингулярно
неперервною. Теорема П. Левi [9] дає необхiднi i достатнi умови дискретностi: мi-
ра µξ — дискретна тодi i тiльки тодi, коли

M =
∞∏
k=1

max{p0k, p1k} > 0. (2)

Оскiльки p0k = 1
2
, то розподiл ξ буде завжди неперервним. На сьогоднi все ще невi-

домi критерiї абсолютної неперервностi (сингулярностi) розподiлу ξ навiть для ви-
падку випадкових степеневих рядiв, хоча дана проблема вже бiльше 80 рокiв є об’є-

ктом дослiджень багатьох поколiнь математикiв У випадку, коли ряд
∞∑
k=1

ak збiгається

«достатньо швидко», тобто коли ak ≥ rk :=
∞∑

n=k+1

ak для всiх достатньо великих k,

лебегiвська структура та фрактальнi властивостi згорток Бернуллi вивченi доста-
тньо гарно (див. [1] та огляд лiтератури в цiй роботi). У той же час випадок, коли
ak < rk виконується для нескiнченої кiлькостi iндексiв k, є все ще мало дослiдженим.
Основна проблема, з якою зустрiчаються дослiдники на цьому шляху, є дослiдження
властивостей тих згорток Бернуллi, для яких «майже всi» (в смислi мiри Лебега чи
розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича) точки спектра мають континуальну кiлькiсть

рiзних розкладiв виду
∞∑
k=1

ωkak, де ωk ∈ {0, 1}. Ймовiрнiснi мiри такого виду належать

до так званих згорток Бернуллi з «суттєвими перекриттями» ([7]) i дослiдженню мiр
саме такого виду присвячена дана робота, основною задачею якої є повне поглибле-
ння теореми Джессена–Вiнтнера та дослiдження тонких фрактальних властивостей

розподiлу випадкової величини ξ для випадку коли ряд
∞∑
k=1

ak задовольняє умовам:

∃{mk} : amk = amk+1 + · · ·+amk+1−1, причому mk+1−mk ≥ 3, rj = aj, при j /∈ {mk}.
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Зауважимо, що при дослiдженнi лебегiвської структури та фрактальних власти-
востей розподiлу ξ без порушення загальностi можна вважати, що m1 = 1. У iн-
шому разi випадкову величину ξ можна представити у виглядi ξ = ψ1 + ψ2, де

ψ1 =
m1−1∑
k=1

ξkak, ψ2 =
∞∑

k=m1

ξkak. Очевидно, що при цьому лебегiвська структура i

фрактальнi властивостi розподiлiв випадкових величин ξ та ψ2 спiвпадають.
У тому випадку, коли послiдовнiсть {sk} = {mk+1−mk−1} обмежена, розв’язання

поставлених вище проблем спрощується. Зокрема, використовуючи тi ж пiдходи, якi
використовувались в роботi [6], можна довести сингулярну неперервнiсть розподiлу ξ.
Крiм того, з обмеженостi послiдовностi {sk} випливає, що сiмейство цилiндричних
вiдрiзкiв Ф(Q̃) вiдповiдного Q̃-зображення є довiрчим на одиничному вiдрiзку, тобто

dimH E = dimH(E,Ф(Q̃)), ∀E ⊂ [0, 1],

де dimH(E,Ф(Q̃)) — розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множини E вiдносно сiмей-
ства Ф(Q̃) (у цьому випадку покриття множини E можна здiйснювати лише за до-
помогою вiдрiзкiв з Ф(Q̃).

Для заданого ряду
∞∑
k=1

ak нехай −→a = (a1, a2, . . . , ak, . . . ). Якщо для точки x ∈ [0, 1]

iснує послiдовнiсть {αk(x)} така, що αk(x) ∈ {0, 1} i при цьому має мiсце рiвнiсть

x =
∞∑
k=1

αk(x)ak, то формально записуватимемо

x = ∆
−→a
α1(x) α2(x) ... αn(x) ... (3)

Рiвнiсть (3) називається −→a -представленням точки x зi спектру розподiлу випадкової
величини ξ ([1]).

У роботi ми показуємо декiлька нових феноменiв, якi виникають при необмеже-
ностi {sk}. По-перше, метричнi властивостi множини тих точок спектра випадкової
величини ξ, якi мають континуальну кiлькiсть −→a -представлень суттєво залежать
вiд властивостей послiдовностi {sk} (у випадку обмеженостi вказаної послiдовностi
дослiджувана множина завжди має повну мiру Лебега). Нами знайдено необхiднi i
достатнi умови того, щоб майже всi (в сенсi мiри Лебега) точки одиничного вiдрiзка
мали континуальну кiлькiсть рiзних −→a -представлень. По-друге, ми показуємо, що
розподiл випадкової величини ξ може бути абсолютно неперервним (у випадку обме-
женостi послiдовностi {sk} вiдповiдний розподiл завжди сингулярно неперервний).
У роздiлi 3 ми даємо повне поглиблення теореми Джессена–Вiнтнера для вказаного
класу мiр, доводячи необхiднi та достатнi умови сингулярностi та абсолютної непе-
рервностi. По-третє, ми показуємо, що у випадку необмеженостi послiдовностi {sk}
сiмейство Ф(Q̃) цилiндричних вiдрiзкiв породженого Q̃-представлення може бути не-
довiрчим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на [0, 1]. По-четверте,
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ми дослiджуємо тонкi фрактальнi властивостi ймовiрнiсних мiр вказаного типу, даю-
чи точну формулу для обчислення розмiрностi Хаусдорфа мiнiмальних розмiрнiсних
носiїв цих мiр.

1. a-представлення дiйсних чисел та його метричнi властивостi

Нехай збiжний знакододатнiй ряд
∞∑
k=1

ak задовольняє означенi ранiше умови: iснує

зростаюча послiдовнiсть {mk} натуральних чисел така, що m1 = 1 i
amk = amk+1 + · · ·+ amk+sk ,

sk := mk+1 −mk − 1 ≥ 2, k ∈ N,
rj = aj, при j /∈ {mk}.

(4)

−→a -цилiндром рангу m з основою α1α1 . . . αm (αi ∈ {0, 1}) називається множина

∆
−→a
α1α2...αm

=

{
x : x =

m∑
k=1

αkak +
∞∑

k=m+1

εkak, εk ∈ {0, 1}

}
. (5)

З означення (5) та умов (4) випливають наступнi властивостi −→a -цилiндрiв:
1. ∆

−→a
α1α2...αm

= [
m∑
k=1

αkak, rm +
m∑
k=1

αkak];

2. ∆
−→a
α1α2...αm

= ∆
−→a
α1α2...αm0 ∪∆

−→a
α1α2...αm1;

3. inf ∆
−→a
α1α2...αm

= inf ∆
−→a
α1α2...αm0; sup ∆

−→a
α1α2...αm

= sup ∆α1α2...αm1;

4.
∣∣∆−→aα1α2...αm

∣∣ = rm → 0 (m→∞);

5.∆
−→a
α1α2...αmk−1 1 0 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

sk+1

= ∆
−→a
α1α2...αmk−1 0 1 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

sk+1

;∀k ∈ N

6. Для довiльних γj, δj ∈ {0, 1} таких, що

(γ1γ2 . . . γsk+1) 6= (δ1δ2 . . . δsk+1)

i

(γ1γ2 . . . γsk+1) 6∈

(1 0 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
sk+1

), (0 1 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
sk+1

)


має мiсце

Int(∆
−→a
α1α2...αmk−1γ1γ2...γsk+1

)
⋂

Int(∆
−→a
α1α2...αmk−1δ1δ2...δsk+1

) = ∅,

7.
|∆−→aα1α2...αmk+1

|

|∆−→aα1α2...αmk |
= 1

2sk+1−1
.

З означення та властивостей −→a -цилiндрiв випливає, що для довiльної послiдов-
ностi αk, αk ∈ {0, 1} i вiдповiдної послiдовностi −→a -цилiндрiв

∆
−→a
α1
⊃ ∆

−→a
α1α2
⊃ . . . ⊃ ∆

−→a
α1α2...αk

⊃ . . .

iснує єдине число x ∈ [0, 1] таке, що
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∞⋂
m=1

∆
−→a
α1α2...αm

= ∆
−→a
α1α2...αm...

= x ∈ [0, 1]. (6)

I навпаки, для довiльної точки x ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть αk = αk(x) така, що

x = ∆
−→a
α1(x)α2(x)...αm(x).... (7)

Представлення числа x у виглядi (7) називається −→a -представленням числа x.
Покажемо, що розподiл випадкової величини ξ належать до класу нескiнченних

симетричних згорток Бернуллi з суттєвими перекриттями. Для цього опишемо мно-
жину точок, якi мають континуальну кiлькiсть −→a -представлень. З цiєю метою роз-
глянемо Q̃-представлення дiйсних чисел (див. [4] для означення та основних власти-
востей Q̃-представлення дiйсних чисел), яке задається наступною «матрицею» Q̃:

qik =
1

2sk+1 − 1
, ∀i ∈ {0, 1, . . . , 2sk+1 − 2},∀k ∈ N.

Зауважимо, що дане Q̃-представлення дiйсних чисел спiвпадає з розкладом дiй-
сних чисел з одиничного вiдрiзка в ряд Кантора при наступному виборi послiдов-
ностi {nk}, яка визначає розклад Кантора: nk = 2sk+1 − 1 (див. [3] для означення
розкладiв Кантора та їх основних властивостей). Як вiдомо (див. [4]), при вказа-
нiй матрицi Q̃ для кожного числа x ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть {βk(x)} така, що
βk(x) ∈ {0, 1, . . . , 2sk+1 − 2} i при цьому

x = ∆Q̃
β1(x)β2(x)...βk(x)... =

∞∑
k=1

βk(x)

n1 · n2 · · · · · nk
, (8)

де nk = 2sk+1 − 1. З властивостей −→a -цилiндрiв випливає наступний зв’язок мiж −→a -
представленням та Q̃-представленням: якщо

x = ∆
−→a
(α1(x)...α1+s1 (x))(αm2 (x)αm2+1(x)...αm2+s2 (x))...(αmk (x)αmk+1(x)...αmk+sk (x))...,

то вiдповiдне Q̃-представлення має вигляд

x = ∆Q̃
β1(x)β2(x)...βk(x)...,

де

βk(x) =


sk∑
i=0

αmk+i(x) · 2sk−i, якщо αmk(x) = 0;

−1 +
sk∑
i=0

αmk+i(x) · 2sk−i, якщо αmk(x) = 1.
(9)

Зауважимо, що iснують точки з одиничного вiдрiзка, якi мають єдине −→a -пред-
ставлення. В якостi прикладу можна взяти точку

x0 = ∆
−→a
00...0...
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чи

x1 = ∆
−→a
(100 . . . 01︸ ︷︷ ︸

s1+1

)(100 . . . 01︸ ︷︷ ︸
s2+1

)...(100 . . . 01︸ ︷︷ ︸
sk+1

)...
.

У той же час iснують точки з одиничного вiдрiзка, якi мають континуальну кiль-
кiсть рiзних −→a -представлень. В якостi прикладу можна вибрати точку

x2 = ∆
−→a
(100 . . . 00︸ ︷︷ ︸

s1+1

)(100 . . . 00︸ ︷︷ ︸
s2+1

)...(100 . . . 00︸ ︷︷ ︸
sk+1

)...
=

∆
−→a
(01 . . . 11︸ ︷︷ ︸

s1+1

)(01 . . . 11︸ ︷︷ ︸
s2+1

)...(011 . . . 11︸ ︷︷ ︸
sk+1

)...
.

Позначимо через K(−→a ) множину тих точок з [0,1], якi мають континуальну кiль-
кiсть рiзних −→a -представлень.

Теорема 1. Якщо
∞∑
k=1

1

2sk
= +∞, (10)

то майже всi (в сенсi мiри Лебега) дiйснi числа мають континуальну кiлькiсть
рiзних −→a -представлень, тобто λ(K(−→a )) = 1.

Якщо
∞∑
k=1

1

2sk
<∞, (11)

то майже всi (в сенсi мiри Лебега) дiйснi числа мають скiнченну кiлькiсть рiзних
−→a -представлень, тобто λ(K(−→a )) = 0.

Доведення. З властивостей −→a -цилiндрiв та цилiндрiв Q̃-представлення випли-
ває, що дiйсне число

x = ∆
−→a
(α1(x)...α1+s1 (x))(αm2 (x)αm2+1(x)...αm2+s2 (x))...(αmk (x)αmk+1(x)...αmk+sk (x))...

має континуальну кiлькiсть −→a -представлень тодi i тiльки тодi, коли

(αmk(x)αmk+1(x) . . . αmk+sk(x)) ∈

(011 . . . 11︸ ︷︷ ︸
sk+1

), 100 . . . 00︸ ︷︷ ︸
sk+1

)

 (12)

для нескiнченної кiлькостi значень параметра k, що, беручи до уваги формули пере-
ходу вiд −→a -представлення до породженого Q̃-представлення, рiвносильно виконанню
наступної умови:

βk(x) = 2sk − 1 для нескiнченної кiлькостi значень параметра k. (13)

Якщо ж умова (12) виконується для скiнченної кiлькостi значень параметра k,
то x матиме скiнченну кiлькiсть рiзних −→a -представлень.
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Отже,

K(−→a ) = {x : βk(x) = 2sk − 1 для нескiнченної кiлькостi значень параметра k.}

Розглянемо подiї Ak = {x : βk(x) = 2sk − 1}. Оскiльки подiї A1, A2, . . . , Ak, . . .

незалежнi вiдносно мiри Лебега i λ(Ak) = 1

2sk+1−1 , то, беручи до уваги лему Бореля–
Кантеллi, приходимо до висновку, що λ(K(−→a )) = 1 тодi i тiльки тодi коли розбiгає-

ться ряд
∞∑
k=1

1

2sk+1−1 . Остання умова, очевидно, є еквiвалентною умовi
∞∑
k=1

1
2sk

= +∞,

що й доводить теорему. �

Наслiдок 1. Якщо послiдовнiсть {sk} обмежена або мiстить обмежену пiдпо-
слiдовнiсть, то майже всi (в сенсi мiри Лебега) дiйснi числа з одиничного вiдрiзка
мають континуальну кiлькiсть рiзних −→a -зображень.

Зауваження 1. У наступному роздiлi буде встановлено тiсний зв’язок метри-
чних властивостей множини дiйсних чисел з одиничного вiдрiзка, якi мають кон-
тинуальну кiлькiсть рiзних −→a -представлень, з лебегiвською структурою розподiлу
вище означеної випадкової величини ξ.

2. Лебегiвська структура розподiлу

Розглянемо розподiл випадкової величини ξ виду (1) з обмеженнями (4) на зна-

кододатнiй ряд
∞∑
k=1

ak. Наступна теорема повнiстю поглиблює теорему Джессена–

Вiнтнера для випадкових величин вказаного типу.

Теорема 2. Випадкова величина ξ має абсолютно неперервний (вiдносно мiри
Лебега) розподiл тодi i тiльки тодi, коли

∞∑
k=1

1

2sk
< +∞, (14)

i сингулярно неперервний в усiх iнших випадках, тобто тодi i тiльки тодi, коли
∞∑
k=1

1

2sk
= +∞. (15)

Доведення. Оскiльки випадковi величини ξ1, ξ2, . . . , ξk, . . . — незалежнi i набу-
вають значень 0 та 1 з iмовiрностями 1

2
, то випадковi величини

ηk =


sk∑
i=0

ξmk+i · 2sk−i, якщо ξmk = 0;

−1 +
sk∑
i=0

ξmk+i · 2sk−i, якщо ξmk = 1
(16)
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теж є незалежними i набувають значень

0, 1, . . . , 2sk − 2, 2sk − 1, 2sk , . . . , 2sk+1 − 1

з iмовiрностями
1

2sk+1
,

1

2sk+1
, . . . ,

1

2sk+1
,

2

2sk+1
,

1

2sk+1
, . . . ,

1

2sk+1

вiдповiдно.
Беручи до уваги зв’язок мiж −→a -представленням та породженим Q̃-представлен-

ням, приходимо до висновку, що дослiджувана випадкова величина ξ є випадковою
величиною з незалежними Q̃-символами. При цьому вiдповiднi матрицi Q̃ = ‖qik‖ та
P̃ = ‖p̃ik‖ мають наступний вигляд:

qik =
1

2sk+1 − 1
; ∀i ∈ {0, 1, . . . , 2sk+1 − 2}, ∀k ∈ N.

p̃ik =

{
1

2sk+1 , якщо i 6= 2sk − 1, i ∈ {0, 1, . . . , 2sk+1 − 2}, ∀k ∈ N,
2

2sk+1 , якщо i = 2sk − 1.

Як вiдомо [4], випадкова величина ξ чисто абсолютно неперервно розподiлена
тодi i тiльки тодi, коли

∞∏
k=1

∑
i

√
p̃ikqik > 0. (17)

Перевiримо виконання умови (17):

∞∏
k=1

∑
i

√
p̃ikqik =

=
∞∏
k=1


√

1

2sk+1 − 1
· 1

2sk+1
+ . . .+

√
1

2sk+1 − 1
· 1

2sk+1︸ ︷︷ ︸
2sk+1−2

+

√
1

2sk+1 − 1
· 2

2sk+1

 =

=
∞∏
k=1

(
2sk+1 − 2√

(2sk+1 − 1) · 2sk+1
+

√
2√

2sk+1 · (ssk+1 − 1)

)
=
∞∏
k=1

2sk+1 − 2 +
√

2√
2sk+1 · (2sk+1 − 1)

=

=
∞∏
k=1

√
(2sk+1 − 2 +

√
2)2

2sk+1 · (2sk+1 − 1)
=

=
∞∏
k=1

√
4sk+1 − 2 · (2−

√
2) · 2sk+1 + (2−

√
2)2

2sk+1 · (2sk+1 − 1)
=
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=
∞∏
k=1

√
4sk+1 − 2sk+1 + 2sk+1 − 2 · 2sk+1 · (2−

√
2) + (2−

√
2)2

2sk+1 · (2sk+1 − 1)
=

=
∞∏
k=1

√
(4sk+1 − 2sk+1)− 2sk+1 · (2 · (2−

√
2)− 1) + (2−

√
2)2

4sk+1 − 2sk+1
=

=
∞∏
k=1

√√√√
1−

2sk+1
(

(3− 2
√

2)− (2−
√

2)2

2sk+1

)
2sk+1 · (2sk+1 − 1)

=

=

√√√√ ∞∏
k=1

(
1−

3− 2
√

2− (2−
√

2)2

2sk+1

2sk+1 − 1

)
.

Як вiдомо,
∞∏
k=1

(1− ak) > 0 ⇔
∞∑
k=1

ak < +∞, 0 < ak < 1.

Отже,
∞∏
k=1

(
1−

3−
√

2− (2−
√

2)2

2sk+1

2sk+1 − 1

)
> 0 ⇔

∞∑
k=1

3− 2
√

2− (2−
√

2)2

2sk+1

2sk+1 − 1
< +∞ ⇔

⇔
∞∑
k=1

1

2sk+1 − 1
< +∞ ⇔

∞∑
k=1

1

2sk+1
< +∞ ⇔

∞∑
k=1

1

2sk
< +∞.

З теореми Джессена–Вiнтнера випливає чистота розподiлу випадкової величини ξ.
Оскiльки p0k = p1k = 1

2
, то з теореми Левi випливає, що ξ має неперервний розподiл.

За доведеним, розподiл випадкової величини ξ є абсолютно неперервним тодi i тiльки

тодi, коли
∞∑
k=1

1
2sk

< +∞. Тому розподiл ξ є сингулярно неперервним тодi i тiльки тодi,

коли останнiй ряд розбiгається. �

Наслiдок 2. Якщо послiдовнiсть {sk} обмежена, то ξ має сингулярно непе-
рервний розподiл.

Наслiдок 3. Випадкова величина ξ — має сингулярно неперервний розподiл тодi
i тiльки тодi, коли майже всi (в сенсi мiри Лебега) дiйснi числа одиничного вiдрiзка
мають континуальну кiлькiсть −→a -представлень.
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3. Фрактальнi властивостi розподiлу

Як вiдомо, спектр є досить грубою характеристикою сингулярних розподiлiв ймо-
вiрностей. Зокрема, для дослiджуваних в данiй роботi розподiлiв всi спектри спiв-
падають з одиничним вiдрiзком. Значно тонше характеризує сингулярний розпо-
дiл сiмейство його мiнiмальних розмiрнiсних носiїв (в сенсi розмiрностi Хаусдорфа–
Безиковича). Нагадаємо, що розмiрнiстю Хаусдорфа ймовiрнiсної мiри µ називає-
ться число

dimH µ = inf
E∈Bµ
{dimH(E)}

i Bµ сiм‘я всiх носiїв ймовiрнiсної мiри µ, тобто Bµ = {E : µ(E) = 1} .
Основним завданням даного роздiлу є знаходження явної формули для обчислен-

ня розмiрностi Хаусдорфа розподiлу µξ випадкової величини ξ. Вирiшення вказаного
вище завдання напряму пов’язано з проблемою довiрчостi системи Q̃-цилiндрiв для
обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку. Нагадаємо,
що локально тонка система покриттiв Φ називається довiрчою для обчислення роз-
мiрностi Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку, якщо

dimH(E,Φ) = dimH(E), ∀E ⊆ [0, 1] .

У тому випадку, коли послiдовнiсть {sk} є обмеженою, використовуючи тi ж ар-
гументи, що i в роботi [2], нескладно довести, що сiмейство Φ(Q̃) цилiндрiв поро-
дженого Q̃-представлення є довiрчою. У випадку необмеженостi послiдовностi {sk}
попереднiй висновок є, взагалi кажучи, неправильним. Наступна теорема встановлює
необхiднi i достатнi умови того, щоб сiмейство Φ(Q̃) було довiрчим для обчислення
розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку.

Теорема 3. Сiмейство Φ(Q̃) цилiндрiв породженого Q̃-представлення є довiр-
чим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку то-
дi i тiльки тодi, коли

lim
k→∞

sk
s1 + s2 + · · ·+ sk−1

= 0. (18)

Доведення. Як вiдзначалось вище, породжене Q̃-представлення спiвпадає з
розкладом Кантора, причому nk = 2sk+1 − 1. Проблема довiрчостi сiмейства ци-
лiндрiв розкладу Кантора дослiджувалась в роботi [3]. Основним результатом цiєї
роботи був наступний: сiмейство цилiндрiв розкладу Кантора є довiрчим для об-
числення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку тодi i тiльки
тодi, коли послiдовнiсть {nk}, яка визначає розклад Кантора, задовольняє умову
lim
k→∞

ln(nk)
ln(n1n2...nk−1)

= 0. Зауважимо, що на сьогоднi це єдиний клас представлень, який
породжує як довiрчi, так i недовiрчi сiмейства цилiндрiв, для якого знайдено необ-
хiднi i достатнi умови довiрчостi.
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Тому сiмейство Φ(Q̃) цилiндрiв породженого Q̃-представлення є довiрчим для
обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку тодi i тiльки
тодi, коли

lim
k→∞

ln(2sk+1 − 1)

ln(2s1+1 − 1)(2s2+1 − 1) . . . (2sk−1+1 − 1)
= 0. (19)

Пiсля перетворень отримаємо:

ln(2sk+1 − 1)

ln(2s1+1 − 1)(2s2+1 − 1) . . . (2sk−1+1 − 1)
=

(sk + 1) ln 2 + ln(1− 1
2sk+1 )

(k − 1 +
k−1∑
j=1

sj) ln 2 +
k−1∑
j=1

ln(1− 1

2sj+1 )

=

=

sk+1

k−1+
k−1∑
j=1

sj

+
ln(1− 1

2sk+1 )

(k−1+
k−1∑
j=1

sj) ln 2

1 +

k−1∑
j=1

ln(1− 1

2
sj+1 )

(k−1+
k−1∑
j=1

sj) ln 2

.

Оскiльки
ln(1− 1

2sk+1 )

(k−1+
k−1∑
j=1

sj) ln 2

→ 0 (k → ∞) i величина

k−1∑
j=1

ln(1− 1

2
sj+1 )

k−1+
k−1∑
j=1

sj

є вiд’ємною i

вiддiленою вiд −1 (бо sk ≥ 2), то рiвнiсть (19) має мiсце тодi i тiльки тодi, коли
sk+1

k−1+
k−1∑
j=1

sj

→ 0 (k →∞), що еквiвалентно виконанню умови (18).

�

Теорема 4. Якщо сiмейство Φ(Q̃) цилiндрiв породженого Q̃-представлення є до-
вiрчим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку,
тобто коли виконується умова

lim
k→∞

sk
s1 + s2 + · · ·+ sk−1

= 0, (20)

то розмiрнiсть Хаусдорфа мiри µξ дорiвнює

dimH(µ) = lim
k→∞

n∑
k=1

[
1

2sk
− (sk + 1)

]
ln 2

n∑
k=1

ln(2sk+1 − 1)
.

Якщо
∞∑
k=1

1

2sk
<∞, (21)

то dimH(µξ) = 1.
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Доведення. Нехай ∆Q̃
n (x) = ∆Q̃

α1(x)α2(x)...αn(x) — Q̃-цилiндр n-ого рангу, який мi-
стить точку x, µ — ймовiрнiсна мiра, яка вiдповiдає розподiлу випадкової величини
ξ. Тодi

µ(∆Q̃
n (x)) =

ε1
2s1+1

· ε2
2s2+1

· . . . · εn
2sn+1

,

де εi =

{
1, αi(x) 6= 2si − 1,

2, αi(x) = 2si − 1.

Нехай λ — мiра Лебега на вiдрiзку [0, 1].Тодi

λ(∆Q̃
n (x)) =

1

2s1+1 − 1
· 1

2s2+1 − 1
· . . . · 1

2sn+1 − 1
.

Розглянемо вiдношення

lnµ(∆Q̃
n (x))

lnλ(∆Q̃
n (x))

=

n∑
k=1

ln εk − ln 2
n∑
k=1

(sk + 1)

−
n∑
k=1

ln(2sk+1 − 1)
.

Якщо x = ∆Q̃
α1(x)α2(x)...αn(x) вибирається випадково так, що P(αj(x) = i) = p̃ij

(тобто розподiл випадкової величини x спiвпадає з мiрою µ = µξ), то

{ηj} = {ηj(x)} := {ln p̃αj(x)j}

є послiдовнiстю незалежних випадкових величин з наступними розподiлами:

P{ηj = ln p̃ij} = p̃ij, i = 0, 2sj+1 − 2.

Для застосування теореми Колмогорова, покажемо рiвномiрну обмеженiсть дис-
персiй.

Mηj =
2sj+1−2∑
i=0

p̃ij ln p̃ij = − ln 2(sk + 1− 1

2sk
).

Mη2
j =

2sj+1−2∑
i=0

pij ln2 pij = ((sk + 1)2 − 2sk + 1

2sk
) · ln2 2.

D ηj = Mη2
j −M2ηj = (

1

2sk
− 1

4sk
) · ln2 2.

Легко бачити, що D ηj ≤ ln2 2. Виберемо bn =
n∑
k=1

ln(2sk+1 − 1). Очевидно, що

bn ≥ n. Тому
∞∑
n=1

D ηn
b2n
≤
∞∑
n=1

ln2 2
n2 < +∞.

Отже, за теоремою Колмогорова (посилений закон великих чисел) для µ-майже
всiх точок x ∈ [0, 1] має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

(η1 + η2 + · · ·+ ηn)−M(η1 + η2 + · · ·+ ηn)

bn
= 0.
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Зауважимо, що

M(η1 + η2 + · · ·+ ηn) = Mη1 +Mη2 + · · ·+ Mηn =
∞∑
k=1

[
1

2sk
− (sk + 1)

]
ln 2 = Hk.

Позначимо D = lim
k→∞

Hk

− lnλ(∆Q̃
k (x))

,

D = lim
k→∞

n∑
k=1

[
1

2sk
− (sk + 1)

]
ln 2

n∑
k=1

ln(2sk+1 − 1)
.

Нехай Φ = Φ(Q̃)-сiмейство всiх Q̃-цилiндрiв. Розглянемо множину

T =

{
x : lim

n→∞

(
(η1 + η2 + · · ·+ ηn)−M(η1 + η2 + · · ·+ ηn)

lnλ(∆Q̃
k (x))

)
= 0

}
.

Оскiльки bn = lnλ(∆n(x)), то µ(T ) = 1 i, отже, dimµ(T,Φ) = 1.

Розглянемо наступнi множини:

T1 =

{
x : lim

n→∞

(
η1 + η2 + · · ·+ ηn)

lnλ(∆n(x))
− Hn

− lnλ(∆Q̃n(x))

)
= 0

}
;

T2 =

{
x : lim

n→∞

lnµ(∆Q̃
n (x))

lnλ(∆Q̃
n (x))

≤ D

}
;

T3 =

{
x : lim

n→∞

lnµ(∆Q̃
n (x))

lnλ(∆Q̃
n (x))

≥ D

}
;

Очевидно, що T ⊂ T1. Нескладно довести по аналогiї з ([2]), що T1 ⊂ T3 i T ⊂ T2.
Оскiльки T ⊂ T2, то dimλ(T,Φ) ≤ dimλ(T2,Φ). Враховуючи теорему 2.1. роботи [5],

приходимо до висновку, що dimλ(T2,Φ) ≤ D. Отже, dimλ(T,Φ) ≤ D.
Оскiльки T ⊂ T3, то dimλ(T,Φ) ≤ dimλ(T3,Φ). Враховуючи теорему 2.2. робо-

ти [5], приходимо до висновку, що dimλ(T,Φ) ≥ D · dimµ(T,Φ) = D · 1 = D. Отже,
dimλ(T,Φ) ≥ D.

Ми показали, що dimλ(T,Φ) ≤ D i dimλ(T,Φ) ≥ D. Отже,

dimλ(T,Φ) = D = lim
k→∞

n∑
k=1

[
1

2sk
− (sk + 1)

]
ln 2

n∑
k=1

ln(2sk+1 − 1)
.

Доведемо, що побудована множина T є мiнiмальним розмiрнiсним носiєм мiри µ.
Нехай C — деякий носiй мiри µ, тобто µ(C) = 1. Очевидно, що C1 = C ∩T теж носiй
мiри µ i C1 ⊂ C. Тому dimλ(C1,Φ) ≤ dimλ(C,Φ). Оскiльки C1 ⊂ T , то

dimλ(C1,Φ) ≤ dimλ(T ) = D.
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З iншого боку, C1 ⊂ T ⊂ T3.

Тому з теореми 2.2. роботи [5] випливає, що

dimλ(C1,Φ) ≥ D · dimµ(C1,Φ) = D · 1 = D.

Отже, dimλ(C1,Φ) = dimλ(T,Φ) = D. Оскiльки λ — мiра Лебега, а сiмейство
Φ(Q̃) цилiндрiв породженого Q̃-представлення є довiрчим для обчислення розмiрно-
стi Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку, то

dimH µ = dimλ(T,Φ) = dimH λ(T ) = D.

Останнє твердження теореми є очевидним, оскiльки виконання умови
∞∑
k=1

1
2sk

<∞

гарантує абсолютну неперервнiсть розподiлу випадкової величини ξ. Тому будь-який
її носiй має додатну мiру Лебега i, отже, повну розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича.

�

Подяка. Ця робота частково пiдтримана SFB-701 (Bielefeld University).
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