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Анотацiя. В статтi вивчаються нелiнiйнi напiвгрупи стиску в просторi Lp(Rl, dlx).
В роботi доведено, що максимальна напiвгрупа стиску має щiльно визначений ге-
нератор i вона є породженою максимальним дисипативним оператором, i навпаки,
якщо максимальний дисипативний оператор є однозначним, тодi напiвгрупа пород-
жена цим оператором є максимальною напiвгрупою стиску.
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1. Вступ

В роботi вивчаються нелiнiйнi напiвгрупи стиску в просторi Lp(Rl, dlx). Теорiя
напiвгруп бурхливо розвивалася в другiй половинi 20-го столiття в працях Хiлле,
Фiллiпса [8], Като [9 – 11], К.Iосiди, Браудера [4 – 6], Мiнтi [14, 15], Комури [12, 13]
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та iнших i була пов’язана з потребами квантової механiки, де генератором напiвгрупи
є гамiльтонiан деякої динамiчної системи.

Серед напiвгруп особливе значення мають стискуючi напiвгрупи. У випадку так
званих “m-диссипативних” операторiв стискуючим напiвгрупам вiдповiдають саме
m-диссипативнi оператори, теорiя яких зараз є достатньо глибокою i багатою на
результати, зокрема, стосовно застосування до задачi Кошi.

Аналогiчна ситуацiя має мiсце для квазiдисипативних операторiв, тобто опера-
торiв Diss(E, ω), i нелiнiйних напiвгруп типу ω. Основи цiєї теорiї було завершено в
1967 р. в працях Комури, Като, Браудера, Охару, Крендалла, Пазi , Брезiса, Барбю
[1]. Низку важливих результатiв про неперервнiсть i гладкiсть напiвгруп одержали
Хiлле, Фiллiпс, Като, К.Iосiда [ 8 – 16 ] та iнш.

Проте слiд зауважити, що скiльки-небудь повної теорiї, що встановлює зв’язок
мiж напiвгрупами довiльних неперервних операторiв i вiдповiдними задачами Кошi
на даний час не iснує. Дана робота хоча i не має своєю метою розробку повної теорiї,
але в нiй дослiджено новi важливi моменти теорiї напiвгруп стиску та зв’язку цих
напiвгруп з дисипативними операторами.

В роботi показано, що максимальна напiвгрупа стиску завжди має щiльно визна-
чений генератор i навпаки.

2. Постановка задачi

Мета роботи показати — що максимальна напiвгрупа стиску {Tt} має щiльно
визначений генератор i вона є породженою максимальним дисипативним операто-
ром; якщо максимальний дисипативний оператор є однозначним, тодi напiвгрупа
породжена цим оператором є максимальною напiвгрупою стиску.

Означення 1. Напiвгрупа Tt називається максимальною напiвгрупою стиску якщо
не iснує напiвгрупи стиску з бiльш широкою областю визначення до якої вона може
бути продовженою.

Означення 2. Вiдображення A : Lp
(
Rl, dlx

)
→ Lp

(
Rl, dlx

)
, взагалi кажучи, бага-

тозначне, називається дисипативним, якщо⟨
f

′ − g
′
, (f − g) |f − g|p−2

⟩
≤ 0∀f ′ ∈ Af, g

′ ∈ Ag,

де Af,Ag – множина значень вiдображення A елементiв f i g вiдповiдно.
Якщо A – однозначний оператор, то умова 2 набуває вигляду⟨

Af − Aq, (f − g) |f − g|p−2⟩ ≤ 0∀f, g ∈ Lp
(
Rl, dlx

)
.

Зауваження 1. Будь яка напiвгрупа стиску може бути продовженою до мак-
симальної напiвгрупи стиску.
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Зауваження 2. Максимальний дисипативний оператор необов’язково пород-
жує максимальну напiвгрупу стиску.

3. Дослiдження максимальних напiвгруп стиску

Сформулюємо попереднi твердження та деякi доведемо.

Твердження 1. Нехай {Bα : α ∈ Γ} i {B′
α : α ∈ Γ} двi системи сфер в Lp(Rl, dlx):

Bα =
{
f ∈ Lp(Rl, dlx) : ||f − fα|| ≤ rα

}
B′
α =

{
f ∈ Lp(Rl, dlx) : ||f − f ′

α|| ≤ r′α
}
.

Якщо ||fα − fβ|| ≥ ||f ′
α − f ′

β|| i rα ≤ r′α ∀α, β ∈ Γ тодi з того, що
∩
α∈Γ

Bα ̸= ϕ

випливає
∩
α∈Γ

B′
α ̸= ϕ.

Наслiдок 1. Нехай fα ∈ Lp(Rl, dlx) i qα ∈ Lp(Rl, dlx), α ∈ Γ i нехай f є довiльний
елемент з Lp(Rl, dlx). Якщо ||fα − fγ|| ≥ ||qα − qβ|| ∀α, β ∈ Γ, тодi iснує елемент
q ∈ Lp(Rl, dlx) такий, що вiрною є нерiвнiсть ||fα − fγ|| ≥ ||qα − qβ||.

Твердження 2. Нехай Ω випукла замкнута оболонка D(Tt). Для будь-якого
фiксованого натурального числа k iснує вiдображення Uk : Ω → Ω таке, що

||Ukf − Ukq|| ≤ ||f − q|| ∀f, q ∈ Ω i Ukf = T2−kf ∀f ∈ D(Tt).
Якщо f ′

0 i f ′′
0 iз Ω задовольняють||f ′′

0 −2−k f || ≤ ||f ′
0 − f ||_ ∀f ∈ D(Tt), тодi iснує

Uk розширення T2−k таке, що Ukf ′
0 = f ′′

0 .

Доведення. Нехай множина Ω − D(Tt) є упорядкованою як {fα}. Використо-
вуючи трансфенiтну iндукцiю побудуємо вiдображення Uk. Нехай Uk вiдображення
стиску визначене для ∀fβ : β < α∀q ∈ D(Tt) : Ukq = T2−kq.

I нехай B(f − φ1;φ2) = {f1 : ||f1 − φ2|| ≤ ||f − φ1||}.
Використовуємо твердження 1 для системи сфер
{B(fα − fβ; fβ), B(fα − q; q) : β < α, q ∈ D(Tt)} i
{B(fα − fβ;Ukfβ), B(fα − q;Ukq) : β < α, q ∈ D(Tt)}, тодi∩
β<α

B(fα − fβ : fβ)
∩

y/∈D(Tt)

B(fα − q : q) ̸= ϕ, оскiльки до цього перетину належить

fα, випливає ∩
β<α

B(fα − fβ : Ukfβ)
∩

y/∈D(Tt)

B(fα − q;Ukq) ≤ B0
α ̸= ϕ

Позначимо через p проекцiю Lp(Rl, dlx) → Ω, тобто pf = q при ||q−f || = inf
q1∈Ω

||q1−
f ||.

Оскiльки є вiрною нерiвнiсть для норм
||pϕ1 − f || ≤ ||ϕ − f ||∀f ∈ Ω, ϕ1 ∈ Lp

(
Rl, dlx

)
, отже для має мiсце належнiсть

φ3 ∈ B0
α звiдки маємо pf3 ∈ B0

α.
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Виберемо елемент f 0
α ∈ B0

α

∩
Ω i нехай Ukfα = f 0

α, тодi Uk є стиском наD(Tt)
∪
{fβ :

β ≤ α}.
Використовуючи трансфенiтну iндукцiю ми одержали потрiбнi вiдображення Uk.

Твердження 2 доведене.
Розглянемо напiвгрупи Tα =

{
Tαt : t = j

2k
,_j = 0, 1, 2, ...

}
, де Tα2−k = Uα

k i Tαt+s =
Tαt T

α
s при t = j

2k
, s = j

2k
, а множина всiх вiдображень {Uα

k : α ∈ Γ} iз твердження 2.
Позначимо через τk множину {Tα : α} i визначимо канонiчне вiдображення для

n ≥ k

Jn,k : τn → τk як Jn,kTα = T β при Tα2−k = T β2−k, де Tα ∈ τk, T β ∈ τn.
Зауважуючи, що

Jm,n : Jn,k : τm → τn → τk, Jm,nJn,kT
α = Jm,nJn,kT

β = T γ,

Tα2−k = T β2−k = T γ2−k, T
α ∈ τk, T

β ∈ τn, T
γ ∈ τm,

одержуємо твердження Jm,nJn,k = Jm,k,_D(Jn,k) = τn.
А отже покладемо Aαk = (Tα2−k − I) для Tα ∈ τk. �

Твердження 3. При кожному фiксованому φ ∈ Ω множина {Tαt φ : α} непере-
рвна по t в наступному сенсi

∀ε > 0 ∃δ > 0 : δ > 1
2k

⇒ ||Tα2−kφ− φ|| < ε при ∀Tα ∈ τk.

Доведення. Нехай

φ = µ1f1 + ...+ µnfn, fj ∈ D(Tt), 0 ≤ µj ≤ 1,
n∑
j=1

µj = 1,

де ji лiнiйно незалежнi елементи в Lp(Rl, dlx).
||Tα2−kφ− Tα2−kfj|| ≤ ||φ− fj||, при j = 1, 2, ..., n i Tα ∈ τk.
Вибираючи k достатньо великим, а δ малим i так, що 1

2k
< δ одержимо

||Tα2−kfj − fj|| < σ1, для довiльного σ1.
Отже ||Tα2−kφ− fj|| ≤ ||φ− fj||+ σ1.
Використаємо математичну iндукцiю. Позначимо через pj ортогональну проекцiю

на лiнiйний многовид, що утворений елементами fk,__k = j, при n = n0 +1, для n0

- твердження вiрне за припущенням , тодi

||pjTα2−kφ− Tα2−kφ|| ≤ ||pjφ− φ||+ σ2,

оскiльки
||pjTα2−kφ− fj|| ≤ ||pjφ− fj||+ σ1,

а отже µ′
j ≥ µ′

j − σ3, j = 1, 2, ..., n,
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де позначимо pTα2−kφ =
∑n

k=1 µ
′
kfk i p є ортогональною проекцiєю на лiнiйний

многовид утворений елементами {fk : 1 ≤ k ≤ n}. Тобто µj + nσ3 ≥ µ′
j ≥ µj − σ3,

оскiльки µ′
j ≤ 1−

∑
k=j µ

′
k.

Внаслiдок ||pTα2−kφ− Tα2−kφ|| < ε i ||pTα2−kφ−φ|| < ε одержуємо ||Tα2−kφ−φ|| ≤ 2ε,
але для довiльного елемента Ψ ∈ Ω пiдберемо φ =

∑n
j=1 µjfj, fj ∈ D(Tt) такi, щоб iз

||Ψ− φ|| < ε, випливало
||Tα2−kΨ − ψ|| ≤ ||Tα2−kΨ − Tα2−kφ|| + ||Tα2−kφ − φ|| + ||φ − Ψ|| ≤ 4ε. Твердження 3

доведене. �

Твердження 4. Нехай qαk,n = (I−λAαk )
−1fn для фiксованих fj ∈ Ω ⊂ Lp(Rl, dlx).

Тодi множина Fk(λ) ≤
{(
qαk,n
)m
n=1

}
⊂ Lp(Rl, dlx)× ...× Lp(Rl, dlx)

m-раз для фiксованого λ > 0 є випуклою i замкненою i

sup
(q′n)∈

∪
Fk(λ)

√∑
||q′n − fn||2 −−→

λ→0
0.

Доведення. Припустимо, що
(
q
αj

k,n

)m
n=1

∈ Fk = Fk(λ),_q
αj

k,n → qk,n при j → ∞.
Тодi маємо Tαj

2−kq
αj

k,n =
(
I + 1

λ2k

)
q
αj

k,n − 1
λ2k
fn −−→

j→0
q′n =

(
I + 1

λ2k

)
qk,n − 1

λ2k
fn

Оскiльки, вiдображення Uk = T2−k задане на D(Tt) i Ukqk,n = q′k,n є стиском, тодi
використовуючи твердження 2 одержуємо

(
q
αj

k,n

)m
n=1

∈ Fk, i Fk є замкненим.

Нехай
(
qαk,n
)
,
(
qβk,n

)
∈ Fk, тодi

qαk,n − λ2k
(
Tα2−kq

α
k,n − qαk,n

)
= fn, q

β
k,n − λ2k

(
T β2−kq

β
k,n − qβk,n

)
= fn,

або Tα2−k = Uα
k , T β2−k = Uβ

k ,

отже пiсля вiднiмання одержимо, що λ2k
(
Uα
k q

α
k,n − Uβ

k q
β
k,n

)
=
(
λ2k + 1

) (
qαk,n − qβk,n

)
.

Приймаємо φ1
n = 1

2

(
qαk,n − qβk,n

)
, φ2

n = 1
2

(
Uα
k q

α
k,n − Uβ

k q
β
k,n

)
, 1 ≤ n ≤ m.

Нехай для деяких n1 i n2 виконується ||φ2
n1

− φ2
n2
|| > ||φ1

n1
− φ1

n2
||, тодi якщо⟨

qαk,n1
− φ1

n1
− qαk,n2

+ φ1
n2
,
(
φ2
n1

− φ2
n2

) ∣∣φ2
n1

− φ2
n2

∣∣p−2
⟩
≥

≥
⟨
qαk,n1

− φ1
n1

− qαk,n2
+ φ1

n2
,
(
φ1
n1

− φ1
n2

) ∣∣φ1
n1

− φ1
n2

∣∣p−2
⟩
, тодi∥∥∥∥λ2k + 1

λ2k
(
qαk,n1

− φ1
n1

− qαk,n2
+ φ1

n2

)
+
(
φ2
n1

− φ2
n2

)∥∥∥∥ >
>
∥∥(qαk,n1

− φ1
n1

− qαk,n2
+ φ1

n2

)
+
(
φ1
n1

− φ1
n2

)∥∥ ,
i аналогiчно з⟨

qαk,n1
− φ1

n1
− qαk,n2

+ φ1
n2
,
(
φ2
n1

− φ1
n2

) ∣∣φ2
n1

− φ1
n2

∣∣p−2
⟩
≤

≤
⟨
qαk,n1

− φ1
n1

− qαk,n2
+ φ1

n2
,
(
φ2
n1

− φ2
n2

) ∣∣φ2
n1

− φ2
n2

∣∣p−2
⟩

випливає∥∥∥∥1 + 2kλ

2kλ

(
qαk,n1

− φ1
n1

− qαk,n2
+ φ1

n2

)
+
(
φ2
n1

− φ2
n2

)∥∥∥∥ >
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>
∥∥(qαk,n1

− φ1
n1

− qαk,n2
+ φ1

n2

)
−
(
φ1
n1

− φ1
n2

)∥∥ ,
а отже завжди вiрна хоча б одна з нерiвностей∥∥∥Uα

k q
α
k,n1

− Uβ
k q

β
k,n2

∥∥∥ > ∥∥qαk,n1
− qαk,n2

∥∥ ,∥∥∥Uβ
k q

β
k,n1

− Uβ
k q

β
k,n2

∥∥∥ > ∥∥∥qβk,n1
− qβk,n2

∥∥∥, а це суперечить тому що Uα
k,n1

i Uβ
k,n1

є стис-
ками.

Тобто маємо
∥∥φ2

n1
− φ2

n2

∥∥ ≤
∥∥φ1

n1
− φ1

n2

∥∥, 1 ≤ n1, n2 ≤ m.
Оскiльки,∥∥∥Uα

k q
α
k,n1

− Uβ
k q

β
k,n1

∥∥∥ ≥
∥∥∥qαk,n1

− qβk,n1

∥∥∥ так як∥∥∥Uα
k q

α
k,n1

− Uβ
k q

β
k,n1

∥∥∥ = 2kλ+1
2kλ

∥∥∥qαk,n1
− qβk,n1

∥∥∥ i∥∥Uα
k q

α
k,n1

− T2−kq
∥∥ ≤

∥∥qαk,n1
− q
∥∥∥∥∥Uβ

k q
β
k,n1

− T2−kq
∥∥∥ ≤

∥∥∥qβk,n1
− q
∥∥∥, при q ∈ D(Tt)∥∥φ2

n1
− T2−kq

∥∥ ≤ ∥φ1
n − q∥ , при ∀q ∈ D(Tt).

Внаслiдок твердження 2 iснує стиск Uγ
k на Ω ⊂ Lp(Rl, dlx) такий, що Uγ

kφ
1
n1

= φ2
n1

при 1 ≤ n ≤ m, Uγ
k = T2−k на D(Tt).

Напiвгрупа T γt ∈ τk визначена Uγ
k задовольняє

φ1
n1

− λ2−k
(
T γ2−kφ

1
n1

− φ1
n1

)
= fn, 1 ≤ n ≤ m це означає, що

(
φ1
B1

)m
n1=1

∈ Fk, а отже
Fk є випуклою i замкненою множиною.

Нехай ε > 0, тодi iснує послiдовнiсть

{λj ↓ 0} i _
{
(qjn)

m
n=1 ∈

∪
k

Fk(λj)_
}

i таке, що ||qjn − f || ≥ ε.

Оскiльки, qjn − 2kjλj

(
T γ2−kjq

j
n − qjn

)
= fn, де (qjn)

m
n ∈ Fkj , це суперечить неперерв-

ностi {Tαt f : α}. Твердження 4 доведено. �

Використовуючи твердження 4 одержуємо, що множина
{

∞∩
n=1

{задовольняє в

слабкiй топологiї
∞∪
m=n

Fk

}}
= F∞ є не порожнюю множина.

Твердження 5. Для всiх f ∈ F∞ iснує послiдовнiсть
{
f
αj

kj
∈ Fkj : j ∈ N

}
така

що lim
j→∞

||fαj

kj
− f || = 0.

Доведення. Визначимо форму на Lp × ...× Lp покладаючи

⟨(fn), (qn)⟩ ≡
n∑

m=1

⟨fm, qm |qm|p−2⟩,

Тодi вона породить норму ||(fn)|| =
(∑n

m=1 ||fm||pp
) 1

p .
Позначимо
Aαk = 2k(T2−k − I) i fαk = (I− λAαk )

−1q,для Tα ∈ τl i k ≤ l.
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Тодi для будь якого ε > 0 iснує номер k(ε) такий, що при m ≥ k ≥ k(ε), Tα ∈ τl

виконується нерiвнiсть ||fαm − fαk || < ε.
Нехай fαk

k ∈ Fk i ||f − fαk
k || = inf

f1∈Fk

||f − f1|| .

Iснування i єднiсть елемента fαk
k ∈ Fk ⊂ Lp(Rl, dlx) гарантує твердження 4.

Припустимо супротивне lim
k→∞

fαk
k = f . Тобто iснує число σ таке що lim

j→∞
||f−f

αkj

kj
|| =

σ > 0 для деякої послiдовностi {kj}. Можливi два випадки, або
{
f
αkj

kj

}
фундамен-

тальна або нi.
Нехай f

αkj

kj
фундаментальна, тодi покладемо φ = lim

j→∞
f
αkj

kj
, отже ||φ − f || = σ,

тобто
∪
m

Fm - обмежена множина i sup
f1∈

∪
m
Fm

||f1 − fkj || < M <∞.

Оскiльки Fkj випукла i замкнена, отже f
αkj

kj
∈ Fkj , маємо⟨

f − f
αkj

kj
,
(
ψ − f

αkj

kj

) ∣∣∣ψ − f
αkj

kj

∣∣∣p−2
⟩

≤ 0 для ψ ∈ Fkj

i ψ ∈
∪

m≥kj
Fm, маємо

⟨f − φ, (ψ − φ) |ψ − φ|p−2⟩ ≤
⟨
f − f

αkj
αj ,

(
Ψ− f

αkj
αj

) ∣∣∣Ψ− f
αkj
αj

∣∣∣p−2
⟩
+ ε (||f − φ||+

+||ψ − φ|| ≤ ε(σ +M).

Перейдемо до слабкої границi коли ψ → f.

Але це неможливо тому, що маємо протирiччя для чисел ε таких, що ε(σ+M) <
σp

p
.

Розглянемо випадок коли послiдовнiсть
{
f
αkj

kj

}
не фундаментальна, отже

∃η > 0_∀j∃m > j :
∥∥∥fαkj

kj
− f

αkm
km

∥∥∥ ≥ η, але при α ≤ αkm маємо, що∥∥∥fαkj

kj
− f

αkm
km

∥∥∥ ≥
∥∥∥fαkj

kj
− f

αkm
km

∥∥∥− ∥∥∥fαkm
kj

− f
αkm
km

∥∥∥ ≥ η − ε

для достатньо великих kj одержуємо∣∣∣||f − f
αkj

kj
|| − σ

∣∣∣ < ε,

а отже, використовуючи пiсля того як покладемо ψ = f
αkm
kj

, одержуємо
∥∥∥f − f

αkj

kj

∥∥∥+∥∥∥fαkj

kj
− f

αkm
kj

∥∥∥ ≤
∥∥∥f − f

αkm
kj

∥∥∥ ≤
(∥∥f − f

αkm
km

∥∥+ ε
)
.

Нехай m = kj,__i > j, тодi внаслiдок∥∥∥f − f
αkj

kj

∥∥∥ ≥ σ − ε i
∥∥∥f − f

αkj

kj

∥∥∥ ≤ σ + ε,

випливає ∥∥∥fαkj

kj
− f

αki
ki

∥∥∥ ≤ 6σε+ 2ε2,

що рiвносильне фундаментальностi послiдовностi елементiв
{
f
αkj

kj

}
. Твердження 5

доведене. �
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Твердження 6. Нехай множина Φ ≡ {φ ≡ {(α, k)}} є ультрафiльтром i
lim

(α,k)∈φ∈Φ
= ∞, тодi iснує фiльтр ψ ≡ {φ ≡ {(α, k)}} такий, що

lim
ψ
(I− λAαk )

−1f = ω − lim
Φ
(I− λAαk )

−1f∀ ∈ Ω.

Доведення. Для довiльного ε > 0 i довiльної скiнченої множини {f1, ..., fm} ⊂
Ω, визначимо

φ{f1, ..., fm; fmε} ≡ {(α1, k1) : ||ω − lim
Φ
(I− λAαk )

−1fn − (I− λAα1
k1
)−1|| < ε, 1 ≤ n ≤ m},

оскiльки iснує ω − lim
Φ
(I − λAαk )

−1f в Ω. Використовуючи твердження 5 кожна мно-
жина φ{f1, ..., fm; ε} неперервна i мiстить послiдовнiсть {(αj, kj)} i lim

j→∞
kj = ∞. Отже

множини φ{f1, ..., fm; ε} породжують ультрафiльтр Ψ. Твердження 6 доведене. �

Твердження 7. Для всiх f ∈ Ω i m = 0, 1, 2, ...iснує фiльтр Ψ∞ такий, що

qm(f) = lim
Ψ∞

(I− 2−mAαk )
−1f.

Доведення. Використовуючи твердження 6 при λ = 1 позначимо

Ψ0 = {φ = φ0(f1, ...fn; ε) : f1, ...fn ∈ Ω, ε > 0}.

Визначимо дисипативний в Lp(Rl, dlx) оператор

A0q ≤ {q − f : q ≤ q0(f)}, q0(f) = lim
Ψ∞

(I− 2−mAαk )
−1f.

Нехай Ψ0
0 ультрафiльтр, що мiстить фiльтр Ψ0, такий завжди iснує, тодi для

кожного f ∈ Ω

q1(f) = ω − lim
Ψ0

0

(I− 2−1Aαk )
−1f iснує в Ω, приймаючи qαo,k(f) = (I− Aαk )

−1f , маємо

qαo,k(f) = (I− 2−1Aαk )
−1(2−1f + 2−1qαo,k(f)),

оскiльки, q0(f) = lim
Ψ0

0

(I− 2−1Aαk )
−1(2−1f + 2−1qαo (f)), далi

A1q = {2(q − f) : q ≤ q1(f)}.

Оскiльки 2−1f+2−1q0(f) ∈ Ω маємо Ao ⊂ A1, тепер λ = 2−1 i Ψ1 = {φ = φ1(f1, ...fn; ε) :

f1, ...fn ∈ Ω,__ε > 0}, тодi для всiх f ∈ Ω, маємо
q1(f) = lim

Ψ1

(I− 2−1Aαk )
−1f i Ψ0 ⊂ Ψ1.

Продовжуємо цей процес i одержуємо послiдовнiсть дисипативних операторiв
{An} i фiльтрiв {Ψn} iндексiв (α, k), отже

A0 ⊂ A1 ⊂ ...,

Ψ0 ⊂ AΨ1 ⊂ ...,
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qn(f) = lim
Ψn

(I− 2−nAαk )
−1f__∀f ∈ Ω - iснує

Anq = {2n(q − f) : qn(f) = q}.

Фiльтр Ψ∞ = {φ > φn : φn ∈ Ψn} задовольняє твердження 7. �

Твердження 8. Нехай A максимальний дисипативний оператор, тодi

lim
λ↓0

||f − (I− λA)−1f || = inf
q∈D(A)⊂Lp

||f − q||∀f ∈ Lp(Rl, dlx).

Доведення. Внаслiдок (I− λA)−1f ∈ D(A), маємо

||f − (I− λA)−1f || = inf
q∈D(A)

||f − q||, λ > 0

Якщо q ∈ D(A) i q1 ∈ Aq покладемо qλ = q − λq1, тодi qλ → q при λ ↓ 0, отже
(I− λA)−1 стиск i I− (I− λA)−1 також оператор стиску.

Отже маємо
||I− (I− λA)−1f − (I− (I− λA)−1) qλ|| ≤ ||f − qλ|| −−→

λ↓0
||f − q||, тобто

lim
λ↓0

(
I− (I− λA)−1

)
qλ = lim

λ↓0
(qλ − q) = 0,

а також маємо
lim
λ↓0

|| (I− (I− λA)−1) f || ≤ ||f−q||, що разом з ||f−(I−λA)−1f || = inf
q∈D(A)

||f−q||∀λ >
0 задовольняє твердження 8. �

Теорема 1. Область визначення максимальної напiвгрупи стиску {Tt} є за-
мкненою випуклою множиною, яка не мiститься в будь якi замкненi гiпер-площини.

Доведення. Вiд супротивного, нехай D(Tt) є власною пiдмножиною випуклої
замкненої оболонки Ω.

Визначимо дисипативний оператор A щiльно визначений в Ω, як
Aq = {2n(q − f) : ∃n,_qn(f) = q}, де qn(f) = lim

Ψ∞
(I− 2−nAαk )

−1f i Ψ∞ - фiльтр, що
визначений ранiше.

Множина A є об’єднанням множин An, де An оператор визначений ранiше.
Внаслiдок D ((I− 2−nAn)−1) = Ω, одержуємо

D
(
(I− 2−nAn)−1

)
⊃ Ω,_n ∈ N

∪
{0}.

Розглянемо задачу Кошi:{
d
dt
u(t) ∈ Au(t),

u(t) ∈ Ω, u(0) = qo ∈ (Ω\D(Tt))
∩
D(A)
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її можна наблизити послiдовнiстю задач Кошi виду
d
dt
u(t) = Anun(t),

un(t) ∈ Ω, un(0) = qo − 2−nq00, q
0
0 = lim

φ∞
(I− Aαk )

−1f0 − f0
,

де f0 є елементом q0 − Aq0, а An є вiдображення:

f − 2−nf1 → f1, f ∈ D(A), f1 ∈ Af.

Нехай P : Lp(Rl, dlx) → Ω є проекцiєю, тобто Pf = q ∈ Ω ⊂ Lp(Rl, dlx) i ||q−f || =
inf
q1∈Ω

||q1 − f ||. Визначимо послiдовнiсть umn (t) покладаючи за iндукцiєю

u0n(t) = q0 − 2−nq00, u
m+1
n (t) = P (q0 +

∫ t

0

Anu
m
n (s)ds).

Тодi umn (t) ∈ Ω ⊂ Lp(Rl, dlx), i∥∥um+1
n (t)− umn (t)

∥∥ =

∥∥∥∥P (q0 + ∫ t

0

Anu
m
n (s)ds

)
− P

(
q0 +

∫ t

0

Anu
m
n (s)ds

)∥∥∥∥ ≤

≤
∫ t

0

||Anumn (s)− Anu
m−1
n (s)||ds.

Внаслiдок лiпшецевостi An, маємо
∑

||um+1
n (t) − umn (t)|| < ∞, отже iснує un(t) =

lim
m→∞

umn (t).
Внаслiдок теорем наведених ранiше, un(t) задовольняє рiвняння в наближенiй

задачi Кошi i {un(t)}∞n=0 прямує до функцiї un(t) рiвномiрно по t на [0, t0] i функцiя
un(t) задовольняє рiвняння в початковiй задачi Кошi.

Покажемо, що

T̃t(f) =

{
Ttf, f ∈ D(Tt)

u(t+ s), f = u(s), s ≥ 0

є дiйсно напiвгрупою стиску.
Внаслiдок дисипативностi A iз ||Ukf − Ukq|| ≤ ||f − q|| ∀f, q ∈ Ω i Ukf = T2−kf

∀f ∈ D(Tt), маємо
||u(s+ t)− u(s1 + t)|| ≤ ||u(s)− u(s1)||, при s, s1, t ≥ 0, отже
||u(s+ t)− Ttf || ≤ ||u(s)− f || при f /∈ D(Tt), s, t > 0.
Нехай s, t, s+ t ∈ [0, r], r ∈ R+. Визначимо дискритивнi напiвгрупи:
Tα,n2−k = 2−k(I− 2nAαk )

−1 + I, Tα,n0 = I, Tα,nt+s = Tα,nt Tα,ns , при t = J2−k, s = J12
−k.

Внаслiдок того, що (I−2−nAαk )
−1 i 2−kAαk = Tα2−k−I є стиском, {Tα,nt : t = J2−k, J =

0, 1, ...} є напiвгрупою стиску.
Оскiльки Aα,nk = 2−k(Tα,n2−k − I) = Aαk (I− 2−nAαk )

−1 є дисипативним, маємо

||Aα,nk Tα,nt f || ≤ ||Aα,nk f ||, f ∈ Ω ⊂ Lp(Rl, dlx).
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Покажемо, що ||Tα,nt uαn − Tα,mt uαm|| ≤ ε для

uαn = qαk − 2−nqα1
k , q

α
k = (I− Aαk )

−1f0, q
α1
k = qαk − f0 = Aαkq

α
k ,

при n,m ≥ n0, (α, k) ∈ φ0 ∈ Ψ∞, 0 ≤ t ≤ J2−k ≤ r.
Дiйсно,

||Tα,n
j2−ku

α
n − Tα,m

j2−ku
α
m||p − ||uαn − uαm||p =

=

j−1∑
i=1

(|| Tα,n
(i+1)2−ku

α
n − Tα,m

(i+1)2−ku
α
m||p − ||Tα,n

(i+1)2−ku
α
n − Tα,m

(i+1)2−ku
α
m ||p) =

=

j−1∑
i=0

21−k⟨Aα,nk Tα,n
j2−ku

α
n − Aα,mk Tα,m

j2−ku
α
m,
(
Tα,n
j2−ku

α
n − Tα,m

j2−ku
α
m

) ∣∣∣Tα,nj2−ku
α
n − Tα,m

j2−ku
α
m

∣∣∣p−2

⟩+

+

j−1∑
i=0

21−k||Aα,nk Tα,n
j2−ku

α
n − Aα,mk Tα,m

j2−ku
α
m||p.

Оскiльки

⟨Aα,nTα,n
i2−ku

α
n − Aα,mk Tα,m

i2−ku
α
m,
(
(I− 2−nAαk )

−1Tα,n
i2−ku

α
n − (I− 2−mAαk )

−1Tα,m
i2−ku

α
m

)∣∣(I− 2−nAαk )
−1Tα,n

i2−ku
α
n − (I− 2−mAαk )

−1Tα,m
i2−ku

α
m

∣∣p−2⟩ ≤ 0

i
||Tα,n

i2−ku
α
n − (I − 2−nAαk )

−1Tα,n
i2−ku

α
n|| ≤ 2−n||Aα,nTα,n

i2−ku
α
n||, маємо iз ||Aα,nk Tα,nt f || ≤

||Aα,nk f ||, f ∈ Ω ⊂ Lp(Rl, dlx), що ||Tα,n
i2−ku

α
n − Tα,m

i2−ku
α
m||p ≤ 4r||qα1

k ||p(2−n + 2−m + 2−k),
при j2−k ≤ 2.

Позначимо tk = jk2
−k, jk = [t2k],_0 ≤ t ≤ r, де n - довiльне фiксоване число з N ,

i
ρj = ||Tα,n

i2−ku
α
n − un(j2

−k)||.

Внаслiдок того,що

Tα,n
(i+1)2−ku

α
n = Tα,n

i2−ku
α
n +

∫ 2−k

0

Aα,nTα,n
i2−ku

α
nds,

un
(
(j + 1)2−k

)
= un(j2

−k) +
∫ 2−k

0
Anun(j2

−k + s)ds i
lim
Ψ∞

Aα,nk un(t) = Anun(t), для (α, k) ∈ φ,
маємо

ρj+1 ≤ ||un(j2−k)− Tα,n
i2−ku

α
n +

∫ 2−k

0

|| (An − Aα,n)un(j2
−k + s)ds+

+

∫ 2−k

0

||Aα,nun(j2−k + s)− Aα,nTα,n
i2−ku

α
n||ds ≤

≤ ρj + 2−kε+ 2k2n(ρj + 2−k||q00||) ≤

≤ ρj(1 + 2n−k) + 21−kε,_∃φ ∈ Ψ∞

задовольняється нерiвнiстю 2n||q00|| < 2kε.
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Далi використовуючи iндукцiю, одержуємо

ρj ≤ ρ0e
r2n + 2rer2

n

ε ≤ (||qαk − q0||2−n||qα1
k − q00||)er2

n

+ 2rer2
n

ε,

при 0 ≤ j2−k ≤ r, отже маємо lim
Ψ∞

Tα,nt uαn = un(t).

Оскiльки lim
n→∞

Aαk (I − 2−nAαk )
−1q = Aαkq при q ∈ D(Aαk ) = Ω ⊂ Lp(Rl, dlx), для

фiксованого α, маємо lim
n→∞

||Tα,n
i2−ku

α
n − Tα

i2−ku
α
n|| = 0, отже {uαn}∞n=0 вiдносно компактна

множина в Ω ⊂ Lp(Rl, dlx).
При s = i2−k,_t = j2−k,_s+ t = (i+ j)2−k ∈ [0, r], одержуємо

||u(s+ t)− Ttf || ≤ ||u(s+ t)− un(s+ t)||+ ||un(s+ t)− Tα,nt+su
α
n||+

+||Tα,nt+su
α
n − Tαt+su

α
n||+ ||Tαt+suαn − Ttf || ≤

≤ ||Tαs uαn − f ||+ 3ε ≤ ||u(s)− f ||+ 6ε,

оскiльки

||u(s)− Tαs u
α
n|| ≤ ||u(s)− un(s)||+ ||un(s)− Tα,ns uαn||+ ||Tα,ns uαn − Tαs u

α
n|| ≤ 3ε.

Внаслiдок рiвномiрної неперервностi Ttf i u(t), дiйсно має мiсце нерiвнiсть
||u(s+ t)− Ttf || ≤ ||u(s)− f || при f ∈ D(Tt), s, t, s+ t ∈ [0, r].
Тобто

{
T̃t

}
є напiвгрупою стиску, але це призводить до протирiччя з максималь-

нiстю напiвгрупи {Tt}, тобто одержали протирiччя.
Покажемо, що область D(Tt) не мiститься в довiльнiй якiй замкненiй гiперпло-

щинi в Lp(Rl, dlx).
Нехай D(Tt) ⊂ {f ∈ Lp(Rl, dlx) : ⟨f, e⟩ =M} при деяких e ∈ Lp(Rl, dlx) i ||e|| = 1.
Нехай St(f + e) = Ttf + e при f ∈ D(Tt), тодi {St} також напiвгрупа стиску i

область визначення St є множина e
∪
D(Tt), яка має порожнiй перетин з D(Tt), отже

T̃tf =

{
Ttf, f ∈ D(Tt)

Stf, f ∈ e
∪
D(Tt)

є розширенням {Tt}, але
{
T̃t

}
є напiвгрупою стиску, тобто протирiччя з максималь-

нiстю {Tt}. Теорема 1 доведена. �

Теорема 2. Замикання множини D(A), де A є максимальним дисипативним
оператором є випуклою в Lp(Rl, dlx) множиною.

Доведення. Доводити будемо вiд супротивного. Нехай
q,Ψ ∈ D(A) i f = µq − (1− µ)Ψ при 0 < µ < 1.
Припустимо, що f /∈ [D(A)], тодi покладемо qλ = q − λq1 при q1 ∈ Aq,
Використовуючи твердження 8, маємо∥∥(I− λA)−1f − q

∥∥ =
∥∥(I− λA)−1f − (I− λA)−1qλ

∥∥ ≤ ∥f − qλ∥ ,
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lim
λ↓0

||f − qλ|| = ||f − q||, аналогiчно lim̄
λ↓0

∥(I− λA)−1f −Ψ∥ ≤ ||f − Ψ||, оскiльки ||q −

Ψ|| ≤ lim̄
λ↓0

(∥q − (I− λA)−1 f∥+ ∥(I − λA)−1f −Ψ∥) = ||q − f || + ||f − Ψ|| = ||q − Ψ||
маємо, що

lim
λ↓0

(I− λA)−1f = σq − (1− σ)Ψ,_σ ∈ [0, 1] i

lim
λ↓0

(I − λA)−1f − q = ||f − q||, тобто одержуємо, що lim
λ↓0

(I − λA)−1f = f , але це

суперечить припущенню, що f /∈ [D(A)]. Теорема 2 доведена. �

4. Основна теорема

Теорема 3. (1) Максимальна напiвгрупа стиску {Tt} має щiльно визначе-
ний генератор i вона є породженою максимальним дисипативним операто-
ром.

(2) Якщо максимальний дисипативний оператор є однозначним, тодi напiв-
група породжена цим оператором є максимальною напiвгрупою стиску.

Доведення. Твердження 1) є наслiдком попереднiх теорем i тверджень, дiйсно
локальний генератор {Tt} A0 щiльно виражений в D(Tt), максимальне дисипативне
розширення A оператор A0 породжує напiвгрупу стиску {St}, тодi напiвгрупа {St} є
розширенням напiвгрупи {Tt}, але iз максимальностi {Tt} одержуємо {St}={Tt}. 1)
доведено.

Твердження 2) доведемо вiд супротивного. Нехай оператор A породжує напiв-
групу {Tt} i {St} максимальне розширення {Tt}. Припустимо супротивне D(St) ⊃
D(Tt) i D(St) ̸= D(Tt), використаємо 1) генератор {St} нехай Ã є щiльно визначеним
в D(St).

Внаслiдок замкнутостi D(Tt) iснує елемент f ∈ D(Ã) i f /∈ D(Tt) ⊂ Lp(Rl, dlx),
застосовуючи максимальну дисипативнiсть A одержуємо, що iснує

qλ = (I− λA)−1f,_∀λ > 0 i lim
λ↓0

qλ = q ∈ [D(A)] ⊂ Lp(Rl, dlx).

Оскiльки, qλ ∈ D(A), Ttqλ слабо диференцiйована по t i ω − lim
h↓0

Ahqλ = Aqλ, i

Aqλ =
qλ−f
λ

, отже

lim
h↓0

λ

h

⟨
Thqλ − qλ, (qλ − f) |qλ − f |p−2⟩ = ||qλ − f ||p,⟨

Shf − f, (qλ − f) |qλ − f |p−2⟩ = ⟨Shf − Thq, (qλ − f) |qλ − f |p−2⟩+
+
⟨
Thqλ − q, (qλ − f) |qλ − f |p−2⟩++||qλ − f ||p ≥

⟨
Thqλ − qλ, (qλ − f) |qλ − f |p−2⟩ ,

оскiльки,
||Thqλ − Shf || = ||Shqλ − Shf || ≤ ||qλ − f ||.

Тобто, маємо



246 М. I. Яременко

lim
h↓0

⟨Shf−f,(qλ−f)|qλ−f |p−2⟩
h

≥ ∥qλ−f∥p
λ

, спрямовуючи λ до нуля, одержуємо протирiччя

lim
h↓0

⟨
Shf − f

h
, (qλ − f) |qλ − f |p−2

⟩
=

=
⟨
Ãf, (qλ − f) |qλ − f |p−2

⟩
→
⟨
Ãf, (qλ − f) |qλ − f |p−2

⟩
,

||qλ−f ||p
λ

−−→
λ↓0

∞. Теорема доведена. �

Наслiдок 2. Якщо область визначення D(Tt) напiвгрупа стиску {Tt} мiстить
вiдкриту множину Ω, тодi область визначення D(A0) локального генератора A0

щiльна в Ω, тобто [Ω
∩
D(A0)] = [Ω].

Доведення. Нехай {St} максимальна напiвгрупа стиску така що мiстить
напiвгрупу {Tt}, отже локальний генератор Ã0 напiвгрупи {St} щiльно визначе-

ний в D(St), отже D(Ã0)
∩

Ω щiльна множина в Ω ⊂ Lp(Rl, dlx), тобто Ã0 = A0 в Ω

наслiдок доведений. �

5. Висновки

Одержано новi результати, щодо нелiнiйних максимальних напiвгруп стиску в
Lp(Rl, dlx)- просторах, а саме, доведено, що будь-яка максимальна напiвгрупа стиску
{Tt} має щiльно визначений генератор i що вона породжена максимальним дисипа-
тивним оператором; крiм того, якщо максимальний дисипативний оператор є одно-
значним, тодi напiвгрупа породжена цим оператором є максимальною напiвгрупою
стиску.
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