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У данiй статтi розглянемо крайову задачу для лiнiйної сингулярно збуреної си-
стеми диференцiальних рiвнянь з багатоточковою крайовою умовою виду

εhB(t, ε)
dx

dt
= A(t, ε)x+ f(t, ε), (1)

p∑
i=1

Mix(ti, ε) = d(ε), (2)

c⃝ М. Б. Вiра, 2012
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в якiй x(t, ε) — шуканий n-вимiрний вектор, t ∈ [t1; tp]; ε ∈ (0; ε0] — малий параметр,
h ∈ N ; A(t, ε), B(t, ε) — (n × n)-матрицi, d(ε), f(t, ε) — n-вимiрнi вектори-стовпцi,
Mi, i = 1, p — квадратнi матрицi зi сталими елементами n−го порядку; ti < ti+1,
i = 1, p− 1.

Крайовi задачi типу (1),(2) для випадку B0(t) = E, де E — одинична матриця,
дослiджувались у роботах [1-3]. При цьому в [1], [2] для побудови асимптотики їх
розв’язкiв було використано метод регуляризацiї, а в [3] — метод примежових функ-
цiй.

Використовуючи результати асимптотичного аналiзу загального розв’язку систе-
ми (1), здiйсненого в [5], у роботi [4] авторами побудована асимптотика розв’язку
двоточкової крайової задачi у випадку, коли гранична в’язка матриць має простий
спектр.

У данiй статтi розглянемо питання про вiдшукання асимптотики розв’язку x(t, ε)
задачi (1), (2), узагальнивши результати статтi [4] на випадок багатоточкової крайо-
вої задачi.

Знову ж таки будемо припускати, що гранична в’язка матриць має на вiдрiзку
[t1; tp] простий спектр, а саме: n−1 скiнченних елементарних дiльникiв λ−λ1(t), ..., λ−
λn−1(t) i один нескiнченний. Тодi [5, c.32] матриця A0(t) матиме n−1 власних векторiв
φi(t), i = 1, n− 1 вiдносно матрицi B0(t), що вiдповiдають власним значенням λi(t),

i = 1, n− 1, а матриця B0(t) — один власний вектор φ̃(t), який вiдповiдає її нульовому
власному значенню. Якщо ψi(t), i = 1, n− 1 — нулi матриць (A0 − λiB0)

∗, а ψ̃(t) —
нуль матрицi B∗

0(t), то їх можна визначити так, щоб виконувалися спiввiдношення

(B0φi, ψi) = 1, i = 1, n− 1, (4)

(A0φ̃, ψ̃) = 1. (5)

Припустимо також виконання умови
7◦ (B1φ̃, ψ̃) ̸= 0, ∀t ∈ [t1; tp],
яка, як показано в [5], забезпечує невиродженiсть матрицi B(t, ε) при досить ма-

лих ε > 0.
Розглянемо стiйкий випадок, коли
8◦ Reλi(t) < 0, i = 1, n− 1, Reξ0(t) < 0, ∀t ∈ [t1; tp].

Виходячи зi структури загального розв’язку лiнiйної сингулярно збуреної системи
диференцiальних рiвнянь (1) з вироджуваною матрицею при похiднiй, встановленої
в роботi [5], формальний розв’язок крайової задачi шукаємо у виглядi лiнiйної ком-
бiнацiї розв’язкiв вiдповiдної однорiдної системи

εhB(t, ε)
dx

dt
= A(t, ε)x,
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що вiдповiдають скiнченним та нескiнченному елементарним дiльникам:

x(t, ε) =
n−1∑
j=1

uj(t, ε)cj(ε) exp(ε
−h
∫ t

t1

λj (τ, ε)dτ)+

+v(t, ε) exp(ε−h−1

∫ t

t1

ξ−1(τ, ε)dτ) + ṽ(t, ε) (6),

де ui(t, ε), i = 1, n− 1; v(t, ε), ṽ(t, ε) - n−вимiрнi вектор-функцiї; λi(t, ε),
i = 1, n− 1, ξ(t, ε) – скалярнi функцiї, що зображаються розвиненнями:

ui(t, ε) =
∞∑
k=0

εku
(i)
k (t), λi(t, ε) =

∞∑
k=0

εkλ
(i)
k (t), i = 1, n− 1, (7)

v(t, ε) =
∞∑
k=0

εkvk(t), ξ(t, ε) =
∞∑
k=0

εkξk(t), (8)

ṽ(t, ε) =
∞∑
k=0

εkṽk(t), (9)

коефiцiєнти яких визначаються за рекурентними формулами, наведеними в роботi
[5]:

u
(i)
0 (t) = φi(t), u

(i)
k (t) = Hi(t)b

(i)
k (t), i = 1, n− 1, (10)

де Hi(t) = (A0(t)−λ(s)0 (t)B0(t))
− — напiвобернена матриця до матрицi A0(t)−λiB0(t),

b
(i)
k (t) = λ

(i)
k (t)B0(t)φi(t) + g

(i)
k (t), k = 1, 2, ..., i = 1, n− 1,

g
(i)
k (t) =

k−1∑
l=1

k−l∑
j=0

λ
(i)
l Bju

(i)
k−l−j + λi

k∑
j=1

Bju
(i)
k−j −

k∑
l=1

Alu
(i)
k−l +

k−h∑
l=0

Bl(u
(i)
k−h−l)

′,

λ
(i)
k (t) = −(g

(i)
k (t), ψi(t)), k ≥ 1, (11),

v0(t) = φ̃(t), vk(t) = G(t)ak(t), k ≥ 1, (12),

де G(t) — напiвобернена матриця до матрицi B0(t),

ak(t) = ξk−1A0(t)φ̃+ dk, k = 1, 2, ...,

dk(t) =
k−2∑
i=0

k−1−j∑
j=0

ξiAjvk−1−i−j −
k−h−1∑
i=0

k−h−1−i∑
j=0

ξiBjv
′
k−h−1−i−j −

k∑
i=1

Bivk−i, k ≥ 1,

ξ0(t) = (B1φ̃, ψ̃), (13)

ξk(t) = −(dk+1(t), ψ̃), k = 2, 3, ..., (14)

ṽ0(t) = −A−1
0 (t)f0(t), (15)

ṽk(t) = A−1
0 (t)[

k−h∑
i=0

Bi(t)(ṽk−h−i(t))
′ −

k∑
i=1

Ai(t)ṽk−i(t)− fk(t)], k = 1, 2, .... (16)
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Скалярнi множники ci(ε), i = 1, n, k = 0, 1, ... зображаються аналогiчними розвинен-
нями за степенями ε:

ci(ε) =
∞∑
k=0

εkc
(i)
k , i = 1, n, (17)

коефiцiєнти яких будуть визначатися iз крайової умови (2). Для їх вiдшукання пiд-
ставимо вектор (6) у крайову умову (2):

M1

n−1∑
j=1

uj(t1, ε)cj(ε) +M1v(t1, ε)cn(ε)+

+
n∑
i=2

n−1∑
j=1

Miuj(ti, ε)cj(ε) exp(ε
−h
∫ ti

t1

λj(τ, ε)dτ)+

+
n∑
i=2

Miv(ti, ε)cn(ε) exp(ε
−h−1

∫ ti

t1

ξ−1(τ, ε)dτ) +
n∑
i=1

Miṽ(ti, ε) = d(ε). (18)

Взявши до уваги 8◦, можна стверджувати, що доданки, якi мiстять експоненти,
є експоненцiально малими. Знехтуємо цими доданками i замiсть (18) будемо розгля-
дати рiвняння

M1

n−1∑
j=1

uj(t1; ε)cj(ε) +M1v(t1; ε)cn(ε) +
n∑
i=1

Miṽ(ti; ε) = d(ε). (19)

Прирiвнявши в (19) коефiцiєнти при однакових степенях малого параметра i взяв-
ши до уваги розвинення (7-9), дiстанемо систему алгебраїчних рiвнянь для визначен-
ня сталих c(j)k , k = 0, 1, ..., j = 1, n:

M1

n−1∑
j=1

k∑
l=0

u
(j)
l (t1)c

(j)
k−l +M1

k∑
l=0

vl(t1)c
(n)
k−l +M1ṽk(t1) = dk −

n∑
i=2

Miṽk(ti),

k = 0, 1, .... (20)

Пiдставивши в (20) вирази (10), (12), (16) i ввiвши позначення

ck = col(c
(1)
k ; c

(2)
k ; ...; c

(n)
k ), k = 0, 1, ...,

U0(t) = [φ1(t), φ2(t); ...;φn−1(t), φ̃(t)],

Uk(t) = [H1(t)b
(1)
k (t);H2(t)b

(2)
k (t); ...;Hn−1(t)b

(n−1)
k (t);G(t)ak(t)], k = 1, 2, ...,

запишемо систему у векторно-матричному виглядi

M1U0(t1)ck +M1

k∑
i=1

ui(t1)ck−i +M1ṽk(t1) = dk −
n∑
i=2

Miṽk(ti), k = 0, 1, ... (21)

Нехай виконується умова
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9◦ detM1 ̸= 0.

Оскiльки U0(t1) є неособливою матрицею завдяки лiнiйнiй незалежностi власних
векторiв φi(t), i = 1, n− 1, φ̃(t), то iз рiвняння (21) дiстанемо такi формули для
визначення векторiв ck:

c0 = U−1
0 M−1

1 [d0 −
n∑
i=2

Miṽ0(ti)]− U−1
0 (t1)ṽ0(t1), (22)

ck = U−1
0 M−1

1 [dk −
n∑
i=2

Miṽk(ti)]− U−1
0

k∑
i=1

Ui(t1)ck−i − U−1
0 ṽk(t1),

k = 1, 2, .... (23)

Визначивши таким чином скаляри c(i)k i пiдставивши в (6), дiстанемо формальний
розв’язок багатоточкової крайової задачi (1), (2). Покажемо, що вiн має асимптотич-
ний характер. Для цього введемо до розгляду m-наближення, обiрвавши вiдповiднi
формальнi ряди на m-у членi:

xm(t, ε) =
m∑
k=0

εk
n−1∑
i=1

k∑
j=0

u
(i)
j (t)c

(i)
k−j exp(ε

−h
∫ t

t1

λ(i)m (τ, ε)dτ)+

+
m∑
k=0

εk
k∑
j=0

vj(t)c
(n)
k−j exp(ε

−h−1

∫ t

t1

dτ

ξm(τ, ε)
) +

m∑
k=0

εkṽk(t), (24)

де

λ(i)m (t, ε) = λi(t) +
m∑
k=1

εkλ
(i)
k (t), i = 1, n− 1, (25)

ξm(t, ε) =
m∑
k=0

εkξk(t). (26)

За побудовою вектор xm(t, ε) задовольняє систему (1) з точнiстю до O(εm) рiвно-
мiрно по t ∈ [t1; tp], а крайову умову (2) — з точнiстю до O(εm+1), тобто

A(t, ε)xm(t, ε) + f(t, ε)− εhB(t, ε)
dxm(t, ε)

dt
= εma(t, ε); (27)

d(ε)−
p∑
i=1

Mixm(ti, ε) = εm+1b(ε), (28)

де a(t, ε) — вектор-функцiя, рiвномiрно обмежена на [t1; tp] при ε → 0, b(ε) — обме-
жений n-вимiрний вектор.

Розв’язок крайової задачi x(t, ε) подамо у виглядi суми вектора m-наближення
xm(t, ε) та вектора нев’язки ym(t, ε). Згiдно з (27), (28) вектор ym(t, ε) є розв’язком
крайової задачi
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εhB(t, ε)
dym
dt

= A(t, ε)ym + εma(t, ε); (29)

p∑
i=1

Miym(ti, ε) = εm+1b(ε). (30)

Оскiльки виконується умова 7◦ i рiвнiсть detB(t, ε) = ε(B1φ̃, ψ̃) + O(ε2), то обер-
нену матрицю B−1(t, ε) можна подати у виглядi

B−1(t, ε) = ε−1Q(t, ε),

де Q(t, ε) — деяка рiвномiрно обмежена на [t1; tp] квадратна матриця n-го порядку.
Тому помноживши систему (29) злiва на ε−h−1Q(t, ε), дiстанемо

dym
dt

= ε−h−1Ã(t, ε)ym + εm−h−1ã(t, ε), (31)

де
Ã(t, ε) = Q(t, ε)A(t, ε), ã(t, ε) = Q(t, ε)a(t, ε).

Введемо до розгляду вiдповiдну однорiдну крайову задачу
dx

dt
= ε−h−1Ã(t, ε)x (32)

p∑
i=1

Mix(ti, ε) = 0. (33)

Згiдно з [5], за виконання умови 8◦ фундаментальна матриця однорiдної системи (32)
має вигляд

X(t, ε) = (Um(t, ε) +O(εm−h−1)) exp(ε−h
∫ t

t1

Λm(τ, ε)dτ),

де
Λm(t, ε) = diag{λ(1)m (t, ε), ..., λ(n−1)

m (t, ε), ε−1ξ−1
m (t, ε)},

Um(t, ε) =
m∑
k=0

εkUk(t),

Uk(t) = [u
(1)
k (t), ..., u

(n−1)
k (t), vk(t)], k = 0, 1, ....

Тодi загальний розв’язок системи (31) подамо у виглядi

ym(t, ε) = X(t, ε)c(ε) +

∫ t

t1

X(t, ε)X−1(τ, ε)dτ =

= (Um(t, ε) +O(εm−h−1)) exp(ε−h
∫ t

t1

Λm(τ, ε)dτ)c(ε)+
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+

∫ t

t1

(Um(t, ε) +O(εm−h−1)) exp(ε−h
∫ t

τ

Λm(s, ε)ds)(U
−1
m (τ, ε) +O(εm−h−1))q(τ, ε)dτ,

(34)

де
q(t, ε) = εm−h−1ã(t, ε).

Пiдставивши (34) у крайову умову (30), дiстанемо таке рiвняння для визначення
вектора c(ε):

[M1Um(t1, ε) +

p∑
i=2

(MiUm(ti, ε) +O(εm−h−1)) exp(ε−h
∫ ti

t1

Λm(τ, ε)dτ)+

+O(εm−h−1)]c(ε) =

= εm+1b(ε)−
p∑
i=2

Mi

∫ ti

t1

(Um(ti, ε) +O(εm−h−1)) exp(ε−h
∫ ti

τ

Λm(s, ε)ds)×

×(U−1
m (τ, ε) +O(εm−h−1))q(τ, ε)dτ. (35)

Оскiльки згiдно з умовою 8◦

[

p∑
i=1

(MiUm(ti, ε) +O(εm−h−1)) exp(ε−h
∫ ti

t1

Λm(τ, ε)dτ)] =

=M1Um(t1, ε) +O(εm−h−1),

а матриця M1Um(t1, ε) неособлива при досить малих ε > 0 завдяки неособливостi
матрицi M1U0(t1), то рiвняння (35) однозначно розв’язне i з нього дiстанемо вектор
c(ε):

c(ε) = [M1Um(t1, ε) +O(εm−h−1)]−1εm+1b(ε)−

−[M1Um(t1, ε) +O(εm−h−1)]−1

p∑
i=2

Mi

∫ ti

t1

(Um(ti, ε) +O(εm−h−1))×

× exp(ε−h
∫ ti

τ

Λm(s, ε)ds)(U
−1
m (τ, ε) +O(εm−h−1))q(τ, ε)dτ. (36)

Пiдставивши (36) в (34), дiстанемо єдиний розв’язок крайової задачi (31), (30) у
виглядi

ym(t, ε) = s(ε) +

∫ tp

t1

G(t, τ, ε)q(τ, ε)dτ, (37)

в якому перший доданок являє собою розв’язок напiводнорiдної крайової задачi (32),
(30), а другий — розв’язок крайової задачi (31), (33), G(t, τ, ε) — матриця Грiна од-
норiдної крайової задачi (32), (33). Зокрема,

s(ε) = [M1Um(t1, ε) +O(εm−h−1)]−1εm+1b(ε), (38)
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G(t, τ, ε) =



−(Um(t, ε) +O(εm−h−1)) exp(ε−h
∫ t
t1
Λm(τ, ε)dτ)×

×([M1Um(t1, ε)]
−1 +O(εm−h−1))

∑p
i=2 χ[t1;ti](τ)×

×(MiUm(ti, ε) +O(εm−h−1) exp(ε−h
∫ ti
τ
Λm(s, ε)ds)×

×(U−1
m (τ, ε) +O(εm−h−1)),

якщо t1 ≤ t < τ ≤ t2 ≤ . . . ≤ tp,

(Um(t, ε) +O(εm−h−1)) exp(ε−h
∫ t
τ
Λm(s, ε)ds)×

×(U−1
m (τ, ε) +O(εm−h−1))− (Um(t, ε) +O(εm−h−1))×

× exp(ε−h
∫ t
t1
Λm(τ, ε)dτ)([M1Um(t1, ε)]

−1 +O(εm−h−1))×

×
∑p

i=2 χ[t1;ti](τ)(MiUm(ti, ε) +O(εm−h−1))×

× exp(ε−h
∫ ti
τ
Λm(s, ε)ds)(U

−1
m (τ, ε) +O(εm−h−1)),

якщо t1 ≤ τ ≤ t ≤ t2 ≤ . . . ≤ tp,

(39)

де χ[t1;ti](τ) — характеристична функцiя вiдрiзка [t1; ti],

χ[t1;ti](τ) =


1, якщо τ ∈ [t1; ti],

0, якщо τ ̸∈ [t1; ti].

Перейшовши в рiвностi (37) до оцiнок за нормою, маємо

∥ym(t, ε)∥ ≤ ∥s(ε)∥+
∫ tp

t1

∥G(t, τ, ε)∥ · ∥q(τ, ε)∥dτ.

З неособливостi матрицi M1U0(t1) випливає iснування та обмеженiсть матрицi
[M1Um(t1; ε)]

−1. Iз умови стiйкостi 8◦ випливає також обмеженiсть при досить малих
ε > 0 експоненцiальних виразiв, якi мiстяться в (38), (39):

∥ exp(ε−h
∫ t

t1

Λm(τ, ε)dτ)∥ ≤ c1,

∥ exp(ε−h
∫ ti

τ

Λm(s, ε)ds)∥ ≤ ci, якщо τ ≤ ti, i = 2, p,
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∥ exp(ε−h
∫ t

τ

Λm(s, ε)ds)∥ ≤ cp+1, якщо τ ≤ t,

де ci, i = 1, p+ 1 — деякi сталi, що не залежать вiд ε.
Враховуючи обмеженiсть усiх матричних i векторних функцiй, якi входять у ви-

рази (38), (39), дiстанемо оцiнку для вектора нев’язки

∥ym(t, ε)∥ ≤ εm−h−1c,

де c — деяка стала, що не залежить вiд ε.
Отже, за виконання накладених вище умов крайова задача (1), (2) має єдиний

розв’язок x(t, ε) такий, що

∥x(t, ε)− xm(t, ε)∥ ≤ εm−h−1c.

Таким чином, доведено наступну теорему.

Теорема 1. Якщо Mi, i = 1, p — квадратнi матрицi n-го порядку i виконуються
умови 1◦ − 9◦, то при досить малих ε крайова задача (1), (2) має єдиний розв’язок,
який виражається асимптотичною формулою

x(t, ε) =
m∑
k=0

εk
n−1∑
i=1

k∑
j=0

u
(i)
j (t)c

(i)
k−j exp(ε

−h
∫ t

t1

λ(i)m (τ, ε)dτ)+

+
m∑
k=0

εk
k∑
j=0

vj(t)c
(n)
k−j exp(ε

−h−1

∫ t

t1

dτ

ξm(τ, ε)
) +

m∑
k=0

εkṽk(t) +O(εm−h−1),

де u(i)k (t), i = 1, n− 1, vk(t), ṽk(t) — n-вимiрнi вектор-функцiї, що визначаються реку-
рентними формулами (10), (12), (15), (16), λ(i)m (t, ε), i = 1, n− 1, ξm(t, ε) — скалярнi
функцiї, якi зображаються розвиненнями (25), (26), коефiцiєнти яких знаходяться
за формулами (11), (13), (14), c(i)k , k = 0,m, i = 1, n — сталi множники, якi визна-
чаються за формулами (22), (23).
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