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1. Вступ

При моделюваннi рiзноманiтних процесiв i явищ досить часто доводиться зустрi-
чатися з ситуацiєю, коли тi чи iншi параметри дослiджуваного об’єкта повiльно ево-
люцiонують у часi. З огляду на цю обставину предметом постiйної уваги фахiвцiв з
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теорiї диференцiальних рiвнянь є системи вигляду

ẋ = f(t, τ, x, y), ẏ = εg(t, τ, x, y), (1)

де ε — малий дiйсний параметр, t — незалежна змiнна (реальний час), τ = εt — так
званий повiльний час, x ∈ Rn та y ∈ Rm шуканi вектор-функцiї, ẋ := dx/dt, ẏ :=

dy/dt, а f : D 7→ Rn та g : D 7→ Rm — заданi вектор функцiї певного класу гладкостi
з областю визначення D ⊆ R2+n+m. Якщо за незалежну змiнну взяти повiльний час,
дiстанемо сингулярно збурену систему

εx′ = f(τ/ε, τ, x, y), y′ = g(τ/ε, τ, x, y), (2)

де x′ := dx/dτ , y′ := dy/dτ .
Рiзним аспектам теорiї систем вигляду (1) та (2) присвячено велику кiлькiсть

робiт, зокрема, [1]–[10]. Вагомий внесок у розвиток асимптотичних методiв аналiзу
систем з повiльно змiнними параметрами та сингулярно збурених систем було зроб-
лено представниками наукової школи, очолюваної М.I. Шкiлем [2, 3, 4, 9].

Останнiми роками активно розвивається якiсна теорiя систем (1) та (2). У цьому
зв’язку вiдзначимо працi, присвяченi дослiдженню динамiчних бiфуркацiй в таких
системах [11, 12].

Мета даної роботи полягає в аналiзi явища динамiчної бiфуркацiї, яке спостерi-
гається в двовимiрнiй системi з повiльно змiнними параметрами внаслiдок втрати
стiйкостi тривiального розв’язку. Дослiджувана система має вигляд

ẋ = F (τ, x, ε), (3)

де x ∈ R2, а F (·, ·, ·) : R× B2
δ (0)× (−ε∗, ε∗) 7→ R2 — гладка вектор-функцiя така, що

F (τ, 0, ε) = 0 (тут B2
δ (0) — круг в R2 радiусом δ з центром в початку координат).

Припускається, що матриця лiнеаризованої системи

A(τ, ε) = F ′
x(τ, 0, ε)

обмежена на R×(−ε∗, ε∗) разом зi своїми похiдними i має такi властивостi: власнi чис-
ла матрицi A0(τ) := A(τ, 0) — суто уявнi i вiдокремленi вiд нуля на R; дiйсна частина
комплексно спряжених власних чисел матрицi A0(τ) + εA1(τ), де A1(τ) := A′

ε(τ, 0),
вiд’ємна на (−∞, 0) i додатна на (0,+∞). Iншими словами, лiнеаризована систе-
ма в першому наближеннi втрачає стiйкiсть, коли повiльний час τ минає нульове
значення. Якщо б, починаючи з деякого моменту T = O(1/ε), коефiцiєнти системи
було заморожено, тобто було покладено τ ≡ T при τ ≥ T , то до одержаної у такий
спосiб автономної системи можна було б застосувати стандартну теорiю бiфурка-
цiї Андронова-Гопфа i встановити умови як м’якого народження автоколивань ам-
плiтудою O(

√
ε) (м’якої бiфуркацiї граничного циклу з положення рiвноваги), так
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i жорсткого збудження. Природно сподiватися, що схожi явища можна спостерiга-
ти i без замороження коефiцiєнтiв системи, однак в цьому випадку за термiноло-
гiєю [11, 12] матимемо справу з динамiчною бiфуркацiєю. Для дослiдження такого
типу бiфуркацiї ми застосуємо метод нормальних форм [13]. Цей метод, запропонова-
ний А. Пуанкаре для вивчення локальної поведiнки автономних систем, згодом було
пристосовано i для аналiзу систем, явно залежних вiд часу [14, 15, 16]. Оскiльки
на даний час метод неавтономної нормалiзацiї ще не здобув широкої популярностi,
наступний роздiл буде присвячено викладу вiдповiдної процедури для n-вимiрної
нелiнiйної системи з повiльним часом. Близький варiант процедури нормалiзацiї си-
стем з повiльно змiнними параметрами запропоновано в [17].

2. Метод неавтономної нормалiзацiї системи з повiльно змiнними
параметрами

Застосуємо метод нормальних форм до системи, яка має вигляд

ẋ = A(τ, ε)x+
∑
k≥2

Fk(τ, ε)x
k, (4)

де

A(τ, ε) =
∑
l≥0

Al(τ)ε
l, Fk(τ, ε) =

∑
l≥0

Fk,l(τ)ε
l

— збiжнi або формальнi ряди, коефiцiєнтiв яких задовольняють такi умови:

H1: всi вiдображення

Al(·) ∈ C∞(R 7→gl(n;R)) , Fk,l(·) ∈ C∞(R 7→Fk(Rn)
)
,

обмеженi на R разом зi своїми похiдними довiльного порядку (тут gl(n;R) — алгебра
квадратних n × n матриць, Fk(Rn) — простiр Rn-значних однорiдних полiномних
форм степеня k);

H2: власнi числа λ1(τ), . . . , λn(τ) матрицi A0(τ) справджують нерiвностi

inf
t∈R

|λi(τ)− λj(τ)| > 0 ∀i, j : 1 ≤ i < j ≤ n.

При виконаннi цих припущень матриця A0(τ) має нормований власний базис
a1(τ), . . . ,an(τ), елементи якого, як i λ1(τ), . . . , λn(τ), є гладкими функцiями на R
(див., наприклад, [2, с.32]). Функцiї λj(τ) є також i обмеженими на R. Справдi, в
обмеженостi кожної функцiї λk(τ) можна легко переконатися мiркуванням вiд су-
противного: якщо б знайшлася послiдовнiсть {τj} така, що limj→∞ |λk(τj)| = ∞, то,
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подiливши обидвi частини рiвностi

det (λk(τj)E − A0(τj)) = 0.

на λk(τj) i перейшовши до границi при j → ∞, ми б дiйшли протирiччя у виглядi
хибної рiвностi 1 = 0.

Тепер наша мета полягатиме в тому, щоб замiною змiнних вигляду

x =
∑
k≥1

Hk(τ, ε)y
k, (5)

де

Hk(τ, ε) =
∑
l≥0

Hk,l(τ)ε
l, H1,0(τ) := E,

привести початкову систему до, в певному сенсi, простiшого вигляду

ẏ = Ā(τ, ε)y +
∑
k≥2

Gk(τ, ε)y
k, (6)

де

Ā(τ, ε) =
∑
l≥0

Āl(τ)ε
l, Ā0(τ) ≡ A0(τ), Gk(τ, ε) =

∑
l≥0

Gk,l(τ)ε
l.

При цьому Hk,l(·), Gk,l(·) ∈ C∞(R 7→Fk(Rn)
)
.

Набiр власних чисел λ1(τ), . . . , λn(τ) i набiр a1(τ), . . . ,an(τ) векторiв-стовпцiв
власного базису матрицi A0(τ) надалi вважатимемо впорядкованим за таким прин-
ципом: λ1(τ), . . . , λ2r(τ) — це всi комплекснi власнi числа i при цьому λj(τ) = λ̄j+r(τ),
j = 1, . . . , r (зауважимо, що з огляду на умову H2 r не залежить вiд τ).

Без обмеження загальностi мiркувань можна вважати, що матрицю A0(τ) вже
зведено до дiйсної канонiчної форми. Справдi, якщо це не так, то кожнiй парi ком-
плексно спряжених стовпцiв aj(τ), aj+r(τ) = āj(τ) поставимо у вiдповiднiсть пару
дiйсних векторiв t2j−1(τ) := Reaj(τ), t2j(τ) := Imaj(τ), i покладемо tj(τ) = aj(t),
j = 2r + 1, . . . , n. Утворена у такий спосiб матриця T (τ) = [t1(τ), . . . , tn(τ)] здiйснює
зведення матрицi A0(τ) до дiйсної канонiчної форми. Якщо тепер в системi (4) зро-
бити лiнiйну замiну змiнних x = T (τ)ξ, то дiстанемо систему такого ж типу, що й (4),
а саме,

ξ̇ =
[
T−1(τ)A(τ, ε)T (τ)− εT−1(τ)T ′(τ)

]
ξ +

∑
k≥2

T−1(τ)Fk(τ, ε) [T (τ)ξ]
k ,

однак замiсть A0(τ) у нiй фiгуруватиме матриця T−1(τ)A0(τ)T (τ) в дiйснiй канонiч-
нiй формi.
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Виведемо так зване гомологiчне рiвняння, з якого визначатимуться невiдомi
Hk,l(τ), Āl(τ), Gk,l(τ). Пiдставивши (5) в (4) з урахуванням (6), дiстанемо

H1(τ, ε)

[
Ā(τ, ε)y +

∑
k≥2

Gk(τ, ε)y
k

]
+
∑
k≥2

[
Hk(τ, ε)y

k
]′
y
Ā(τ, ε)y+

+
∑
i≥2

[
Hi(τ, ε)y

i
]′
y

[∑
j≥2

Gj(τ, ε)y
j

]
+
∑
k≥1

ε [Hk(τ, ε)]
′
τ y

k =

= A(τ, ε)

[
H1(τ, ε)y +

∑
k≥2

Hk(τ, ε)y
k

]
+
∑
i≥2

Fi(τ, ε)

[∑
j≥1

Hj(τ, ε)y
j

]i
.

Шляхом прирiвнюванням коефiцiєнтiв бiля однакових степенiв щодо y дiстаємо

H1(τ, ε)Ā(τ, ε)y − A(τ, ε)H1(τ, ε) = −ε [H1(τ, ε)]
′
τ[

Hk(τ, ε)y
k
]′
y
Ā(τ, ε)y − A(τ, ε)Hk(τ, ε)y

k =

=Mk(τ, ε)y
k − ε [Hk(τ, ε)]

′
τ y

k −H1(τ, ε)Gk(τ, ε)y
k, k = 2, 3, . . . ,

де Mk(τ, ε)y
k форма степеня k в розвиненнi виразу∑
i≥2

Fi(τ, ε)

[∑
j≥1

Hj(τ, ε)y
j

]i
−
∑
i≥2

[
Hi(τ, ε)y

i
]′
y

[∑
j≥2

Gj(τ, ε)y
j

]
за степенями y. Коефiцiєнти цiєї форми можуть залежати лише вiд форм Hj(τ, ε)y

j,
Gi(τ, ε)y

i, у яких i < k, j < k. Далi прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових степенях
ε.

Для лiнiйних щодо y членiв маємо

H1,0Ā0(τ)− A0(τ)H1,0 ≡ A0(τ)− A0(τ) ≡ 0,∑
i+j=l

[
H1,i(τ)Āj(τ)− Aj(τ)H1,i(τ)

]
= −H ′

1,l−1(τ), l ≥ 1,

тобто
l∑

i=0

[
H1,i(τ)Āl−i(τ)− Al−i(τ)H1,i(τ)

]
= −H ′

1,l−1(τ), l ≥ 1.

або

H1,lA0(τ)− A0(τ)H1,l =

= Al(τ) +
l−1∑
i=1

[
Al−i(τ)H1,i(τ)−H1,i(τ)Āl−i(τ)

]
−H ′

1,l−1(τ)− Āl(τ). (7)

З цих рiвнянь послiдовно будемо знаходити H1,l(τ) та Āl(τ) при l = 1, 2, . . .
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Для форм степеня k ≥ 2 маємо[
Hk,0(τ)y

k
]′
y
A0(τ)y − A0(τ)Hk,0(τ)y

k =Mk,0(τ)y
k −Gk,0(τ)y

k,∑
i+j=l

([
Hk,i(τ)y

k
]′
y
Āj(τ)y − Aj(τ)Hk,i(τ)y

k
)
=

=Mk,l(τ)y
k − [Hk,l−1(τ)]

′
τ y

k −
∑
i+j=l

H1,iGk,j(τ)y
k, l ≥ 1

або

[
Hk,0(τ)y

k
]′
y
A0(τ)y − A0(τ)Hk,0(τ)y

k =Mk,0(τ)y
k −Gk,0(τ)y

k,[
Hk,l(τ)y

k
]′
y
A0(τ)y − A0(τ)Hk,l(τ)y

k =

=
l−1∑
i=0

([
Hk,i(τ)y

k
]′
y
Āl−i(τ)y − Al−i(τ)Hk,i(τ)y

k
)
+

+Mk,l(τ)y
k − [Hk,l−1(τ)]

′
τ y

k −
l∑

i=1

H1,iGk,l−i(τ)y
k −Gk,l(τ)y

k, l ≥ 1

Якщо “заморозити” τ i ввести гомологiчний оператор

L[A0(τ)]· =
[
∂

∂y
·
]
A0(τ)y − A0(τ)·,

то дiстанемо стандартнi гомологiчнi рiвняння вигляду

L[A0(τ)]Hk,l(τ)y
k = Pk,l(τ)y

k −Gk,l(τ)y
k, k ≥ 1, l ≥ 0,

де коефiцiєнти форм Pk,l(τ)y
k вiдомi, а коефiцiєнти форм Hk,l(τ)y

k та Gk,l(τ)y
k пiд-

лягають визначенню, при чому задля однотипностi позначень при k = 1 i l ≥ 1 ми
пишемо G1,l(τ) замiсть Āl(τ).

Вiдповiдно до зробленого припущення матрицю A0(τ) записано у дiйснiй канонiч-
нiй формi, а тому її власний базис s1, . . . , sn не залежить вiд τ . Утворимо матрицю
стовпцiв S = [s1; . . . ; sn] та вектор власних чисел Λ(τ) := (λ1(τ), . . . , λn(τ)) i домо-
вимося про позначення xq := xq11 · · · xqnn для пари векторiв q = (q1, . . . , qn) ∈ Zn та
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Форми

ej,q(y) := sj
[
S−1y

]q
, j = 1, ..., n, q ∈ Zn+,

де |q| = q1+· · ·+qn ≥ 1, утворюють власний базис гомологiчного оператора L [A0(τ)],
оскiльки

L [A0(τ)] ej,q(y) = [⟨q,Λ(τ)⟩ − λj(τ)] ej,q(y)
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(див., наприклад, [18]). Тепер стандартним чином послiдовно розв’язуємо гомоло-
гiчнi рiвняння методом невизначених коефiцiєнтiв, а саме, визначаємо коефiцiєнти
розвинень

Hk,l(τ)y
k =

n∑
j=1

∑
|q|=k

hj,q,l(τ)ej,q(y), Gk,l(τ)y
k =

n∑
j=1

∑
|q|=k

gj,q,l(τ)ej,q(y),

за коефiцiєнтами розвинень

Pk,l(τ)y
k =

n∑
j=1

∑
|q|=k

pj,q,l(τ)ej,q(y)

з рiвнянь

[⟨q,Λ(τ)⟩ − λj(τ)]hj,q,l(τ) = pj,q,l(τ)− gj,q,l(τ)

Означення 1. Базисну форму ej,q(y) i, вiдповiдно, набiр iндексiв j,q назвемо
L[A0(τ)] -резонансними, якщо

inf
τ∈R

[⟨q,Λ(τ)⟩ − λj(τ)] = 0.

Для резонансних iндексiв покладаємо

gj,q,l(τ) := pj,q,l(τ), hj,q,l(τ) = 0,

а для нерезонансних —

hj,q,l(τ) := [⟨q,Λ(τ)⟩ − λj(τ)]
−1 pj,q,l(τ), gj,q,l(τ) := 0

Неважко переконатися в тому, що коефiцiєнти шуканого перетворення задоволь-
няють умову дiйсностi (див. [18]):

hj,q,l(τ) = hσj,Iq,l(τ).

Тут ι — iнверсiя на iндексах, I — матриця iнверсiї в Rn:

ιj =


j + r, 1 ≤ j ≤ r,

j − r, r + 1 ≤ j ≤ 2r

j, 2r + 1 ≤ j ≤ n;

I =

 0 Er 0

Er 0 0

0 0 En−2r


(Em позначає одиничну матрицю розмiром m×m).

Зазначимо, що при k = 1 гомологiчне рiвняння набуває вигляду

[λi(τ)− λj(τ)]hj,ei,l(τ) = pj,ei,l(τ)− gj,ei,l(τ).
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Пояснимо, що собою являють коефiцiєнти hj,ei,l(τ), pj,ei,l(τ),
gj,ei,l(τ). Для довiльної матрицi B ∈ gl(n,R) у рiвностi

By =
n∑
j=1

n∑
i=1

bj,eiej,ei(y)

покладемо y = Sz i домножимо обидвi її частини злiва на S−1. Дiстанемо

S−1BSz =
n∑
j=1

n∑
i=1

bj,eiziej.

Звiдси випливає, що bj,ei — це елемент матрицi S−1BS, який розмiщується на перетинi
її j-го рядка та i-го стовпця. Таким чином, hj,ei,l(τ), pj,ei,l(τ), gj,ei,l(τ) — це елементи
матриць

S−1H1,l(τ)S, S−1P1,l(τ)S, S−1G1,l(τ)S = S−1Ā(τ)S

з iндексами ji. Оскiльки

L(τ) := S−1A0(τ)S = diag [λ1(τ), . . . , λn(τ)] ,

а

gj,ei,l(τ) =

pj,ei,l(τ), i = j,

0, i ̸= j,

то S−1Āl(τ)S — дiагональна матриця:

S−1Āl(τ)S = diag (λ1,l(τ), . . . , λn,l(τ)) =: Ll(τ).

Звiдси випливає таке твердження.

Твердження 1. Справджується рiвнiсть

S−1

[
A0(τ) +

∑
l≥1

εlĀl(τ)

]
S = L(τ) +

∑
l≥1

εlLl(τ),

а отже, λj,l(τ) — це коефiцiєнт бiля εl в розвиненнi за степенями ε j-го власного
числа матрицi A0(τ)+

∑
l≥1 ε

lĀl(τ), тобто того числа, яке при ε = 0 перетворюєть-
ся в λj(τ).

Результатом наведених вище мiркувань є теорема про нормальну форму системи
з повiльно змiнними коефiцiєнтами.

Теорема 1. Якщо система (4) задовольняє умови H1 та H2 i матриця A0(τ)

представлена дiйсною канонiчною формою, то iснує формальна замiна (5), яка зво-
дить цю систему до вигляду (6), в якому форми Āl(τ)y та Gk,l(τ)y

k розкладаються
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лише за L[A0(τ)]-резонансними базисними формами ej,q(τ). Якщо в зведенiй систе-
мi зробити замiну змiнних y = Sz, то дiстанемо систему вигляду

żj =

[
λj(τ) +

∑
l≥1

λj,l(τ)ε
l

]
zj +

∑
|q|≥2

′
n∑
l≥0

εlgj,q,l(τ)z
q, j = 1, . . . , n

з гладкими i обмеженими на R коефiцiєнтами λj,l(τ), gj,q,l(τ), де штрих бiля знака
суми означає, що пiдсумовування здiйснюється лише за резонансними iндексами
j,q.

Зауважимо, що при l = 1 правою частиною рiвняння (7) є A1(τ) − Ā1(τ). Звiдси
приходимо до такого висновку.

Твердження 2. Елементами матрицi

L1(τ) := diag [λ1,1(τ), . . . , λn,1(τ)]

є вiдповiднi елементи головної дiагоналi матрицi

B1(τ) := S−1A1(τ)S.

При обчисленнi елементiв λj,1(τ) можна скористатися таким твердженням.

Твердження 3. Елемент λj,1(τ) дорiвнює коефiцiєнту бiля ε в розвиненнi j-го
власного числа матрицi A0(τ) + εA1(τ) за степенями ε.

Доведення. Матриця A0(τ) + εA1(τ) та подiбна їй матриця

L(τ) + εB1(τ) = S−1 [A0(τ) + εA1(τ)]S

мають однаковi власнi числа. Будемо шукати j-й власний вектор i j-е власне число
останньої матрицi у виглядi розвинень за степенями ε

ej + εb1,j + ε2b2,j + · · · , λj(τ) + εβ1,j(τ) + ε2β2,j(τ) + · · · ,

якi мають задовольняти систему

[L(τ) + εB1(τ)] [ej + εb1,j(τ) + · · · ] =

= [λj(τ) + εβ1,j(τ) + · · · ] [ej + εb1,j(τ) + · · · ] .

Прирiвнявши коефiцiєнти бiля ε дiстанемо

[L(τ)− λj(τ)E]b1,j(τ) = [β1,j(τ)E −B1(τ)] ej (8)

Вектор в лiвiй частинi має нульовий j-й елемент. Тому β1,j(τ) з необхiднiстю має
дорiвнювати j-му елементу головної дiагоналi матрицi B1(τ), тобто з урахуванням
твердження 3 маємо рiвнiсть λj,1(τ) = β1,j(τ). Система (8) тепер однозначно визначає
вектор b1,j(τ) з нульовою j-ю компонентою. �
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3. Виникнення автоколивань у двовимiрнiй системi з повiльно змiнними
параметрами

Розглянемо двовимiрну систему вигляду (4), яка задовольняє припущення H1 та
H2, а також додаткову умову:

H3: матриця A0(τ) має суто уявнi власнi числа ±iω0(τ). а отже,

A0(τ) =

(
0 −ω0(τ)

ω0(τ) 0

)
.

Зведемо таку систему до неавтономної нормальної форми згiдно з теоремою 1.
При цьому, як зазначалося в попередньому п., без обмеження загальностi мiркувань
можемо вважати, що A0(τ) представлена дiйсною канонiчною формою

A0(τ) =

(
0 −ω0(τ)

ω0(τ) 0

)
.

Резонанснi iндекси 1,q характеризують умови

iω0(τ)q1 − iω0(τ)q2 = iω0(τ)

тобто

q1 − q2 − 1 = 0,

Покладемо q2 = k. Тодi q1 = k + 1 i q1 + q2 = 2k + 1. Перейдемо до власного базису

y = zs1 + z̄s2, s1 = s̄2.

Тодi нормалiзовану систему можна подати у виглядi одного комплексного рiвняння

ż =

(
iω0(τ) +

∑
l≥1

εlλ1,l(τ)

)
z +

∑
k≥1

ak(τ, ε) |z|2k z,

де

ak(τ, ε) =
∑
l≥0

εlak,l(τ).

Друге рiвняння системи буде комплексно спряженим з першим (див. [18]).
Увiвши полярнi координати за формулою z = ρeiφ, та поклавши

αl(τ) = Reλ1,l(τ), ωl(τ) = Imλ1,l(τ),

bk(τ, ε) = Re ak(τ, ε), ck(τ, ε) = Im ak(τ, ε),
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дiстанемо систему

ρ̇ = ρ

(∑
l≥1

εlαl(τ) +
∑
k≥1

bk(τ, ε)ρ
2k

)
,

φ̇ =
∑
l≥0

εlωl(τ) +
∑
k≥1

ck(τ, ε)ρ
2k.

Вiдзначимо, що неформальним перетворенням, полiномним щодо координат i ма-
лого параметра, вихiдну систему можна звести до системи, яка в полярних коорди-
натах набуває вигляду

ρ̇ = ρ

(
m∑
l=1

εlαl(τ) +
m∑
k=1

m∑
l=0

bk,l(τ)ρ
2kεl +O

(
εm+1(1 + ρ2m+2)

))
,

φ̇ =
m∑
l=0

εlωl(τ) +
m∑
k=1

m∑
l=0

ck,l(τ)ρ
2kεl +O

(
εm+1(1 + ρ2m+2)

)
,

(9)

з рiвномiрним щодо (τ, φ) ∈ R2 вiдношенням пiдпорядкування O в правих частинах.
Природно припустити, що як i в теорiї статичної бiфуркацiї граничного циклу, ос-
новнi якiснi властивостi системи (9) можна описати за допомогою модельної системи

ρ̇ = ρ(εα(τ)− β(τ)ρ2), φ̇ = ω0(τ), (10)

де

a(τ) := α1(τ), b(τ) := −b1,0(τ).

Унаслiдок масштабного перетворення ρ =
√
εr, t = τ/ε система (9) набуває вигля-

ду

dr

dτ
= r

[
m−1∑
l=0

εlαl+1(τ) +
m∑
k=1

m∑
l=0

bk,l(τ)r
2kεk+l−1 +O (εm)

]
(11)

dφ

dτ
=
ω0(τ)

ε
+

m−1∑
l=0

εlωl+1(τ) +
m∑
k=1

m∑
l=0

ck,l(τ)r
2kεk+l−1 +O (εm) , (12)

а модельна система — вигляду
dr

dτ
= a(τ)r − b(τ)r3, (13)

dφ

dτ
=
ω0(τ)

ε
. (14)

Зауважимо, що яке б не було R > 0 знайдеться достатньо мале ε0 > 0 таке, що
правi частини системи (11)–(12) є гладкими, обмеженими функцiями на множинi

D := {τ ∈ R} × {r ∈ [0, R]} × {φ ∈ R} × {ε ∈ [−ε0, ε0]} , (15)

якi мають перiод 2π щодо змiнної φ.
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Укажемо умови, при виконаннi яких в цiй системi спостерiгається явище виник-
нення незатухаючих коливань, аналогiчне явищу бiфуркацiї Андронова-Гопфа. На-
самперед накладемо обмеження на коефiцiєнти a(τ) та b(τ), якi гарантують таку
властивiсть рiвняння (13): кожен його розв’язок, який у вiддалений в минуле почат-
ковий момент τ0 < 0 набуває додатного значення r0 > 0, на промiжку [τ0, 0] монотон-
но спадає, наближаючись при τ → −0 до тривiального розв’язку тим ближче, чим
бiльше |τ0|; коли ж τ → +∞, розв’язок прямує до деякого усталеного режиму, який
не залежить вiд початкових даних (τ0, r0).

Твердження 4. Для довiльних τ0 ∈ R, r0 > 0 позначимо через r(τ ; τ0, r0) розв’я-
зок рiвняння 13, який задовольняє початкову умову r(τ0; τ0, r0) = r0, i припустимо,
що функцiї a(τ) i b(τ) мають такi властивостi:

a(τ) ≤ 0, b(τ) ≥ 0 ∀τ ≤ 0,

0∫
−∞

b(τ)dτ = +∞,

a(τ) > 0 ∀τ > 0, b(τ) > 0 ∀τ ≥ 0,

lim inf
τ→+∞

a(τ)

b(τ)
> 0, lim sup

τ→+∞

a(τ)

b(τ)
<∞.

Тодi якщо τ0 < 0, то функцiя r(·; τ0, r0) на промiжку [τ0, 0] монотонно спадає, при-
чому

lim
τ0→−∞

r(0; τ0, r0) = 0,

а при τ → +∞ вона має асимптотику

r(τ ; τ0, r0) ∼ e
∫ τ
0 a(s)ds

2 τ∫
0

e2
∫ s
0 a(t)dtb(s)ds

−1/2

,

i задовольняє нерiвностi

lim inf
τ→∞

r(τ ; τ0, r0) ≥

√
lim inf
τ→+∞

a(τ)

b(τ)
,

lim sup
τ→∞

r(τ ; τ0, r0) ≤

√
lim sup
τ→+∞

a(τ)

b(τ)
.

Доведення. Оскiльки
dr(τ ; τ0, r0)

dτ
≤ −b(τ)r3(τ ; τ0, r0) ≤ 0 ∀τ ≤ 0,
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то

1

r2(0; τ0, r0)
≤ 1

r20
+ 2

0∫
τ0

b(s)ds,

а отже, r(0; τ0, r0) можна зробити як завгодно малим, вибравши |τ0| достатньо вели-
ким.

Поклавши

ξ(τ) := e
2
∫ τ
τ0
a(s)ds

, η(τ) :=
1

r20
+ 2

τ∫
τ0

ξ(s)b(s)ds

i зiнтегрувавши рiвняння Бернуллi (13), для довiльних τ0 ∈ R i τ ≥ τ0, дiстаємо

r2(τ ; τ0, r0) =
ξ(τ)

η(τ)
.

Легко бачити, що умови теореми гарантують нескiнченнiсть границь:

ξ(+∞) = +∞, η(+∞) = +∞.

Звiдси випливає асимптотичне зображення для r(τ ; τ0, r0). Скориставшись теоремою
Кошi (див., наприклад, [19, с. 143]), дiстаємо нерiвностi

lim inf
τ→∞

r2(τ ; τ0, r0) ≥ lim inf
τ→∞

ξ′(τ)

η′(τ)
,

lim sup
τ→∞

r2(τ ; τ0, r0) ≤ lim sup
τ→∞

ξ′(τ)

η′(τ)
,

якi з урахуванням явного вигляду функцiй ξ(τ), η(τ) завершують доведення. �

Тепер доведемо основну теорему про асимптотичне iнтегрування системи рiвнянь
(11)–(12), з якої, зокрема випливає, що за додаткової умови на функцiї a(·) та b(·)
r-компонента розв’язку задачi Кошi r(τ0) = r0, φ(τ0) = φ0 при ε → 0 рiвномiрно на
пiвосi [τ0,∞) прямує до r(τ ; τ0, r0).

Теорема 2. Нехай виконуються умови твердження 4 i додатково

3 lim inf
τ→∞

a(τ)

b(τ)
> lim sup

τ→∞

a(τ)

b(τ)
> 0. (16)

Тодi для довiльних τ0 ∈ R, φ0 ∈ [0, 2π), r0 ∈ (0, R) (див. (15)), m ∈ N ∩ [2,∞)

можна вказати числа C > 0 i ε0 > 0 такi, що розв’язок системи (11)–(12), який
задовольняє початковi умови r(τ0) = r0, φ(τ0) = φ0, при кожному ε ∈ [0, ε0] допускає
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зображення

r =
m−1∑
i=0

εiri(τ) + εmu(τ ; ε), (17)

φ = φ0 +

τ∫
τ0

[
ω0(s)

ε
+

m−1∑
l≥0

εlωl+1(s)

]
ds+

+

τ∫
τ0

m∑
k=1

m∑
l=0

ck,l(s)

(
m−1∑
i=0

εiri(s)

)2k

εk+l−1ds+ εm−1ψ(τ ; ε),

де r0(τ) := r(τ ; τ0, r0) — розв’язок модельного рiвняння (13), який задовольняє по-
чаткову умовуr0(τ0) = r0, а ri(τ), u(τ, ε) та ψ(τ, ε) — гладкi щодо τ ≥ τ0 функцiї
такi, що ri(τ0) = 0 i

max
τ≥τ0

{ri(τ), u(τ, ε), ψ(τ, ε)/(τ − τ0)} ≤ C i = 1, . . .m− 1.

Доведення. Пiдставивши (17) в (11) i прирiвнявши коефiцiєнти при однакових
степенях ε, дiстанемо для визначення функцiй ri(τ) набiр рiвнянь вигляду

dr0
dτ

= a(τ)r0 − b(τ)r30, r0(τ0) = r0,

dri
dτ

=
[
a(τ)− 3b(τ)r20(τ)

]
ri + fi(τ), ri(τ0) = 0, i = 1, . . . ,m− 1,

де функцiї fi(τ) утворено з використанням функцiй rj(τ), 0 ≤ j ≤ i− 1. Властивостi
функцiї r0(τ) визначаються твердженням (4). Зокрема, infτ≥τ0 r0(τ) > 0. З умови (16)
випливає нерiвнiсть

lim sup
T,s→∞

1

T

T+s∫
s

[
a(τ)− 3b(τ)r20(τ)

]
dτ < 0,

яка означає, що генеральний показник рiвняння dr
dτ

= [a(τ)− 3b(τ)r20(τ)] r вiд’ємний,
а тому розв’язок ri(τ) буде обмеженим на пiвосi [τ0,∞) [20, c. 186]. Конкретнiше,
знайдуться додатнi сталi γ та K такi, що

χ(τ, s) := exp

 τ∫
s

[
a(t)− 3b(t)r20(t)

]
dt

 ≤ Ke−γ(τ−s) ∀τ ≥ s ≥ τ0,

а тому

ri(τ) :=

τ∫
τ0

χ(τ, s)fi(s)ds ⇒ sup
τ≥τ0

|ri(τ)| ≤
K

γ
sup
τ≥τ0

|fi(τ)| =: Ni.
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Неважко переконатися в тому, функцiї u та ψ мають задовольняти систему вигля-
ду

u̇ =
[
a(τ)− 3b(τ)r20(τ)

]
u+ F (τ, εmu, εmψ, ε) ,

ψ̇ = G(τ, εu, εm−1ψ, ε),

та набувати нульових початкових початкових значень при τ = τ0, причому з ураху-
ванням вiдокремленостi r0(τ) вiд нуля на [τ0,∞), а також вигляду областi D (формула
(15)) знайдуться достатньо малi додатнi числа ϱ та ε0 такi, що функцiї F (τ, r, φ, ε) та
G(τ, r, φ, ε) є гладкими, обмеженими i 2π-перiодичними щодо змiнної φ на множинi

∆ := R× [−ϱ, ϱ]× R× [−ε0, ε0].

Забезпечивши мализною ε0 виконання нерiвностi

εm0 σ ≤ ρ, (18)

де σ := KM/γ, зазначену пару функцiї (u, ψ) будемо шукати як нерухому точку
оператора

A[u, ψ](τ) :=

:=

 τ∫
τ0

χ(τ, s)F (s, εmu(s), εmψ(s), ε) ds,

τ∫
τ0

G (s, εmu(s), εmψ(s), ε) ds

,
визначеного на просторi

S :=
{
(u(τ), ψ(τ)) : (u(·), ψ(·))∈C

(
I+τ0 7→Jσ×R

)
, ψ(τ)/(τ − τ0) ≤M

}
,

де I+τ0 := [τ0,∞), M := max
{
max
∆

|F | ,max
∆

|G|
}

, J := [−σ, σ] .
Оскiльки з урахуванням (18) для всiх (u, ψ) ∈ S i ε ∈ [−ε0, ε0] маємо∣∣∣∣∣∣

τ∫
τ0

χ(τ, s)F (s, εmu(s), εmψ(s), ε) ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ σ,

∣∣∣∣∣∣
τ∫

τ0

G (s, εmu(s), εmψ(s), ε) ds

∣∣∣∣∣∣ ≤M (τ − τ0) ,

то оператор A вiдображає простiр S у себе. Гладкость функцiй F та G гарантує
iснування сталої Лiпшица L > 0 такої, що

|F (τ, r1, φ1, ε)− F (τ, r2, φ2, ε)| ≤ L [|r1 − r2|+ |φ1 − φ2|] ,

|G(τ, r1, φ1, ε)−G(τ, r2, φ2, ε)| ≤ L [|r1 − r2|+ |φ1 − φ2|]
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для всiх (τ, rk, φk, ε) ∈ ∆, k = 1, 2. Якщо тепер перетворити S у повний метричний
простiр, увiвши на ньому метрику

d((u1, ψ1), (u2, ψ2)) :=

:= sup
τ≥τ0

[
eL(τ0−τ) (|u1(τ)− u2(τ)|+ |ψ1(τ)− ψ2(τ)|)

]
,

то для довiльних (uk, ψk) ∈ S, k = 1, 2, матимемо

d(A[u1, ψ1],A[u2, ψ2]) ≤

≤ εm sup
τ≥τ0

{
eL(τ0−τ)

[ τ∫
τ0

KLeγ(s−τ) [|u1(s)− u2(s)|+|ψ1(s)− ψ2(s)|] ds+

+

τ∫
τ0

L [|u1(s)− u2(s)|+ |ψ1(s)− ψ2(s)|] ds
]}

≤

≤ εm sup
τ≥τ0

{
eL(τ0−τ)

τ∫
τ0

(K + 1)LeL(s−τ0)ds
}
d((u1, ψ1), (u2, ψ2))

≤ εm(K + 1)d((u1, ψ1), (u2, ψ2)).

Отже, умова εm0 (K + 1) < 1 разом з (18) гарантує стискання простору S пiд дiєю A,
а разом iз тим iснування для нього єдиної нерухомої точки.

Для того, аби завершити доведення, достатньо покласти C := max1≤i≤m−1 {Ni, σ,M}.
�

4. Висновки

За допомогою методу нормальних форм побудовано асимптотичне зображення
розв’язку двовимiрної системи з повiльно змiнними параметрами, який описує про-
цес виникнення автоколивань при втратi стiйкостi положення рiвноваги. На вiдмiну
вiд явища статичної бiфуркацiї, коли в першому наближення амплiтуда коливань
визначається коренем деякого алгебраїчного рiвняння, в дослiджуваному випадку
амплiтуда коливань повiльно змiнюється в часi, причому її еволюцiя в першому наб-
лиженнi описується нетривiальним розв’язком рiвняння Бернуллi з кубiчною нелiнiй-
нiстю.
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