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Анотацiя. У статтi вивчаються двовимiрнi лiнiйнi простори узагальнених послi-
довностей Фiбоначчi, а саме, послiдовностей дiйсних чисел (un), якi володiють такою
властивiстю: un+2 = pun+1+ sun, n ∈ N0, де p та s — фiксованi дiйснi числа. Розгля-
даються математичнi структури у просторi узагальнених послiдовностей Фiбоначчi,
зокрема, вводиться базис, скалярний добуток, норма, метрика. Розглядається пiд-
простiр нескiнченно малих узагальнених послiдовностей Фiбоначчi та вивчаються
його властивостi.
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1. Вступ

Класична послiдовнiсть Фiбоначчi та її властивостi широко використовуються в
рiзних роздiлах математики, зокрема, для побудови метричної, ймовiрнiсної та фрак-
тальної теорiй дiйсних чисел. У роботi [4] дослiджено властивостi лiнiйного простору
довiльних послiдовностей Фiбоначчi, тобто послiдовностей дiйсних чисел (un), якi во-
лодiють властивiстю: un+2 = un+1 + un, u0, u1 ∈ R, n ∈ N0. Аналогiчнi задачi можна
розв’язувати i для узагальнених послiдовностей Фiбоначчi. На множинi таких послi-
довностей можна, природнiм способом, ввести лiнiйнi операцiї (додавання та мно-
ження на скаляр поля R), скалярний добуток, норму, метрику. Таким чином, при
фiксованих p i s, множина всiх узагальнених послiдовностей Фiбоначчi буде утво-
рювати двовимiрний лiнiйний простiр, в якому iснує пiдпростiр нескiнченно малих
послiдовностей.

2. Узагальненi послiдовностi Фiбоначчi

Означення 1. Послiдовнiсть дiйсних чисел (un) ≡ (un)
∞
n=0, n ∈ N0, яка має вла-

стивiсть
un+2 = pun+1 + sun, u0, u1, p, s ∈ R, (1)

називатимемо узагальненою послiдовнiстю Фiбоначчi.

Узагальнена послiдовнiсть Фiбоначчi є чотирьохпараметричним об’єктом, оскiль-
ки з (1) зрозумiло, що вираз її загального члена залежить вiд параметрiв u0, u1, p, s.

Тривiальним прикладом узагальненої послiдовностi Фiбоначчi є (0) = (0, 0, 0, . . .)

— нуль-послiдовнiсть. Очевидно, що коли (un)
∞
n=0 — узагальнена послiдовнiсть Фiбо-

наччi, то (un)
∞
n=m — теж узагальнена послiдовнiсть Фiбоначчi.

Прикладами узагальнених послiдовностей Фiбоначчi є наступнi послiдовностi:

1. Довiльна геометрична прогресiя (b0q
n) = (b0, b0q, b0q

2, . . .) ;

2. Класична послiдовнiсть Фiбоначчi (Fn) = (1, 1, 2, 3, 5, . . .) ;

3. Послiдовнiсть чисел Люка (Ln) = (2, 1, 3, 4, 7, 11, . . .) .

Теорема 1. Для загального члена послiдовностi (1) має мiсце рiвнiсть

un =



Φn (u1 − u0Ψ)−Ψn (u1 − u0Φ)

Φ−Ψ
при Φ,Ψ ∈ R,Φ ̸= Ψ,

Φn
(
u0 + n

(u1
Φ

− u0

))
при Φ,Ψ ∈ R,Φ = Ψ,

ρn(u0ρ sin(1− n)γ + u2 sin(n)γ)

ρ sin γ
при Φ,Ψ ∈ C,

де Φ =
p+
√
p2+4s

2
, Ψ =

p−
√
p2+4s

2
, та ρ = |Φ| =

√
−s, γ = arg Φ = arctan

√
−p2−4s

p
.
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Доведення. Задача знаходження загального члена послiдовностi (1) рiвносиль-
на задачi розв’язання однорiдного рiзницевого рiвняння другого порядку

y (x+ 2)− py (x+ 1)− sy (x) = 0. (2)

В цьому випадку характеристичне рiвняння має вигляд

λ2 − pλ− s = 0. (3)

Вигляд загального члена послiдовностi (1) буде залежати вiд того, якi будуть
розв’язки характеристичного рiвняння (3).

Випадок 1. Коренi рiвняння (3) дiйснi та рiзнi, тобто Φ ̸= Ψ — є розв’язками
характеристичного рiвняння. Цi коренi дають два розв’язки рiвняння (2): y1 (x) = Φx

та y2 (x) = Ψx. У такому випадку загальний розв’язок рiвняння (2) це функцiя

y(x) = c1Φ
x+c2Ψ

x,

а враховуючи початковi умови{
c1y1 (0) + c2y2 (0) = y0,

c1y1 (1) + c2y2 (1) = y1,
(4)

можна знайти сталi c1 та c2. Матимемо

c1 =
u1 − u0Ψ

Φ−Ψ
, c2 = −u1 − u0Φ

Φ−Ψ
.

Таким чином загальний член послiдовностi (1) буде мати вигляд

un =
Φn (u1 − u0Ψ)−Ψn (u1 − u0Φ)

Φ−Ψ
.

Випадок 2. Коренi рiвняння (3) дiйснi та однаковi, тобто Φ = Ψ — кратний корiнь
характеристичного рiвняння. Функцiї y1(x) = Φx та y2(x) = xΦx будуть розв’язками
рiвняння (2). У такому випадку загальний розв’язок (2) матиме вигляд

y (x) = Φx (c1x+c2) .

Звiдси враховуючи початковi умови (4), отримаємо загальний член послiдовностi (1),
а саме

un = Φn
(
u0 + n

(u1
Φ

− u0

))
.

Випадок 3. Коренi рiвняння (3) комплекснi та рiзнi, тобто Φ =
p+
√

−p2−4si

2
та

Ψ =
p−
√

−p2−4si

2
— два спряженi коренi характеристичного рiвняння. Використавши

тригонометричну форму запису комплексного числа, розв’язки рiвняння (2) можна
записати у виглядi y1 (x) = ρxcos γx та y2 (x) = ρxsin γx. Отже, функцiя

y(x) = ρx (c1 cos(nγ) + c2 sin(nγ))
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буде загальним розв’язком рiвняння (2) у випадку комплексних коренiв характери-
стичного рiвняння. Розв’язавши систему (4) вiдносно невiдомих c1 та c2, прийдемо
до рiвностi

un =
ρn (u0ρsin(1− n)γ + u1 sin(nγ))

ρ sin γ
.

�

Наслiдок 1. Якщо u0 = 1, u1 = 1, p = 1, s = 1, то (un) ≡ (Fn) — класична
послiдовнiсть Фiбоначчi, i має мiсце рiвнiсть (формула Бiне)

Fn =
φn+1 − φ̂n+1

√
5

, де φ =
1 +

√
5

2
, φ̂ =

1−
√
5

2
. (5)

Наслiдок 2 ([4]). Якщо (un) — узагальнена послiдовнiсть Фiбоначчi така, що
p = s = 1, то має мiсце рiвнiсть

un = u0Fn−3 + u1Fn−2. (6)

Наслiдок 3. Якщо (un) – узагальнена послiдовнiсть Фiбоначчi така, що u1 ̸=
u0Ψ та u1 ̸= u0Φ, p

2 + 4s ≥ 0, то для довiльного натурального k має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

un+k
un

= T k, де T =

{
Φ, якщо |Φ| ≥ |Ψ|
Ψ, якщо |Φ| < |Ψ| .

Доведення. Розглянемо випадок p2 + 4s = 0. За таких умов, користуючись
теоремою 1, одержимо рiвнiсть

lim
n→∞

un+k
un

= lim
n→∞

Φn+k
(
u0 + (n+ k)

(
u1
Φ
− u0

))
Φn
(
u0 + n

(
u1
Φ
− u0

)) = Φk.

У випадку p2 + 4s > 0, за теоремою 1, буде мати мiсце iнша рiвнiсть

lim
n→∞

un+k
un

= lim
n→∞

Φn+k (u1 − u0Ψ)−Ψn+k (u1 − u0Φ)

Φn (u1 − u0Ψ)−Ψn (u1 − u0Φ)
=

{
Φk, якщо |Φ| ≥ |Ψ|
Ψk, якщо |Φ| < |Ψ| .

�

3. Простiр узагальнених послiдовностей Фiбоначчi

Нехай
F = {(un) : u0, u1 ∈ R, un = pun−1 + sun−2, n ≥ 2}

множина узагальнених послiдовностей Фiбоначчi з фiксованими параметрами p

та s. Для елементiв множини F введемо лiнiйнi операцiї (додавання та множення на
скаляр) за законами:

(an) + (bn) = (an + bn) та λ (an) = (λan) , n ∈ N, λ ∈ R.
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Неважко переконатися, що бiнарна операцiя додавання є замкненою (алгебраїч-
ною):

an + bn = pan−1 + san−2 + pbn−1 + sbn−2 = p [an−1 + bn−1] + s [an−2 + bn−2] .

Таким чином множина F разом з операцiєю додавання є комутативною групою,
нейтральним елементом якої є нуль-послiдовнiсть (0), а симетричним (протилежним)
елементом до послiдовностi (an) є послiдовнiсть (−an).

Операцiя множення на скаляр є також замкненою:

λ (an) = λ [pan−1 + san−2] = λpan−1 + λsan−2.

Отже, можна зробити висновок, що множина F з операцiями додавання та мно-
ження на скаляр утворюють лiнiйний простiр.

Лема 1. Вектори
−→e 1 = (1, 0, s, ps, . . . , pun−1+sun−2, . . .) та −→e 2 = (0, 1, p, p2+s, . . . , pun−1+sun−2, . . .)

є лiнiйно незалежними i для довiльного −→x = (x0, x1, px1 + sx2, . . . , pun−1 + sun−2, . . .)

з F виконується рiвнiсть
−→x = x0

−→e 1 + x1
−→e 2. (7)

Доведення. Легко бачити, що рiвнiсть α1
−→e 1+α2

−→e 2 =
−→
0 має мiсце тодi i тiльки

тодi, коли α1 = α2 = 0. Отже, вектори −→e 1 та −→e 2 є лiнiйно незалежними.
Нехай −→x = (xn) — довiльно вибраний елемент з F. Тодi, за теоремою 1, має мiсце

одна з трьох рiвностей:

xn =
Φn (x1 − x0Ψ)−Ψn (x1 − x0Φ)

Φ−Ψ
при Φ,Ψ ∈ R,Φ ̸= Ψ;

xn = Φn
(
x0 + n

(x1
Φ

− x0

))
при Φ,Ψ ∈ R,Φ = Ψ;

xn =
ρn(u0ρ sin(1− n)γ + u1 sin(nγ))

ρ sin γ
при Φ,Ψ ∈ C.

Кожна з трьох останнiх рiвностей рiвносильна рiвностi (7). �

Наслiдок 4. Впорядкована пара векторiв (−→e 1,
−→e 2) утворює базис, в якому век-

тор −→x = (xn) має координати (x0; x1) .

Теорема 2. Множина F разом з операцiями додавання та множення на скаляр,
тобто математична структура (F,+, λ(·)) , є двовимiрним векторним простором.
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4. Оператор зсуву у просторi узагальнених послiдовностей Фiбоначчi

У векторному просторi (F,+, λ(·)) розглянемо оператор

L (−→x ) = (x1, x2, x3, . . .) ,

де −→x = (x0, x1, x2, . . . , xk, . . .) ∈ F, k ∈ N0, який назвемо оператором зсуву.
Очевидно, що оператор зсуву є лiнiйним, тобто

L (−→x +−→y ) = L (−→x ) + L (−→y ) i L (α−→x ) = αL (−→x ) .

Нехай L(k)(·) — k-ий степiнь оператора L, тобто

Lk (−→x ) = L (L (. . . L (−→x ))) = (xk, xk+1, . . .) .

Теорема 3. При довiльному натуральному k два вектори −→s = (s0, s1, s2, . . .) i
Lk (−→s ) = (sk, sk+1, . . .) з F є лiнiйно залежними тодi i тiльки тодi, коли s1 = s0Φ

або s1 = s0Ψ.

Доведення. Нехай k — фiксоване натуральне число. Векторна рiвнiсть

γ1
−→s + γ2L

k (−→s ) = −→
0 (8)

рiвносильна системi рiвнянь

α1sn + α2sk+n = 0, n = 0, 1, 2, . . . .

Оскiльки всi рiвняння системи, починаючи з третього, є наслiдком перших двох, то
остання система рiвнянь рiвносильна наступньому{

α1s0 + α2sk = 0,

α2s1 + α2sk+1 = 0.

З курсу лiнiйної алгебри вiдомо, що система двох лiнiйних однорiдних рiвнянь з
двома невiдомими має ненульовий розв’язок тодi i тiльки тодi, коли∣∣∣∣∣ s0 sk

s1 sk+1

∣∣∣∣∣ = 0,

що рiвносильно рiвностi s0sk+1 − s1sk = 0.

Враховуючи вигляд загального члена послiдовностi (1) при умовi Φ ̸= Ψ (див. 1),
остання рiвнiсть може бути переписана у виглядi

s0
Φk+1 (s1 − s0Ψ)−Ψk+1 (s1 − s0Φ)

Φ−Ψ
− s1

Φk (s1 − s0Ψ)−Ψk (s1 − s0Φ)

Φ−Ψ
= 0.

Звiдки
s20 (ΦΨ) + s21 − s0s1 (Φ + Ψ) = 0.

Отримаємо два розв’язками даної квадратичної форми s1 = Φs0 та s1 = Ψs0.
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Враховуючи вигляд загального члена послiдовностi (1) при умовi Φ = Ψ (див. 1),
перепишемо рiвнiсть s0sk+1 − s1sk = 0 у виглядi

s0Φ
k+1
(
s0 + (k + 1)

(s1
Φ

− s0

))
− s1Φ

k
(
s0 + k

(s1
Φ

− s0

))
= 0.

Виконавши певнi перетворення, отримаємо

s20
(
Φ2
)
+ s21 − s0s1 (2Φ) = 0,

звiдки s1 = Φs0. �

Наслiдок 5. При довiльному натуральному k вектори −→s i Lk (−→s ) є лiнiйно
незалежними тодi i тiльки тодi, коли

s1 ̸= s0
p±

√
p2 + 4s

2
.

Наслiдок 6. Впорядкована пара векторiв −→s = (s0, s1, . . .) i Lk (−→s ) = (sk, sk+1, . . .) ,

де s1 ̸= s0
p±
√
p2+4s

2
, є базисом лiнiйного простору F.

Теорема 4. Якщо вектор −→x в базисi ⟨−→e1 ,−→e2 ⟩ має координати (x0; x1) , а в базисi⟨−→s , Lk (−→s )⟩ — координати (x′0;x
′
1) , то{
x0 = s0x

′
0 + sk+1x

′
1,

x1 = s1x
′
0 + skx

′
1.

5. Евклiдовiсть та повнота простору узагальнених послiдовностей
Фiбоначчi

Означимо скалярний добуток двох елементiв з простору узагальнених послiдовно-
стей Фiбоначчi. Для цього використаємо означений ранiше фiксований базис ⟨−→e1 ,−→e2 ⟩ .
Тодi для довiльних елементiв x, y ∈ F, їх скалярний добуток може бути означеним
як сума добуткiв однойменних координат у фiксованому базисi

−→x · −→y = x0y0 + x1y1. (9)

Неважко переконатися, що у такому випадку всi аксiоми скалярного добутку
будуть виконуватися. Окрiм того, за допомогою скалярного добутку в просторi
(F,+, λ(·)) норму можна означити наступним чином

∥−→x ∥ =
√−→x · −→x =

√
x02 + x12. (10)

Для визначеного таким чином функцiонала будуть виконуватися усi аксiоми нор-
ми:

1) ∥−→x ∥ ≥ 0, ∥−→x ∥ = 0 ⇔ −→x =
−→
0 ;

2) ∥λ−→x ∥ = |λ| ∥−→x ∥ , λ ∈ R;
3) ∥−→x +−→y ∥ ≤ ∥−→x ∥+ ∥−→y ∥ .
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Виконання властивостей 1) i 2) випливає з властивостей скалярного добутку, а
виконання властивостi 3) слiдує з нерiвностi Кошi-Буняковського

(−→x · −→y )2 < (−→x · −→x ) (−→y · −→y ) .

Очевидно, що в базисi ⟨−→e1 ,−→e2 ⟩ маємо −→e1 = (1; 0) , −→e2 = (0; 1) , тому використовую-
чи рiвностi (9) та (10) неважко переконатися, що вибраний базис є ортонормованим.
Скалярний добуток, визначений в ортонормованому базисi рiвнiстю (9) будемо нази-
вати природним.

Будь-який скiнченновимiрний евклiдовий простiв можна метризувати, ввiвши у
ньому вiдстань мiж двома елементами −→x та −→y наступним чином

ρ (−→x ,−→y ) = ∥−→x −−→y ∥ =

√
(x0 − y0)

2 + (x1 − y1)
2. (11)

Аксiоми метричного простору виконуватимуться, оскiльки виконуються аксiо-
ми норми. Скiнченновимiрний нормований простiр (F,+, λ(·), ·) автоматично є по-
вним [5].

Теорема 5. Простiр (F,+, λ(·), ·) є сепарабельним метричним простором.

Доведення. Розглянемо множину

A = {(un) : u0, u1 ∈, un = pun−1 + sun−2, n ≥ 2} ,

узагальнених послiдовностей Фiбоначчi з першими двома рацiональними членами,
яка є пiдмножиною F . A — злiченна, оскiльки вона бiєктивна множинi 2. Крiм того,
пiдмножина A буде всюди щiльною в множинi F, оскiльки

(∀ε > 0) (∀ (un) ∈ F ) (∃ (xn) ∈ A) : ρ (un, xn) =

√
(u0 − x0)

2 + (u1 − x1)
2 < ε.

�

6. Пiдпростiр нескiнченно малих узагальнених послiдовностей Фiбоначчi

Теорема 6. Для того, щоб узагальнена послiдовнiсть Фiбоначчi (1), з фiксо-
ваними параметрами p та s, була нескiнченно малою необхiдно i достатньо, щоб
виконувалася хоча б одна iз систем:{

|Φ| < 1,

|Ψ| < 1,
(12)

{
|Φ| < 1,

u1 = u0Φ,
(13){

|Ψ| < 1,

u1 = u0Ψ.
(14)



126 Д. М. Карвацький, Н. М. Василенко

Зауваження 1. Виконання систем (13) та (14) рiвносильно тому, що послi-
довнiсть (un) являє собою збiжну геометричну прогресiю.

Теорема 7. З простору (F,+, λ(·)) – узагальнених послiдовностей Фiбоначчi
можна видiлити пiдпростiр S нескiнченно малих послiдовностей.

Доведення. Розглянемо декiлька випадкiв вiдносно чисел |Φ| та |Ψ|, якi у свою
чергу залежать вiд фiксованих параметрiв p i s.

Випадок 1 : Одночасно виконуються двi нерiвностi |Φ| < 1 та |Ψ| < 1. У такому
випадку будь-яка послiдовнiсть (un), згiдно з теоремою 6 буде нескiнченно малою.
Звiдки S=F.

Випадок 2: Одне з чисел |Φ| та |Ψ| менше одиницi. Нехай, наприклад, |Ψ| < 1.

Позначимо через S пiдмножину всiх нескiнченно малих узагальнених послiдовностей
Фiбоначчi, тобто

S = {(bn) : bn = pbn−1 + sbn−2, bn → 0 (n→ ∞)} .

Оскiльки послiдовнiсть (Ψn)∞n=0 = (1, Ψ, Ψ2, . . . ,Ψn, . . .) ∈ S, то S мiстить
елементи вiдмiннi вiд нуль-послiдовностi. Причому, нескладно переконатися, що для
елементiв простору S будуть виконуватися наступнi властивостi

(1) для довiльних
(
b
(1)
n

)
,
(
b
(2)
n

)
∈ S ⇒

(
b
(1)
n

)
+
(
b
(2)
n

)
∈ S;

(2) для довiльних (bn) ∈ S та λ ∈ R ⇒ λ (bn) ∈ S.

Тобто S є одновимiрним пiдпростором лiнiйного простору F.
Випадок 3: Жодне з чисел |Φ| та |Ψ| не менше одиницi. У такому випадку будь-яка

послiдовнiсть з простору F (окрiм нуль-послiдовностi) не буде нескiнченно малою,
оскiльки не виконуватимуться умови теореми 6. Звiдки слiдує, що S =

{
(
−→
0 )
}
. �

Теорема 8. Пiдмножина F 1 множини F таких узагальнених послiдовностей

Фiбоначчi (an) для яких ряд
∞∑
n=1

an збiгається, утворює лiнiйний простiр, який спiв-

падає з пiдпростором нескiнченно малих узагальнених послiдовностей Фiбоначчi S.

Доведення. Покажемо, що F 1 задовольняє означення пiдпростору. Нагадаємо,

що для двох збiжних рядiв
∞∑
n=1

an та
∞∑
n=1

bn та довiльних дiйсних чисел α та β має

мiсце рiвнiсть

α

∞∑
n=1

an + β

∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

(αan+βbn). (15)

Тодi з рiвностi (15) випливає, що F 1 є пiдпростором простору F. �
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